Chapitre 9. Matrices et déterminants

Dans tout ce chapitre K désignera R ou C, n et p deux entiers de IN*.

Pour M de ., ,(K) et (i,j) de [1,n] x [1,p], on note (M), ; le terme général de la
matrice M (terme situé sur la i ligne et la j¢ colonne de M).

On confondra souvent K" et .#, 1(K), en notant le n-uplet X = (x;,...,x,) sous

X1
forme de colonne X = ( : ) .

Xn

1. Rappels de PCSI, avec quelques ajouts

— On appelle matrices élémentaires de .#,, ,(K) les matrices E; , de terme général
1 sii=ketj=/{,
(Ere)ij=08ix x 8¢ = {

0 sinon.
La famille (Ek,g) 1<k<n est la base canonique de ., ,(K).
1<(<p

— Si E et F sont des K-espaces vectoriels munis respectivement de bases % =
(el, . ..,ep) et €, alors la matrice de u € Z(E,F) dans les bases % et € est

lgg[’é%t(u)défMét (u(xB)) = M(gt (u(el), .l u(ep)) .

KP — K"

X — MxX

est 'application linéaire canoniquement associée a la matrice M.
On note Ker(M) = {X € KP | MX = 0}, et Im(M) = {MX | X € KP}.

—  Soit M € ., ,(K). L'application linéaire

1.1. Matrices carrées particuliéres

Soit M € #,(K).
— M est diagonale (M € 2,(K)) lorsque V(i,j) € [1,n]?, (i # j) = ((M);; =0).
Diag(A,...,A,) est la matrice diagonale de termes diagonaux A1,...,A,.

— M est triangulaire supérieure (resp. inférieure) (M € 77 (K), resp. 7, (K)),
lorsque V(i,j) € [1,n]%,i>j= (m);; =0 (resp. i <j=(M);;=0).

— M est symétrique (resp. antisymétrique) (M € ¥,(K), resp. ., (K)), lorsque
M" =M (resp. M" = —M).

— On a déja vu que ces ensembles sont des sous-espaces vectoriels de ., (K),
avec dim(2,(K)) = n, dim(Z;"(K)) = dim(Z; (K)) = dim(#(K)) = " et
dim(./, (K)) = "5
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1.2. Produit de matrices

Définition 9.1 — Le produit matriciel
On appelle produit de A € .#, ,(K) par B € ., ,(K) la matrice notée A x B
p
de ., ,(K), dont le terme général vaut (A x B); ; = > (A); (B ;-
k=1

Remarques 9.1

(1) La j® colonne de AB est le produit de A par la j° colonne de B, c’est-a-dire la combi-
naison linéaire des colonnes de A avec les coefficients de la j*™¢ colonne de B.

(2) La i® ligne de AB est le produit de la i€ ligne de A par B, c’est-a-dire la combinaison
linéaire des lignes de B avec les coefficients de la i ligne de A.

(3) Deux matrices non nulles peuvent avoir un produit nul : (% 3') x (3) =(9),
et en particulier : E; ; X Ey , = 6, E;. ~ ~
(A7) x(2)=(89
G x (5D =(G3).
(5) En notant E; les vecteurs (en colonne) de la base canonique de K",
0

(4) Le produit matriciel n’est pas commutatif :

EixEjT: 1 X(0-010-0)=E;.
0

Exercice 9.1. Soit A € Z*(R). Montrer que A x AT = AT x A si, et seulement si, A est
diagonale.

Proposition 9.1 — Applications linéaires et produit de matrices

En notant E,F,G trois espaces vectoriels munis de bases respectives 3, €, 7 ;
ue4EF),ve¥2(F,G); xekE:

i d’ t Mat = Mat(u) x Mat
(image d’un vecteur) (;1 (u(x)) gg’%g(u) gga (x),

(composée de deux

applications linéaires) 1;3{[?9}(1} )= I\(él’a@t(v) x l\gé[f%(”)'

Exercice 9.2. Montrer que VA € /4, ,(K), [VX€KP, AX=0] <= A=0.
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Proposition 9.2 — Propriétés du produit matriciel

(1) Le produit matriciel est associatif, et I'application (A,B) — A x B est bili-
néaire (d’ot la distributivité).

(2) La matrice unité est I’élément neutre du produit, la matrice nulle en est
I’élément absorbant. (AxB) =BT x AT,

(3) V(A,B) € A, ,(K) x A, 4(K),
AxB=AxDB.

Si A,B € #,(K), il suffit que A et B commutent entre elles pour que
(A x B)* = Ak x BX, mais sinon, rien ne permet de I’affirmer.

.

Proposition 9.3 — Le binome de Newton, l'identité géométrique

Soient p e N, et A,B € #,(K) qui com}r)nutent entre elles (AB = BA).
Le binéme de Newton: (A +B)P = Z (P)AFBPE,
k=

L’identité géométrique : APT1— Berl =(A-B)x ZAkBP k
k=0

1.3. Utilisation des polynéomes

p
Remarque 9.2 — Rappel : soient A € .#,(K), et P = > q; XK, Qe K[X].

k=0

P
= Alors P(A) = Y apA* = apl, + q; A+ +a,AP.

k=0

wm (P x Q)(A)=P(A) x Q(A). En particulier les matrices P(A) et Q(A) commutent entre

elles.

= Lorsque P(A) =0,, on dit que P est un polynéme annulateur de A.

Exercice 9.3.
1. Montrer que 7" (K) et 7 (K) sont stables par le produit.

Préciser les termes diagonaux de P(A) ot P € K[X] et A est une matrice triangulaire.

2. Donner un polynéme annulateur, non nul, d’'une matrice diagonale.
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Exercice 9.4 — Polynéme annulateur et puissances d’'une matrice.

1 -1 0
SoientneN, P=(X-1*’(X+1)etM=| 0 1 0
2 -1 -1

1. Démontrer que P est un polyndme annulateur de M.
2. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par P.

3. Endéduire I'expression de M" en fonction de M2, M et I, et vérifier que cette expression
est encore valable pour n = —1.

1.4. Inversibilité des matrices carrées

Définition 9.2 — Matrice carrée inversible

= La matrice A € #,(K) est dite inversible lorsqu'’il existe B € .#,(K) qui
vérifie AB=BA =1,.

= Cette matrice B est alors unique, on la note A™!, c’est I'inverse de A.

= [’ensemble des matrices inversibles de .#,(K), noté ¥1,(K), muni de la
multiplication des matrices, est appelé groupe linéaire d'ordre n.

Méthode 9.1 — Pour montrer qu’une matrice A n’est pas inversible :

a il suffit de trouver une matrice B non nulle telle que A x B est
la matrice nulle.

En effet, dans ce cas, si A est inversible et AB = 0, alors en multipliant & gauche par A7},
on obtient B =0, ce qui est contradictoire.

Proposition 9.4 — Matrice inversible et application linéaire bijective

Soit A € 4, (K). Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible, (i) Ker(A)={0}, (ii) Im(A)= K",
(iv) les colonnes de A forment une base de K",
(v) ("endomorphisme canoniquement associé a) A est un automorphisme de K",
(vi) une application linéaire de matrice A dans des bases quelconques est bi-
jective,
(vii) toute application linéaire ayant pour matrice A dans des bases quelconques
est bijective.

\ J

STk
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Exercice 9.5 — ig.
Soient A,B € ., (K) telles que A est inversible, B nilpotente, et AB = BA.
Montrer que I, — B et A + B sont inversibles. Donner leurs inverses.

( A

Proposition 9.5 — Propriétés des matrices inversibles

Soient A et B deux matrices de ., (K).

(1) Si AB=1, ou bien BA =1, alors A et B sont inversibles, et B= A",
(2) Si A est inversible, alors A~! I'est aussi et (A‘l)_1 —

(3) Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)"! =B 1AL
(4)

4) Si A est inversible, alors AT I'est aussi et (AT) ™' = (A™1)".

\ J

Exercice 9.6 — Suite de 'exercice 9.4 (utilisation d'un polynéme annulateur pour l'in-
verse d’'une matrice).
Montrer que M est inversible et donner M™!.

Proposition 9.6 — Systéeme de Cramer

Soient A € #,(K) et Y € K". Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) le systtme AX =Y admet une solution unique ;
(ii) le systtme homogéne AX = 0 a pour unique solution la solution nulle ;

(iii) A est une matrice inversible.

On dit alors que AX =Y est un systéeme de Cramer.

1.5. Changement de bases

Soit E un K—espace vectoriel de dimension n, oli n € N*, et 9 une base de E.

( A

Proposition 9.7 — Matrice de passage entre deux bases

Pour toute famille 88’ de vecteurs de E, 9’ est une base de E si, et seulement
si, la matrice Ngt(%’ ) est inversible.
Dans ce cas, son inverse est (l\/gt(%’ ))_1 = Mat(%).

.%/

On appelle Mﬁat(%’ ) matrice de passage de % a A’.

. J
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Remarque 9.3 — Matrice de l'identité et matrice de passage
Si B’ est une autre base de E, alors l\/g}t(%) = I\/égt (idg(RB)) = Bg(lgt/(idE).

e a

Proposition 9.8 — Changement de bases

Changement de coordonnées pour un vecteur : pour tout x € E,
Mat(x) = Mat(28) x Mat(x).
B B ]

Changement de matrice pour une application linéaire: si F est un K-
espace vectoriel muni de deux bases € et ¢/, et u € £ (E,F),

Mat (u) = Mat(%) x Mat(u) x Mat(2").
B 6’ 6’ B,6 B

Cas d’'un endomorphisme : pour tout endomorphisme u de E,
Mat(u) = Mat( %) x Mat(u) x Mat(%B).
B’ B’ ] 2]

1.6. Rang d’'une matrice

Définition 9.3

Le rang d'une matrice est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes, ce
qui revient au rang de son application linéaire canoniquement associée.

Exemple 9.1 — Rangs déterminés a 'ceil nu.

0 @ 1 n 1..... n

a 01 .... 0" 2 n—1 2..-.n—-1
Donner le rang des matrices | ' = |, [3 n-2 3....n-2

a, 0O----- 0 o 1 S 1

Exercice 9.7 — Matrices de rang 1.

1. Démontrer qu'une matrice M € .#,,(K) est de rang 1 si et seulement s’il existe C €
M1 (K)\ {0} et L e 4, ,(K)\ {0} telles que M = CL.

2. Soit A € #,(K) une matrice de rang 1.
Exprimer A? a l'aide de Tr(A) et de A, puis calculer A* et (I, + A)* pour tout k € N.

STk
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-

Proposition 9.9 — Propriétés du rang

(1) Une matrice M € .#,,(K) est inversible si, et seulement si, rg(M) = n.
(2) Si A€, ,(K) et Be A, (K), rg(A x B) < min(rg(A), rg(B)).

(3) Deux matrices équivalentes par lignes ou colonnes sont de méme rang.
(4)

4) Le rang d’une matrice ne change pas quand on la multiplie par une matrice
inversible.

(5) Lerang d’une application linéaire (c’est-a-dire la dimension de son image)
est égale au rang de n’'importe laquelle de ses matrices.

(6) Théoreme du rang : VM € 4, ,(K), rg(M) = p — dim(Ker(M)).

Exercice 9.8 — Un résultat classique.
Dans ., ,(K), la matrice canonique de rang r est

)
JFZEH:(OL | Onpr )
= n—r,r

| Onfr,pfr

Montrer qu'une matrice A de ., ,(K) est de rang r si, et seulement si, elle est équivalente
par les lignes et les colonnes a J,, autrement dit si, et seulement si, il existe des matrices
carrées inversibles P € ¢1,(K) et Q € ¥1,(K) qui vérifient A =PJ.Q.

Proposition 9.10

Le rang d’'une matrice est égal au rang de sa transposée.
Autrement dit, le rang d’'une matrice est aussi le rang de la famille de ses
vecteurs lignes.
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1.7. Déterminants

Définition 9.4 — Déterminant d’'une matrice carrée

Il existe une unique application de ., (K) dans K, notée det, et appelée dé-
terminant, vérifiant les trois propriétés suivantes :

= det est linéaire par rapport & chacune des colonnes de sa variable ;

= det est anti-symétrique par rapport aux colonnes de sa variable ;

= det(I,) =1.
Exercice 9.9.

) 1+x,0 XYoo X1Yn
Soient xi,...,X,Y1,---,Yn, des nombres X2¥1 1+ X0y, " .
complexes, déterminer la valeur du dé- R e Xp1Vn |
terminant ci-contre : Xy V1w ononnnnn i XpYne1 14+ xuYn

Définition 9.5 — Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n, dont % est une base, et
(x1,--.,x,) une famille de vecteurs de E.

On appelle déterminant de la famille de vecteurs (x,...,x,) dans la base
A le réel noté dggt(xl, ...,X,) défini par

d§t(x1, ...,X,) =det (M%at(xl, . ,xn)) .

Proposition 9.11 — Propriétés du déterminant

(1) Le déterminant d’'une matrice dont deux colonnes sont égales est nul ;
(2) pour tout (A,A) € K x 4, (K), det(AA) =A"det(A);

A Le déterminant n’est pas linéaire!
(3) pour toutes matrices A et B, det(A x B) = det(A) x det(B);

(4) une matrice A est inversible si, et seulement si, det(A) # 0, et dans ce cas
det(A™1) =det(A)7!;

(5) pour toute matrice A, det(A") = det(A).

J

STk
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Proposition 9.12

Dans un espace vectoriel de dimension n, la famille (x,...,x,) est une base
si, et seulement si, detg(x,...,x,) est non nul pour n’importe quelle base 2.

Remarque 9.4 Si x et y forment une famille libre de R?, alors z € Vect(x,y) si, et seulement
si, le déterminant de la famille (x,y,z) dans la base canonique est nul.

Proposition 9.13 — Déterminant et opérations élémentaires

les opérations élémentaires L; « L; + AL; et C; « C; +AC;
conservent le déterminant,

Sii#]j,

L; <> L; et C; <> C; changent le signe du déterminant,

L; < al; et C; < oC; multiplient le déterminant par a.

\ J

Exercice 9.10. Soit (a,b) € K2, donner le déterminant de la matrice de ., (K) dont les
termes diagonaux valent a et les autres b.

Proposition 9.14 — Développement suivant une ligne et une colonne

Soit A € ., (K). Pour tout (i,j) € [1,n]?, on note A; j, le déterminant de la
matrice obtenue en supprimant la i-eme ligne et la j-éme colonne de A.
Le développement suivant la j¢ colonne (resp. i€ ligne) donne :

n

det(A) = Z(—l)i+in,jai,j (resp. det(A) = Z(—l)i+in,jai’j).

i=1 j=1
Exercice 9.11.
Soient n € N*, a et b deux réels non nuls, et a+b ab 0....... 0
A, le déterminant de taille n ci-contre. 1. a+b ab -,
Déterminer une relation entre A,, A, et Ap=| 0.~ Ob
: ; . ©a
A, puis donner I'expression de A,, en fonc- Onrn Tien 01 atb

tion de n.
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2. Matrices par blocs et sous-espaces stables

's !

Proposition 9.15 — (Rappel) Caractérisation matricielle d’'un sous-espace
stable

Soient E un espace vectoriel de dimension n € N*, dont F est un sous-espace
vectoriel de dimension p.

Le sous-espace vectoriel F est stable par u € Z(E) [ si, et seulement si |, il

existe A € #,(K), B € M, ,,_,(K), et D € #,_,(K) telles que la matrice de u
A B

Onpp | D

Dans ce cas A est la matrice de I'endomorphisme de F induit par u dans la

base de F choisie pour former la base 2.

dans une base % adaptée a F est (

Exercice 9.12 — Extrait de Mines-Ponts.
Soit u € Z(E), et on suppose que E=F & G.
Donner une matrice de u caractérisant le fait que u(F) ¢ G et u(G) C F.

Proposition 9.16 — Produit par blocs

On suppose que n,ny,ns,p,P1,P2,4,91,42 sont des entiers strictement positifs
vérifiant n=n; +ny, p=p; +p2 et q=q; +q5.
Soient A € #,, ,(K) et B € .4, 4(K), définis ci-dessous par blocs :

A | Ap ) ( By | By )
A= et B=
( Aoy | Aga B | Baz
olt Aq1,Aq5,Ap,Ay, sont respectivement dans .4, , (K), 4, , (K),

M, p (K), My, ,, (K), et By, Big,Bai, By, sont respectivement dans
My, 0.(K), My, 0, (K), My, o (K), My, 4,(K). Alors

2,92

AxB= ( A1Bi1i+A1By | A;iBip +A1By, )

A1 By + AgByy | A21B1a + AgBo)

Exemple9.2. Si (A,B) € .#,(C)?, alors ( L | —A )x( _11113 I
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Remarque 9.5 Ce principe de calcul se généralise & un nombre quelconque de blocs, du
moment que la partition des colonnes de A coincide avec celle des lignes de B.
Exercice 9.13.

Montrer que si T € #,(C) est triangulaire de diagonale nulle, alors T" =

=0,.

Proposition 9.17 — Déterminant d’'une matrice triangulaire, triangulaire )
par blocs

(1) Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit des éléments
de sa diagonale.

(2) Si A e #,(K), Be ,,(K), et D e 4,(K), alors

& A O
D]~ np | _
det (Op,n ) = det(A) x det(D), et det ( c D ) det(A) x det(D).

(3) Plus généralement, le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est
égal au produit des déterminants de ses blocs diagonaux.

Exercice 9.14 — Oral X-ESPCI.

Soient (A,B) € .#,(C)* et M = ?31 _IA ) . Montrer que det(M) = det(I,, + AB).
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3. Interpolation de Lagrange

Proposition 9.18 — Les polynémes de Lagrange

Soient n € N* et ay,ay,...,a, n+ 1 scalaires deux a deux distincts.
Les polynémes de Lagrange sont définis pour tout k € [0 ; n] par
X —a; X—ay) X—a_1)x(X—a o (X—a
L (X) = l—[ i_ 0) k—1) X ( k1) ( n)
L e T (@ —ag) (o — @ 1) X (g — agpr) - (a — @)
S

1
Ces polynémes vérifient :
~ pour tout (i,j) € [0 ; n?, Li(a)) =5 ;
— (Lg,...,L,) est une base, appelée base de Lagrange, de K,[X];

— les coordonnées d’un polyndéme quelconque P de K,[X] dans cette
base sont (P(ay),...,P(a,)).

Exercice 9.15. Soient n € N* et P € R, [X].
On suppose qu'il existe un réel t tel que pour tout k € [0 ; n], P(k) = t*.
Calculer P(n+1).

Remarque 9.6 — Matrice de passage d’une base de Lagrange a la base canonique

On remarque que 1 a a§....a0
1 a aj....qf

MaE(l,X,...,X")z 1 a a....al

. . '2
1 a, a;....a

Proposition 9.19 — Matrice et déterminant de Vandermonde

Soit n € N* et (ay,...,a,) € K™™' on appelle matrice de Vandermonde de
(ay,...,a,) la matrice de la remarque ci-dessus. Son déterminant est

V. (ap,...,a,) = l_[ (a; — a;).

o<i<j<n

J

\

Exercice 9.16. Montrer que par n + 1 points du plan d’abscisses deux & deux distinctes
passe la courbe d’un unique polyndme de degré inférieur a n.

a%e
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4. Matrices semblables
Définition 9.6 — Matrices semblables

Deux matrices carrées A et B de ., (K) sont dites semblables lorsqu’il existe
une matrice inversible P € 91, (K) qui vérifie B=P AP,

Remarque 9.7 — Matrice semblable a une matrice d’homothétie

La seule matrice de .#,(K) semblable a la matrice d’homothétie A1, est AI,, elle-méme, car
P~1(AL)P = AP~I[,P = Al,.

Proposition 9.20 — Déterminant de matrices semblables

Deux matrices semblables ont méme déterminant.

Remarque 9.8 La réciproque est fausse, en effet la matrice nulle 0, et la matrice J dont
tous les termes valent 1 ne sont pas semblables, mais elles ont pour déterminant O.

Proposition 9.21 — Caractérisation de la similitude de deux matrices

Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent, relative-
ment a deux bases différentes (ou pas), un méme endomorphisme.

Définition 9.7 — Déterminant d’'un endomorphisme

Par conséquent, toutes les matrices d’'un méme endomorphisme ont le méme
déterminant, que 'on nomme déterminant de I'endomorphisme.

Méthode 9.3 — Pour montrer que deux matrices sont semblables

Soient A et B de ,(K), pour montrer que deux matrices sont semblables, on peut cher-
cher une base de K" dans laquelle 'endomorphisme X — AX (I'endomorphisme de K"
canoniquement associé a A) est représenté par la matrice B.

Exercice 9.17.

Montrer que les matrices A et N ci-contre 0 1 0 1 0 0
sont semblables, et préciser la matrice in- A= -4 4 0|etN=2|-1 1 0
versible P qui vérifie N = P~1AP. 2 1 2 -1 0 1

Exercice 9.18. Donner une matrice non nulle de .#,(R) semblable & son double.
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5. Trace d’'une matrice, d’'un endomorphisme

Définition 9.8 — Trace d’'une matrice
On appelle trace de la matrice carrée A = (q; ;) € #,(K) la somme de ses

n
termes diagonaux, autrement dit le scalaire Tr(A) = ) a; ;.
i=1

Exercice 9.19. Pour toutes matrices A = (a; ;) et B = (b, ;) de .#,(K), on note B= (BRJ) :
Montrer que Tr (AT X §) = X ai,jEi,j'
1<i,j<n

En particulier, montrer que si Tr (AT X K) =0, alors A est la matrice nulle.

Remarque 9.9 — Inverse d’'une matrice 2 x 2
Si M € #,(K) est inversible, alors M~! = deth) (Tr(M)L, — M).

Proposition 9.22

(1) L’application trace est une forme linéaire sur ., (K).

(2) La trace d’une matrice est égale a la trace de sa transposée.
(3) Pour toutes matrices A et B de .#,(K), Tr(AB) = Tr(BA).
(4)

4) En particulier, deux matrices semblables ont la méme trace.

J

L’¢éléve Chaprot se convainc souvent, pour peu que ¢a ’arrange, de ce
A que Tr(A x B) est égal a Tr(A) x Tre(B). Il a tort et mérite une semonce.

Remarque 9.10 — Rang et noyau de la trace.
La trace est une forme linéaire non nulle, donc son rang vaut rg(Tr) = 1.
Puis par le théoréme du rang, dim(Ker(Tr)) = dim(.#,(K)) — 1 =n%—1.

La famille ((Ei’j)m#s“, (Ei’i - E”’”)1$i$n) est libre (je vous laisse vous en convaincre),
de cardinal n? — 1, et ses éléments ont une trace nulle, donc c’est une base de Ker(Tr),
I'ensemble des matrices de trace nulle.

Exercice 9.20. Existe-t-il un couple (A,B) de matrices de .#,(K) tel que AB—BA =17

14/15
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Définition 9.9 — Trace d’'un endomorphisme

Soit ¢ un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie.
Toutes les matrices Mgglt(kp) représentant ¢ relativement a une base % de E

ont la méme trace. On appelle ce nombre trace de ¢, on le note Tr(y).

Exercice 9.21.
Déterminer la trace de I’endomorphisme (x,y) — (2x — y, — 3x — 2y) de R2.

Exercice 9.22 — Trace d’un projecteur.
Montrer que la trace d’un projecteur est égale & son rang.
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Preuves et corrections et tutti quanti

Une correction de l'exercice 9.1 énoncé
Soit A € ZF(R).
(i) D’une part, si A est diagonale, alors AT = A, donc A x AT = AT x A = A?;

(ii) Supposons que A x AT = AT x A, et montrons que A est diagonale, autrement dit
que (A);; =0 dés que i # j. Comme A est déja triangulaire supérieure, on sait que
(A);; =0 pour j <1, il ne reste plus qu’a prouver que (A); ; =0 des que i < j.

= On a supposé que A x AT = AT x A, donc en particulier, (A x AT);; = (AT x A), ;.

Or
(AxAD), = kzn:(A)l,k(AT)k,1
-1
= Y (A)ik (par définition de AT)
k=1
et

(AT x A)yy = D (AT (A,
k=1

n
= EI(A)i1 (par définition de AT)
k=1
= (A)i1 (car A est triangulaire supérieure)

Ainsi (A x AT);; = (AT x A); ; donne
DAY = (A2,
k=1

soit

Z(A)ik =0.
k=2

Enfin, comme les coefficients sont des réels, on a ici une somme nulle de réels
positifs, donc tous ces réels sont nuls, ce qui donne

(A)1,2 =...= (A)l,n =0

donc la premiére ligne de A est nulle a droite de la diagonale.

STk
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= Supposons qu’au rang p € [2,n], tous les termes de A hors de la diagonale sont
nuls sur les lignes de 1 a p — 1, et montrons qu’alors les termes de la p¢ ligne sont
nuls a droite de la diagonale.
Comme dans l'initialisation, on utilise (A x AT)p,p = (AT x A), ,» qui donne fi-
nalement, sachant que A est triangulaire supérieure, et grace a I'’hypothése de
récurrence,

Z (A2, =0.
k=p+1

On en déduit la conclusion voulue.

Une correction de 'exercice 9.2 enonce
Soit A € ., (K).
w Premiére méthode : si pour tout X € KP, AX = 0, alors 'application linéaire représentée

par A dans la base canonique est nulle, or seule la matrice nulle représente I'application
nulle, dans la base canonique comme dans n’'importe quelle base, donc A =0,,,.

= Deuxiéme méthode : si pour tout X € KP, AX = 0, alors en particulier pour pour les
vecteurs E; = (Sk,i) ] de la base canonique de K?, A x E; =0. Or A X E; est la i®

colonne de A.

ke[1;p

Donc toutes les colonnes de A sont nulles, ce qui prouve que A =0, ,.

Une correction de l'exercice 9.3 énoncé

(1) Soient A et B deux matrices de Z."(K), alors (A),; = (B);; = 0 pour tout couple
d’entiers (i,j) telque 1 < j <i <n.
Par conséquent, pour tout couple (i,j) € [1,n]?,

(A xB); =D (A)(B)y,
k=1

J
= Z(A)i,k(B)k,j (car B est triangulaire supérieure)
k=1
Jj
= Z(A)i’k(B)k’j (car A est triangulaire supérieure)
k=i
=0 (des que j <i)

donc A x B est encore dans 7" (K).
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On remarque de plus que pour tout i € [1 ; n],

(AXB)y; = > (A)(B)y,; = (A)(B)

k=i

donc les diagonales se multiplient terme & terme.

(2) Comme les combinaisons linéaires de matrices se font terme a terme, on en déduit
que si D = Diag(dy,...,d,) € 2,(K), alors pour tout polynéme P € K[X], P(D) est la
matrice diagonale Diag(P(d,),...,P(d,)).

Donc P est un polyndme annulateur de D si, et seulement si, P(d;) =...=P(d,) =0,
ce pourquoi il suffit de prendre

P=(X—d)(X—d,).

. )

Une correction de l’exercice 9.4 énoncé
o -1 o0 \° 0 0 0
1) M-LyX*=| 0 0 o0 =] 0 00
2 -1 -2 -4 0 4
2 -1 0
etM+I;=| 0 2 0 | donc
2 -1 0

P(M) = (M —I1)’2(M +1;) = 0,.

(2) Le reste R(X) de la division euclidienne de X" par P vérifie

{ X"=P(X)QX)+R(X) (1)
deg(R) < deg(P) =3 (2)

de (2) on déduit qu’il existe trois réels a, b, c qui vérifient
R(X) =aX?+ bX +c.
(1) donne alors

(3) : X"=(X-1)2*(X+1)QX) + (aX?® + bX +¢).

. On va a présent utiliser le fait que le polynéme B(X) = (X — 1)>(X +
? 1)Q(X) admet 1 comme racine double (donc B(1) = B(1) = 0) et —1
comme racine (B(—1) = 0).

STk
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= En remplacant X par 1, (3) donne 1" = B(1) xQ(1) + (a + b + ¢), c’est-a-dire
~——

=0
a+b+c=1.

w= En -1, (3) donne
(=D"=B(-1)xQ(=1) +(a(=1)* + b(=1) +0),
=0
cest-a-direa—b+c=(—-1)".
= Sj on dérive (3), on obtient

nX" 1 =B/(X)Q(X) + B(X)Q'(X) + (2aX + b)

qui donne en 1

n=B1)QM)+B(1)Q(1)+(2a+1b)
Ry vl
soit 2a + b =n.

Le triplet (a, b, ¢) est donc solution du systéme

a+b+c = 1
a—b+c = (1)
2a+b = n

On applique a ce systéme les opérations élémentaires sur les lignes
Ly <Ly =Ly,
Lj < L — 2Ly,
Ly < 2L; — Ly,
1
L3 - _ELS:
1
Ly < _ELz,

Ly <L —Ly—L;

_ 2n—14(-1)"
a = T

onobtient{ b = 1= dont on déduit le reste
—2n+3+(=1)"

¢ = 4

R(X) = (%M))@ + (#)X
N (—2n+3+(—1)”).

4
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(3) En M, I'égalité X" = P(X)Q(X) + R(X) donne M" = P(M)Q(M) + R(M).
Sachant que P(M) = 03, on en déduit que M" = R(M), c’est-a-dire
Remarque : si, audacieusement, il nous vient a I'idée de remplacer n par —1, on obtient

ML= (—2— 14+(—1))M2+ (l—g—l))M
(2+3+(—1)

: Jla=-MZ+ M+,

qui est I'inverse de M

Une correction de I’exercice 9.5 énonce

= Si B e #,(K) est nilpotente, alors il existe un entier p € N tel que BP*! = 0,, et grace a
I'identité géométrique, comme I, B = BI, = B,

p p
(In_B)XZBkZZBk X(In—B)=I£+1—Bp+1 :In’
k=0 k=0

)
donc I, — B est inversible (d’inverse > B¥).
k=0

= Puis on écrit A + B sous la forme
A+B=A(,+A"'B)=A(I,- (-A'B)),

et on va établir que (—A!B) est nilpotente pour se ramener au résultat précédent.

® Tout d’abord, A™! et B commutent entre elles, car B= A"'AB = A"!BA, donc en
multipliant par A™! & droite, on obtient BA™! = A™!B.

@ Ainsi
(-A7'B)" =(-1y (A7) BP =0,
donc (—A7'B) est nilpotente.

On en déduit grace au résultat précédent que I, + A™!B est inversible, donc, un produit
de matrices inversibles restant inversible, que A(I,, + A™!B) l'est aussi, c’est-a-dire que
A + B est inversible, ¢.Q.F.D.

STk
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Une correction de I’exercice 9.6 énoncé
On sait que

P(M) = (M —13)*(M +I3) = 0.
Or P(M) = M3 — M2 — M + 15, ainsi
PM)=0;, &M —M?>—-M+1;=0;, < M(—-M?> +M+1;) =15,

ce qui prouve que M est inversible d’inverse M~! = —M? + M + I,.

Une preuve de la proposition 9.6 énoncé

(1) Supposons que le systtme AX = B admet une unique solution que 'on note X,, et
montrons que le systtme homogéne AX = 0 a pour unique solution la solution nulle.
Soit X; une solution du systéme homogéne AX =0, alors A(X, + X;) = AX,+ AX; =
B+0 =B, donc X, +X; est aussi solution du systtme AX = B. Par unicité, on en déduit
que X, + X; =X, donc que X; =0.

(2) Supposons que le systtme homogéne AX = 0 a pour unique solution la solution nulle.
Si X € Ker(A), alors AX = 0, et donc par hypothése X = 0. Ainsi Ker(A) = {0}, et par
conséquent A est inversible.

(3) Si A est inversible, alors AX = B équivaut & X = A™!'B, qui est alors 'unique solution
du systeme AX = B.

Une preuve de la proposition 9.7 énoncé
La matrice Mat(’) est en fait Mat(idg), tandis que Mat(%8) = Mat(idg). Ainsi par la
B BB B B, B’
proposition 9.1 :
Mat( %) x Mat(2%’) = Mat(idg) x Mat(idg)
B A B, B BB
BB B

=1,
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Une preuve de la proposition 9.8 énoncé

Mat(vou) =N x M
B,9

(1) Pour tout vecteur x € E,
Mat(x) = Mat(idg(x))
' B

(par le premier point de la proposition

= %;g(idE) X M;t(x) 9.1)

= Mat(498) x Mat(x).
B’ E
(2) Pour tout u € Z(E,F),
Mat (u) = Mat (idp cu o idg)
B 6 B¢
= Mat(idy) x Mat(u) x Mat(idg) (par le second point de la proposition 9.1)
X B,6 BB

j— /
= I\{Ige/lt(%) X l\gélﬁgt(u) X Mggat(% ).

(3) Pour tout endomorphisme u de E, en adaptant le résultat ci-dessus,

Mat(u) = Mat (u) = Mat( %) x Mat(u) x Mat(2").
#' BB #' # ]

Une correction de 'exercice 9.7 enonce
(1) » SiM estderang 1, alors la famille de ses vecteurs colonnes engendre un sous-espace

a%e
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€1
vectoriel de dimension 1, c’est-a-dire une droite vectorielle Vect(C) ot C = | :
Cn
est une matrice-colonne non nulle.
Ainsi pour chacune des colonnes Cj,...,C, de M, il existe un réel {; qui vérifie
C; =(;C. On obtient ainsi
M= (ejci)lsi,an

soit, en posant L = (61 Y ) qui est une matrice-ligne, non nulle car sinon M
serait nulle, M = CL.
= Réciproquement, si M = CL, ot C est une colonne non nulle, et L = (¢;...,£,) une

ligne non nulle, alors M = CL est la matrice dont les colonnes sont ¢,C,¢,C, ..., £,C.
Toutes les colonnes de M sont donc colinéaires (ce qui veut dire « sont dans la
méme ligne, la méme droite »), donc rg(M) < 1.
Mais d’autre part C n’est pas nulle, et au moins un des £; est non nul, donc au moins
une des colonnes de M est non nulle, donc rg(M) > 1.
Par conséquent, rg(M) = 1.

(2) (a) On reprend le résultat de la question précédente, alors A = CL = (K <c~) En

1<i,j<n’

particulier LC = (Z ciA ) e #,(K), et tr(A) = Z Ai¢; € K, donc en confondant
=1
les scalaires et les matrices de .#;(K), LC = tr(A)

Ainsi A2 = (CL)(CL) = C(LC)L = tr(A)CL = tr(A)A.
(b) On en déduit par récurrence que pour tout k € N*, AX = (tr(A))*"TA, puis par la
formule du bindme, applicable ici car I,A = Al, = A,

2 3 Y s SO
(I, +A) =Z( )Ik 1A1=Z(1)Al

i=0 i=0

k k
= ( )Al—1n+2( )(trA)l 1A.

i=1
Ainsi :
= si Tr(A) = 0, alors A¥ est nulle des que k =2, et
(I, + A =1, +kA ;
w= si Tr(A) # 0,

k
(L + Ak =1, +%(Z( )(trA)k—1)A

(1+1tr(A) —1) A

" t(A)(

23/36



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2023-2024

Une correction de l’exercice 9.8 énoncé

(1) Tout d’abord, la matrice J, est échelonnée donc son rang saute aux yeux : il est égal a
r, puis par conservation du rang, toute matrice équivalente a J, reste de rang r.

(2) Réciproquement, supposons qu’une matrice A de ., ,(K) est de rang r.
Notons u son application linéaire canoniquement associée, F un sous-espace vectoriel
supplémentaire de Ker(u) dans K?.

Iy

Par le théoréme du rang dim(Ker(u)) = p —r, et par caractéristique d’'un supplémen-
taire, dim(F) =r.

Soit .o/ = (ey,...,e,) une base de F, alors u(.«/) = (u(e;)); <<, est une base de Im(u)
car

® card(u(.¢)) = r = rg(u) = dim(Im(u)),

.
® si Y. Au(e;) =0, comme
k=1

Zkiu(ei) =0=u (Z Xiei) (par linéarité de u)
k=1 k=1

.
on en déduit que Y. A;e; € Ker(uw).
k=1

Or (e;);<i<, est une base de F, donc ) Aje; € F.
k=1

.
Par conséquent Y. A;e; € FNKer(u), or F et Ker(u) sont supplémentaires, donc
k=1

r
Z 7\.1‘@1‘ =0.
k=1

Enfin comme (¢;);;<, est une base de F, donc une famille libre, on en déduit
que les A; sont nuls, donc que (u(e;)); ;<. est libre.

Notons finalement, 8 = (el,...,er,erﬂ,...,ep) une base de KP adaptée a KP =
F @ Ker(w), et 6 = (uley),...,u(e,),frs1s---,f) une base de K" adaptée a Im(u),
alors

Mat(u) =J,,

ce qui donne le résultat voulu avec la formule de changement de bases.

@Nole
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Une preuve de la proposition 9.10 énoncé

Il suffit d’appliquer le résultat de I'exercice ci-dessus, ainsi si rg(A) = r, alors
AT — PJrQT — QTJrTPT,

et J," est la matrice canonique de rang r de M, ,(K), et Q' et P" sont inversibles donc
rg(AT) =r =rg(A).

Une correction de I’exercice 9.9 énoncé

n
On montre par récurrence que ce déterminant, que I'on note D,,, vaut D, =1+ Y. x;yy.
k=1
Pour la relation de récurrence, on utilise la linéarité par rapport a la derniére colonne, qui
donne :

1+x,0, X1Yg eonenn. X1Yn
D —| X T+xpyp 000 X2Yn
XpYicoooooononnunnn 1+ J'cnyn
1+x1 X1Y9 v e 0
_| X211 1+xy....0
xn'yl ............... 1
1+x1y; X1Y9 «vn-- X1Yn
L] Xen T2z XoYn
X1 ooeevneennnnn XnYn
1+x1 X1Yg o on-- X1
x 1+x X
=Dt T SR
XYoo, Xp

puis avec les opérations C; < C; — y;C,, pour i € [1,n — 1],

1 0....x;
Dn:Dn—l +yn(:) 1:.”3(:2 :Dn—l+xnyn'
0.0l

Et je vous laisse détailler la récurrence.
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Une correction de 'exercice 9.10 énoncé

Méthode 9.4 — Pour calculer le déterminant d’'une matrice :
dans le cas classique ot la somme S des termes des lignes est la méme

a pour chaque ligne,

= on additionne toutes les autres colonnes a la premiére avec C; «— C;+

n
> C;, ce qui remplace la premiére colonne par une colonne dont tous
j=2
les termes valent S,
= on met S en facteur, ce qui donne une premiére colonne dont tous les
termes valent 1,

= on utilise cette premiére colonne sur les autres pour annuler un maxi-
mum de termes.

— On additionne toutes les autres colonnes de notre matrice a la premiére, ce qui rem-
place la premiére colonne par une colonne dont tous les termes valent a + (n — 1)b,

— onmet a+(n—1)b en facteur, ce qui donne une premiére colonne dont tous les termes
valent 1,

— on effectue C; « C;—bC;, qui donne une matrice triangulaire inférieure dont un terme
diagonal vaut a + (n — 1)b et les autres valent a — b, dont le déterminant est le produit

des termes diagonaux (a + (n — 1)b) x (a — b)"!.

Comme les opérations élémentaires effectuées conservent le déterminant, on peut
conclure que notre matrice de départ a pour déterminant

(a+(n—-1)b)x(a—b)" L.

STk
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Une correction de I’exercice 9.11 énoncé

(1) Soit n € N*, on développe A, par rapport a la premiére ligne :

a+b ab 0....... 0
1. a+b_ab . -
App=(a+b)x| 0 .. .00
N "+ ab
[ PP 01 a+b
ab 0 O........... 0
1 a+b ab 0
—1x|0 1 . 0
_a+b--.ab
0O------ PR O I | a+b
(on développe le second déterminant par rapport a sa premiére ligne)
a+b ab 0....... 0
1., a+b_ab . -
=(@+b)x Ay —1xabl 0 . .0
el T . ab
[ PP 0“1 a+b

=(a+Db)A 1 —abA,.

(2) Ainsi la suite de terme général A,, est récurrente linéaire d’ordre 2, son équation carac-
téristique x2 — (a + b)x + ab = 0 a pour racines évidentes a et b, donc

= si a # b, il existe deux réels A et p, tels que
VneN*, A,=2Aa"+ub"

Enfin grace 8 A; =a+b et A, = (a+ b)? —ab, on obtient si on applique clairement
le pivot de Gauss sur un systéme 2x2 d’inconnues A et p, que A = —%- et u = bfba,
donc que

n+1 _ bn+1

a—b>b

a
VnelN*, A, =

= si g = b, il existe deux réels A et . tels que
VYnelN*, A,=((n+w)a".
Enfin grace a A; = 2a et A, = 3a?, on obtient que

VneN*, A,=(n+1)d".
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Une preuve de la proposition 9.15 énoncé

On sait que (ey,...,e,) est une base de F, donc le sous-espace vectoriel F est stable par
u, si, et seulement si, pour tout i € [1,p], u(e;) € F, autrement dit u(e;) est combinaison
linéaire de (e;,...,e,) et a pour coordonnée O sur (e,1,...,e,), ce qui donne des O sur les
derniéres lignes des p premiéres colonnes de la matrice I\/glt(u), qui est alors de la forme
proposée.

[« J

Une correction de 'exercice 9.12 énoncé
Je vous laisse vous convaincre que u(F) € G et u(G) C F si, et seulement si, dans une base
de E adaptée a la somme directe E =F & G, la matrice de u est de la forme

(31)

Une correction de l'exercice 9.13 énoncé

Montrons par récurrence sur n que « toute matrice de .#,(K) triangulaire supérieure a
termes diagonaux nuls donne la matrice nulle quand on I’éléve a la puissance n ».

0 *\? -0
0 o) %
= Supposons que la propriété est vraie au rang n — 1 (pour n = 2), et montrons qu’elle est
vraie au rang n.

Prenons une matrice T, € .#,(K) triangulaire supérieure a termes diagonaux nuls, donc
de la forme

w= Pour n =2,

0 %y (0] LN

et o
Tn— * - L Tnfl J:
1 P 0 0

ou L € 4, 1(K), et surtout T,_; est dans .#,_;(K), triangulaire supérieure a termes
diagonaux nuls.
Alors par des produits par blocs successifs, on montre que

(O] LThy N (O LT3, N

0 0
T2 e . 5 T3 = . 5
n L: T, J n k: T, J
0 0

STk
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puis (encore par récurrence)

(O] LT N

a_ |0
0

Ainsi grace a 'hypothese de récurrence T~} =0,_;, on obtient bien T" =0,.

- J

Une correction de l’exercice 9.14 énoncé
II suffit d’utiliser I'exemple 9.2.

[« J

Une preuve de la proposition 9.18 énoncé

= On nous donne chaque L; sous forme factorisée, ol I'on constate directement que L a
pour racines les a; pour tout entier j pris entre 0 et n, distinct de i.

Li(a) = l_[ S % 1_[ 1=1"=1.

osk<sn 4 T3 o<i<n

k#i k#i

En revanche,

Donc pour tout (i,j) € [0 ; n]?, Ly(a;) =&, ;.

= Chaque polynéme L, s’obtient en multipliant par un réel non-nul le produit de n poly-
ndmes de la forme (X — q;), donc il est de degré n, et appartient a K, [X].

La famille (L,...,L,) est une famille de cardinal n + 1, dont tous les polyndmes sont
dans K,[X], et K,[X] est de dimension n+ 1. Donc il suffit de prouver que cette famille
est libre pour conclure que c’est une base de K, [X] :

prenons n + 1 scalaires A, ..., A, qui vérifient
AoLo(X)+ -+ A, L,(X)=6 (le polynébme nul)
Alors pour tout i € [0,n], en remplagant X par a;, on obtient
AoLola)+---+ 21 Liy(a) +A; Lia) +Aiq Lia (@) - - + 2, Lo(a) =0,
o X T i

d’olt A; =0, ce qui achéve de prouver que la famille (L, ..., L,) est libre.
On peut donc conclure que (L, ...,L,) est une base de K, [X].
= Pour tout P € K,[X], le résultat ci-dessus nous assure I’existence et 'unicité des coor-

données (cy, ...,c,) de P dans . telles que P = ) ¢, L.
k=0
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Mais de la méme maniére que dans la question précédente, pour tout i € [0,n],

n

P(a;) = chLk(ai) =¢;.

k=0

Donc les coordonnées demandées sont P(ay), ..., P(a,).

Une correction de l'exercice 9.15 énoncé
Les polyndmes de Lagrange définis sur les réels k € [0 ; n] sont les

IIs forment d’aprés la proposition ci-dessus une base de R, [X], dans laquelle P s’écrit
n n
P= Z P(k)L, = Z t*L, (par hypothese).
k=0 k=0

Ainsi

[(P(n+1 —ZtkLk(n-i-l)—Zt ]_[ Ll_l

<i<

176k
_ tk(n+1)><~~-x(n—k+2)x (n—k)---1
= k(k—1)---x 1 (=1)(=2)-- x (—(n —k))
-l (n+ D' x(n—k)

t

(n—k+1D!'x k! x (=1)" (n—k)

(n+1) 1\ k
o (1)
(n+ 1) (1)K ¢k

) (_1)n—k tk _ (_1)—1 tn+1

o~
=
o

~

=

0

I I
= &
+ |l
=

>¢‘

+1
- _ (n—;c— 1) (_1)("!+1)*k k 4 ¢l
k=0

— —(t _ 1)n+l + tn+1 — tn+1 _ (t _ 1)n+1 I
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Chapitre 9. Matrices et déterminants

Une preuve de la proposition 9.19 énoncé

Premiére méthode : on effectue les opérations C; < C; —a;C;_;, mais pour j qui décroft
de n a 2. On obtient alors :

1 0 0 0 0
2 n—2 n—-3 n—1 n—2
1 ag—ay ag—aya, ... a; “—a;a,; a, ~ —apa;
Vn(alﬁ'--ran)z . .
2 n—2 n-3 n—1 n—2
1 -y a;—a1q, ... a7 “—aaqa, a;”  —apa,
n—3 n—2
a,—a; (az—aj)ay ... (ay—ay) a, (ay —ay) a,
n-3 n—2
a, — a4 (an_al)an (an_al) an (an_al) an

(en développant suivant la premiére ligne)

1 ay ... af?® aj?
=(az—ay) - (a,—ar)|: :
1 a, ... a7 a2

(en factorisant chaque ligne L; par a; — a;)

=(ay—ay) - (a, —ay) x V,_q1(ay,...,a,).

On finit alors par récurrence :

= On vérifie aisément que pour tout a; € K,
Vila)) =11 =1.
w= Soit n > 2, supposons que

V(O 0e) €KY V@000 = ] @ -0

I1si<j<n—1
Alors au rang suivant, pour tout (ay,...,a,_1,a,) € K",

(d’apres la relation
établie au début)
(par I’hypothése de
récurrence)

Vilay,ay,...,a,) =(ay —ay)---(a, —a;) X V,_4(ay,...,a,)

=(ay—ay) - (a, —a;) X l_[ (aj —q;)

2<i<j<n

= l_[ (a; —q;) c.QF.p.

1<i<j<n
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Deuxieme méthode:

= Si les a; ne sont pas deux a deux distincts alors V,(ay,...,a,) est nul car au moins
deux lignes seront égales.

= On suppose alors que les q; sont 2 a 2 distincts, et on pose pour tout x € K, P(x) =
Vo(ag,...,a,,x).
En développant par rapport a la derniére ligne, on obtient P(x) sous la forme d’un
polynéme de degré inférieur ou égal a n, et son coefficient dominant est le coefficient
de x", & savoir

1 a a ... da? a!
(_1)n+1+n+1 : a:2 a% v aZ:_z ag:—l _ Vn(al, . ’an)'
i a, aﬁ ... a;‘._z ag_l
Mais comme P(a;) = P(a,) = ... = P(a,) = 0, car ce sont des déterminants dont

deux lignes sont égales, on en déduit que les racines de P sont ay,...,a,, donc que la
forme factorisée de P(x) est P(x) =V, (a;,...,a,) x (x —a;)---(x —a,).

Puis on constate que cette égalité reste vraie si les a; ne sont pas deux a deux distincts,
car elle donne alors 0 = 0, ce qui est vrai.

= On finit alors par récurrence comme dans la méthode précédente.

Une correction de 'exercice 9.16 enoncé
Avec les polynémes de Lagrange : soient (x;,y;) € R? pour i € [0 ; n]}, avec x4 < x; <
... < X,, qui définissent n + 1 points du plan deux & deux distincts.

Il suffit de prendre les polyndmes de Lagrange Ly, ..., L, associés aux x;. Alors le poly-
néme

P= zn:.)’kLk
k=0

est bien de degré au plus n, et vérifie P(x;) = y; pour tout i € [0 ; n].
Si un autre polyndme Q vérifie les mémes conditions, alors le polyndme P — Q est encore
de degré deg(P — Q) < max(deg(P),deg(Q)) < n, mais admet pour racines tous les a;,
ce qui lui fait n+ 1 racines. Donc P — Q est nul, autrement dit P = Q.

Avec la matrice de Vandermonde : on cherche P = Y a,x* € R,[X] tel que pour tout
k=0

n
i€[1;n], P(x;) =y, cestadire Y, qpxF = y;.
k=0

STk
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Cela revient donc a chercher (ay, ..

.,a,) € R™ tel que

Ao+ a1 xo + ayx2 + -+ 4+ a,x8 = yo
Ao+ ayx; + ayxi+- -+ axt =y,

Ao+ X, + apx2 4+ axt =y,

ce qui équivaut a

1 xg
1 x;
1 x,
1 X,

=

=
[MINEENCEN

BRe]

X2

n— n
XX a, N
n— n J—
LxlT xl [ x fay [ =]y |,
xi1 xn a /
2 X" n ; Yn

systéme dont la matrice des cordonnées n’est autre que la matrice de Vandermonde de

(X5« + - sXp)-

On sait que le déterminant de cette matrice est V ;1 (x, ..

x; sont deux a deux distincts.

.,Xp), qui est non nul car les

Par conséquent, la matrice du systéme est inversible, donc le systéme a une unique so-
lution (ay, . ..,a,), ce qui donne un unique polyndéme dont la courbe passe par les n + 1

points de départ.

Une preuve de la proposition 9.20
En effet, si P € 91,(K) et A € #,(K),

det(P7'AP) = det(P™!) x det(A) x det(P)

1
= det(P)

x det(A) x det(P) = det(A).

énonce

Une preuve de la proposition 9.21

énoncé

D’une part si A et B représentent le méme endomorphisme dans deux bases, alors la
formule de changement de base est de la forme B = P~ AP, o1 P est la matrice de passage.
D’autre part, si A et B sont semblables, avec B = P~ AP, il suffit de considérer la matrice
inversible P comme une matrice de passage de la base canonique 4 de K" a une autre
base 4, alors par la formule de changement de base, B est la matrice dans la base %8 de
I'endomorphisme canoniquement associé a A.
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Une correction de 'exercice 9.17 énoncé
Soit f I'endomorphisme canoniquement associé a A. Pour montrer que N est semblable a
A, il suffit de trouver une base % = (ej,e,,e3) de R® dans laquelle f a pour matrice N.

Or Matg(f) = N équivaut a

f(ey) =2e; — 2e, — 2eq
fey) =2e,
fe3) = 2es.

= Pour e, et e; cherchons u = (x,y,z) € R® qui vérifie f(u) = 2u.

fw=2u<= (f —2id)(u)=0

X
= A-2I))|y|=0
Z
-2 1 0 x
|4 2 0 y|=0
-2 1 0 Z
= y=2x

—u=(x,2x,z) =x(1,2,0) +2(0,0,1).

On choisit donc e, = (1,2,0) et e; = (0,0,1).

w Cherchons a présent e; = (x,y,2) :

fle)) =2e; —2ey, —2e; <= (f —2id)(e;) = —2e, — 2e;4

X -2
S A-2)|y|=|—-4
Z -2
& y=2x -2,
donc on choisit e; = (0, — 2,0).
0O 1 O
= Enfin Mat,(e7,e5,e5)=| =2 2 0 |, est de rang 3 (il suffit d’échanger C; et C,), donc
0O 0 1

(eq,e5,e3) est une base de R3.

Cette matrice est la matrice P de passage de 6 a % = (e;,e,e3), et, grace a la formule
de changement de bases, elle vérifie bien N = P~1AP.
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Une correction de I’exercice 9.18 énoncé
s . . N 0 1 . 0 2
L’endomorphisme canoniquement associé a A = (0 0) a pour matrice 2A = (0 O)

dans la base (i,2j).
Une correction de I’exercice 9.19 énonce

()
T (AT xB) = 3 (A7 xB),,
i=1
- ; (; (AT)i,k X (E)k,i)
=222 ki X B

i=1 k=1

n n
=YD a;xby;

j=1i=1

= > by

1<i,j<n

(2) En particulier,

Tr(ATXK)Z Z a;;a;; = Z ‘ai,j|2

1<i,j<n 1<i,j<n

donc Tr (AT X K) = 0 si, et seulement si, )ai,j{z = 0 pour tout (i,j) € [1 ; n]?, ce qui

équivaut a A =0,,.

~

Une correction de l’exercice 9.20

énonce

Si un couple (A,B) de matrices de ., (K) est tel que AB —BA =1, alors Tr(AB — BA) =

Tr(I,)=n, or

Tr(AB — BA) = Tr(AB) — Tr(BA) (car la trace est linéaire)
=0 (par propriété de la trace).

On en déduit que n = 0.

Or on peut considérer que n > 1, vu que personne ne sait ce qu’est .#,(K), donc la réponse

a la question initiale est « non ».




Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2023-2024

Une correction de I'exercice 9.21 énoncé

La matrice dans la base canonique 6 = (i =(1,0),j= (0,1)) de R? de cet endomorphisme

u est
l\/([gat(u) = M(gat(u(i),u(j)) = (_23 :;)

et cette matrice a pour trace 2+ (—2) = 0, donc la trace de I'endomorphisme est nulle.

\ J

Une correction de l'exercice 9.22 enonce
Si p € £(E) est un projecteur, alors Im(p) et Ker(p) sont supplémentaires dans E, et Im(p) =
Ker(p — idg). Ainsi dans une base de E adaptée a Im(p) @ Ker(p), la matrice de p est
diagonale, avec sur sa diagonale autant de 1 que la dimension de Im(p), et le reste de 0.
On en déduit que sa trace est

Tr(p) = dim(Im(p)) % 1+ dim(Ker(p)) x 0 = rg(p).

STk



	Matrices et déterminants
	Rappels de PCSI, avec quelques ajouts
	Matrices carrées particulières
	Produit de matrices
	Utilisation des polynômes
	Inversibilité des matrices carrées
	Changement de bases
	Rang d'une matrice
	Déterminants

	Matrices par blocs et sous-espaces stables
	Interpolation de Lagrange
	Matrices semblables
	Trace d'une matrice, d'un endomorphisme


