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Définition 7.1 Produit scalaire

EXE — R
(x,y) — (x]y)

Application telle que :
1> bilinéaire,
T symétrique : (x | y) = (y | x),

1 positive : (x | x) = 0,

1 définie : (x | x) =0 < x =0

/ Ibell = v/ (x  x)
llx]I? = (x | x)

Norme euclidienne

Orthogonalité : vecteurs

xly<=(x|y)=0
= [lx +ylI* =lxI>+lylI* (Pythagore)

(e;)ie orthogonale si, et seulement si, i # j = <ei | e]-> =0,

(e;)i; Orthonormeée si, et seulement si, <ei | ej> =9d;;

= Cauchy-Schwarz :

, Proposition 7.1 Produits scalaires canoniques :
Dans R" :

Y1 n
X]1Y) =X xY= (x1 x)x | 1= 0y
i=1

Y
IX[1? =X" xX:inZ;
i=1
Si A,Be #,(R), alors
(A).; =AE;, (A),.= (E;|AE;) =EA,

(A);; =E'AE;,
(AxB);; = ((A). | (B), ;) = E;"ABE;.

Dans ./,(R) : (A,B)—Tr (A" xB) = 3, (A);(B);;

1<i,j<n

Dans 6([a; b],R): (f,g)— [, f()g(t)dt.

i Proposition 7.2 Procédé d’orthonormalisation de Gram- |

Schmidt

Si (x;)ie, avec I = [0,n] oul = N, est une famille libre de
vecteurs de E, alors en prenant

- p p p
les |

= Xp = Pvect(c,..., Sp_l)(xp))

. (si E est de
_pVect(so ..... sp,l)l(xp)’ dim ﬁnie),

on obtient une famille orthonormale (¢;),.; de vecteurs de E
telle que pour tout p €1, Vect(x,,...,x,) = Vect(e,...,€,).

[ Proposition 7.3 Calculs dans une base orthonormée

Soit 8 =(ey,...,e,) une base orthonormée de E :

coordonnées d’un vecteur :
L (xler)
x = Y.(xle;)e;, autrement dit Mg;:lt(x) = ( : ) =X.
=1 (xlen)

produit scalaire et norme :

n

(xly) =D (xles) x (yle)) =X x Y,

Ixll> = (xle)* =X x X.

i=1

Matrice d’'un endomorphisme : si u € ¥(E),
alors Mat(u) = ((uCe)le;))

1<i,j<n

[(x [ ¥)] <

\L

[l Il

= Une identité de polarisation : (x| y) =— (le +ylIP=llx=yll )

Orthogonalité : parties
Fl={xe€E|VaeA, (x|a)=0}
Vect(al,...,ap)l={al,...,ap}L
={x€E|Vie[l;n], (x|aq)=0}
(Y ={0,y)eR?*|ax+by =0} =Vect (())
a 1L
{(g)} ={(x,y,2)€R®|ax+ by +cz=0}

a 1 n
{()} ={(xl,...,xn)€R3|Zaixi=0}
a, i=1

Orthogonalité : sous-espaces vectoriels

Supplémentaire orthogonal : si V est un sev de dim finie,
VOVE=E (etv= (V)
Projeté orthogonal : Vx €E, x = py(x)+ (x — py(x)),
e~ —m} /————

=Y =p,L (x)eVt

pour toute base orthonor-
yev mée (e;,...,e,) de V,
Yy =py(x) = — p

—yeVvt
R y=) (xle)e

j=1

Projecteur orthogonal et symétrie orthogonale :
soit u € Z(E),

u projecteur | de E <= u? =u et Ker(u) L Im(u)
& s = 2u —idy est une symétrie |
u symétrie | de E <= u® =id; et Ker(u—idg) L Im(u+idg)

1
&p= 5 (u+1idg) est un projecteur L

Distance a un sous-espace vectoriel :
d(x,V) = infllx —2l| = [lx = py()|

= [lpy2 ()l
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