Révisions de PCSI 7. Espaces euclidiens

Dans tout ce chapitre, E est un R-espace vectoriel, et on confondra les vecteurs de
R" avec leur représentation en colonne de ., ; (R).

1. Produit scalaire, norme associée a un produit scalaire

Définition 7.1 — Produit scalaire, espace préhilbertien, espace euclidien

= On appelle produit scalaire sur E une application (x,y) €E? — (x | y) € R
(parfois notée (x | y), voire x - y), possédant les propriétés suivantes :

(1) la bilinéarité : V(x, x1,x,, ¥, ¥1,Y2) €E®, V(A1,Ay) € R?,
@ (Mxq+Aoxy | y) =A(x1 | y)+Ay(xy | y) (linéarité a gauche);
® (x| My +Ayys) =M (x| y1)+Ay(x|y,) (linéarité a gauche).
(2) la symétrie : V(x,y) €E2, (x| y) = (y | x);
(3) application positive : Vx €E, (x| x) > 0;
(4) application « définie » : Vx €E, (x | x) =0 < x = 0;.
= E, muni de ce produit scalaire, est appelé espace préhilbertien réel.

= On appelle espace euclidien tout espace préhilbertien de dimension finie.

Remarque 7.1 La linéarité a droite associée a la symétrie entrainent la linéarité a gauche.

N

Proposition 7.1 — Produits scalaires canoniques :

(1) dans R" : (X,Y) —» X' xY= i(x)i(Y)i;
i=1
(2) dans #,(R) : (A,B) — Tr (AT X B) = 2 (A);®)j;

1<i,j<n

(3) dans 6([a; b1, R) : (f,8)~ [, f(D)g(t)d.

\ J

Exercice 7.1 — Produits scalaires chez les polynémes et les fonctions.
Montrer que+les applications suivantes définissent un produit scalaire :

1. (P,Q)~ Zojop(f)(a)Q“)(a), oll a € R, dans E = R[X];

2. (pour des réels ay, .. -,a, deux a deux distincts) (P,Q) — >.P(a;)Q(a;), dans E =R, [X].
i=0

3. (f,8)— f(0)g(0)+ [} f'(Dg'(t)dt, dans €' ([0 ; 1], ).

(mis a jour le 13 décembre 2024)
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Remarque 7.2 — Bien identifier le produit scalaire canonique dans R"

X1 N
= SiX= ( : ) etY= ( : ),
'X"'Yl );n

Le produit X" x Y est la forme matricielle du produit scalaire canonique de R™.
= Si (Ey,...,E,) est la base canonique de R" (ou ., ;(R)), et si (A,B) € #,(R)?,

N

: ) = ixkyk=<X|Y>.
k=1

Yn

.XTXYZ(xl o xn)x (

V(i,j)e[1;n]* Ax E; et E;" x A sont la j¢ colonne et la i¢ ligne de A,
(E;|E;) =E xE; =5,
(A);; = (E;| AE;) =E] X AXE,,
(AxB);; = (ATE; | BE;) = ((A);. | (B). ) =Ef x AXBxE,.

Exercice 7.2. Montrer que si M € ., (R) vérifie M = —M, alors I, + M est inversible.

Définition 7.2 — Norme associée a un produit scalaire

Dans un espace préhilbertien (E, {.|.)), 'application x — ||x|| = 1/ {x | x) est la
norme associée au produit scalaire.

Remarque 7.3 Un vecteur de norme 1 est dit unitaire,

et pour tout vecteur non nul x € E, ﬁ - x est le vecteur unitaire obtenu par normalisation

du vecteur x.

Proposition 7.2 — Polarisation, Parallélogramme, Cauchy-Schwarz
Soient (E, {.|.)) un espace préhilbertien, et (x,y) € E2,
(D). I+ yI2 =[xl + 20 | y) + llylI?
1 1
- 2 _ 1el2 — 11vli2) = = 2 2 v — vl2
(2). (xly)=3 (e + ¥ I = llxll> = lly I*) = 2 (Il + My P = llx = y11%)

1 2 2\ 4 . ..
= 7 (||x +yl“—llx—yll ) (identité de polarisation),

(3). llx +yI?+ llx = yI> = 2||lx||*> + 2||y||* (identité du parallelogramme),
@). (x| <Ixllllyll (inégalité de Cauchy-Schwarz)
avec égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires.
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Remarque 7.4 — applications usuelles de l'inégalité de Cauchy-Schwarz

<(Be) (2%)

= dans 6((a; b)), | Fg(0ae] < (7 2oac) (J] g*oae).

Exercice 7.3 — Oral CCMP. Montrer que la somme des inverses de n réels strictement
positifs de somme égale & 1 est supérieure ou égale a n?.

n 2

Z a;b;

i=1

w Dans R",

2. Vecteurs orthogonaux, parties orthogonales

Dans ce paragraphe, (E, (.| .)) est un espace préhilbertien, et ||.|| est la norme asso-
ciée au produit scalaire.
Définition 7.3
= Deux vecteurs sont orthogonaux, on note x L y, lorsque (x | y) =0.
= [’orthogonal d’une partie A de E, noté At, est la partie de E définie par
At ={x€E| VaeA, (x|a)=0}.

= Les parties A et B de E sont orthogonales, on note A L B, lorsque A c B+
ouB c Al autrement dit : Vx €A, Yy €B, (x|y)=0.

Exemple 7.1. Dans 'espace usuel a trois dimensions, 1'orthogonal d’une droite D est un
plan, et toute droite de ce plan est orthogonale a D.

Exemple 7.2 — Hyperplans de R". SiA=(ay,...,a,) €R", alors

{(x1,..,x,) ER |ayx; 4+ 4a,x, =0} ={XeR" | (X|A) =0} = {A} .

dans R?, la droite d’équation ax + by = 0 est {(ﬁ)}l,

En particulier, ay YL
dans R3, le plan d’équation ax + by + cz = 0 est { (lc)) } .

Proposition 7.3 — Sous-espace vectoriel orthogonal d’une partie
c 1 g 1\4
Si A CE, alors A+ est un sous-espace vectoriel de E, et A C (A ) .
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Remarques 7.5
= E'={0g} et {0z}  =E;
= Vect(uy,...,u,) ={uy,...,u, }L, autrement dit :
| x e veet(uy, ..., u,)t & Vi [Ln], (xu)=0. |

w Pour tout (a,b) €E?, a=b <= Vx €E, {(a|x) = (b|x)
< Veec AB, (ale) = (ble) (pour une base 3B de E)

Définition 7.4 — Familles orthogonales, orthonormées

Une famille (x;),; de vecteurs de E est

= une famille orthogonale lorsque ses éléments sont deux a deux orthogo-
naux : V(i,j) €2, i #j= (xilx;) =0;

= une famille orthonormée (ou orthonormale) lorsque c’est une famille

orthogonale de vecteurs unitaires : V(i,j) € I, (x; |x;) = &;;.

Exercice 7.4.
Montrer que chacune des suites de fonctions (t — cos(nt)),en+, et (¢t — sin(nt)),en+, est
orthonormée dans 6¢° ([—m ; m]) muni du produit scalaire (f, g) — %ffﬁf(t)g(t)dt.

Proposition 7.4 — Théoréme de Pythagore
n 2
2 Xk

k=1

Si (xq,...,x,) est une famille orthogonale, alors

4 2
=2 llxell.
k=1

Proposition 7.5

Une famille orthogonale dont tous les vecteurs sont non nuls (en particulier
une famille orthonormale) est une famille libre.

Proposition 7.6 — Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Si (x;);ep, avec I = [0,n] ouI =N, est une famille libre de vecteurs de E, alors
il existe une famille orthonormale (¢;);; de vecteurs de E telle que pour tout
p €1, Vect(xy, ..., x,) = Vect(e, .. ., €p).

—_

1 =
.e, ol e, =x, — (gilxp) €.

I suffit de prendre pour tout p > 0, ¢, =

[
]
<
<
<
Il
(=}
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Remarque 7.6 On verra plus tard (voir la proposition 7.11) que :

M"i’

= (eilx,) &; est le projeté orthogonal de x,, sur Vect(xy, ..., Xx,_1);
p—1

0

L
b = Xp — E (eilx,) &, est le projeté orthogonal de x,, sur (Vect(xo, . ..,xp_l)) .
i=0

Exercice 7.5 — Oral ENSAM (PSI).

.1. Montrer que (P, Q) — (P,Q) = P(0)Q(0)+P’(0)Q’(0)+P”(0)Q”(0) est un produit scalaire
sur R, [X].

.2. Orthonormaliser la famille (1,X, X?).

Q o~

=

3. Bases orthonormées dans un espace euclidien

Proposition 7.7 — Existence de bases orthonormées

(1) Tout espace euclidien admet au moins une base orthonormale.

(2) Toute famille orthonormale d’'un espace euclidien peut étre complétée en
une base orthonormale.

J

.

Remarque 7.7 la base canonique de R" est bien entendu une base orthonormée de R"

pour le produit scalaire canonique !
La la base de Lagrange construite sur (ay,...,a,) est une base orthonormée de R, [X] pour

le produit scalaire (P | Q) = Z P(a;)Q(a;).

Proposition 7.8 — Calculs dans une base orthonormée

Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée d’un espace euclidien E.

. (xles)
(1) Vx €E, x = Y. (x|e;)e;, autrement dit M@at(x) = ( ; )

=1 (xlen)
(2) Pour tous vecteurs x, y de E, en notant X = Mg;lt(x) etY= Mgglt( ¥),

n n

(ely) =D (xled) x (yle) =X x Y, [lxll? = D (xle;)* =X xX.

i=1 i=1
(3) Si f € Z(E) et Mgglt(f) = (M j)1<i,j<n» alors my ; = (f(e;)le;).
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Remarque 7.8 Une fois qu'on a choisi une base orthonormée, les coordonnées d’un vec-
teur sont ses produits scalaires avec chacun des vecteurs de la base, et tous les calculs sont
canoniques comme dans R".

Exercice 7.6 — Oral IMT. On suppose qu'une famille libre de vecteurs unitaires
(e1,ey,...,e,) d'un espace préhilbertien E vérifie la propriété
)4
Vx €E, [lx|? = (x| e
k=1
Montrer que (e, e,,...,e,) est une base orthonormale de E.

4. Supplémentaires orthogonaux, projeté orthogonal d’'un
vecteur sur un sous-espace vectoriel

Proposition 7.9 — Sous-espaces orthogonaux et somme directe

Des sous-espaces vectoriels de E deux a deux orthogonaux sont en somme
directe.

?’ Dans toute la fin de cette section, E désignera un espace préhilbertien, et
[ V un sous-espace vectoriel de dimension finie de E ]

Proposition 7.10 — L'orthogonal d’un sous-espace de dimension finie est
un supplémentaire

Le sous-espace vectoriel V1 est le seul sous-espace de E 2 la fois orthogonal
et supplémentaire a V.

Définition 7.5 — Sous-espace vectoriel supplémentaire orthogonal

On dit que V* est le supplémentaire orthogonal de V, et on a (Vl)l =V.
Si de plus dim (E) est finie, dim (Vl) = dim(E) — dim(V).

Ot 6/9
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Méthode 7.1 — Pour montrer que F =V~ :
on peut montrer que

G w= F 1 V (ce qui entraine alors que F C vt et que F et V sont en somme
directe),

= et que E =F+V, ce qui, dans un espace de dimension finie revient a
montrer que dim (F) + dim (V) = dim (E).

Remarques 7.9 — Rappels : projecteur, symétrie

p € %(E) est un projecteur de E si, et | | s € Z(E) est une symétrie de E si, et seule-
seulement si, pop =p; et dans ce cas : ment si, s os = idy ; et dans ce cas :

— Im(p) = Ker(p — idg), — E =Ker(s — idg) @ Ker(s + idg),

— E=1Im(p) ® Ker(p), — % (s +idg) est la projection sur Ker(s —
— 2p —idg est la symétrie par rapport a idg) parallelement & Ker(s + idg).

Im(p) parallelement a Ker(p).

Définition 7.6 — Projecteur orthogonal, réflexion
= On appelle projecteur orthogonal sur V, on le note py, le projecteur sur
V parallélement & V.

= On appelle réflexion d’axe D (D étant une droite de E) la symétrie ortho-
gonale par rapport & I'hyperplan D*.

Remarque 7.10 — Rappel : ne pas oublier que py + py: = idg, donc que

pour tout x € E, pyi(x)=x — py(x), et de méme py(x) = x — pys(x).

Proposition 7.11 — Caractérisations du projeté orthogonal d’un vecteur

Pour tout vecteur x €E, pour toute base orthonormée de V
yev (ela"',e )a
y =py(x) = 1: , = P P
)=1

7/9
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Remarque 7.11 — Projection orthogonale sur une droite
Soient a € E\ {0z}, et x €E. Le vecteur ﬁa forme une base orthonormée de Vect(a), donc

x) | 1 1 (x| a)

X)= X | —a —a = a

Plec(a) lall®/ Tall® ™ (ala)

Si B =(e;)1<i<n eStune b.o.ndeE, et X, = l\/gt(a), alors M;t(p\,ect(a)) = WXG x X, .
a

n
On remarque de plus que idg = Y Pyece,)> €t que I, =
i=1 i

n
-
_1Xei xXe,

Exercice 7.7. Donner la matrice dans la base canonique de R® de la réflexion d’axe
Vect(1,-1,1).

Exercice 7.8 — Oral CCP - sans préparation.

.1. Montrer que (P,Q) — fj . P(£)Q(t)d t définit un produit scalaire sur R[X].
.2. Calculer le projeté orthogonal de X® sur Vect(1,X).

Proposition 7.12 — Caractérisation d’un projecteur orthogonal

uou=u,

u € Z(E) est un projecteur orthogonal si, et seulement si,
(E) S - 1: Im(u) L Ker(u).

Exercice 7.9. Soit E un espace préhilbertien réel, et p un projecteur de E.
Montrer que p est un projecteur orthogonal, que Ker(p) L Im(p), si, et seulement si, pour
tout x € E, [Ip(x)ll < [Ix]].

( )

Proposition 7.13 — Distance d’un vecteur a un sous-espace vectoriel

Pour tout vecteur x de E, 'application définie sur V par z — ||x — z|| posséde
un minimum atteint en 'unique vecteur py(x).
On appelle distance de x a V ce nombre :

d(x,V) =[x — py(x)|l = inf [|x — =]|.
z€V

Remarques 7.12 Toujours avec les mémes hypothéses, pour tout x €E,

d(x, V) = llpy: (Il et x| = llx = pyCOI? + lIpyColI* = d(x, V) + [lpy ()]

Ot 8/9
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Exercice 7.10 — Oral CCMP. Calculer inf [ (¢% —at®+ bt —c)dt.

(a,b,c)eRr?

Exercice 7.11 — Oral CCINP (sans préparation).
On munit .#,(R) de son produit scalaire canonique défini par (M | N) = Tr(M" x N).

) chx -1 4 chx +1 3
Soient x eR, A= ( N th) etB= ( 6 _th)‘

1. Aton{(A|B)=07?

.2. Montrer que I'espace des matrices symétriques et celui des antisymétriques sont sup-
plémentaires orthogonaux dans .#,(R).

.3. Déterminer la distance de A a I'espace des symétriques.

9/9
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Preuves et solutions

Une correction de I'exercice 7.1 énoncé

.1. Remarquons que cette somme est faussement infinie car tout polyndme a ses dérivées
nulles a partir d’un certain rang.

= La symétrie vient de la commutativité du produit des réels,

= la bilinéarité vient de la linéarité de la dérivation, puis de la distributivité de I'addition
par rapport a la multiplication,

= et la positivité provient de ce qu'une somme de réels positifs est positive.

+00 .
= Le caractere défini provient de ce que si Y. (PV(a))? = 0, alors (une somme de réels
i=0
positifs étant nulle si, et seulement si, tous ces réels sont nuls) P(a) = P'(a) =
... = plee®)(q) = 0, donc a est racine de P d’ordre au moins deg(P) + 1, ce qui
entraine que (X — a)%8®+1! divise P, ce qui n’est possible que si P est le polyndme
nul.

4

On peut aussi utiliser la formule de Taylor pour les polynémes

+00 (k)
b P kfa)
k=0
.2. » La symétrie vient de la commutativité du produit des réels,
= la bilinéarité vient des régles de calcul sur les fonctions (en particulier de ce que
(Af +ug)x) =Af(x)+ pg(x)), puis de la distributivité de I'addition par rapport a
la multiplication,
= et la positivité provient de ce qu'une somme de réels positifs est positive.

(X —a)k.

n
= Le caractere défini provient de ce que si Y. P?(q;) = 0, alors (une somme de réels
i=0

positifs étant nulle si, et seulement si, tous ces réels sont nuls) P(a,) = --- = P(a,) =0,
donc admet au moins n+1 racines. Or deg(P) < n, donc P est forcément le polynéme
nul.

Dans ['exercice 14.10, on établit que la base de Lagrange
A construite sur (ay,...,a,) est une base orthonormée de R, [X]
pour ce produit scalaire.

.3. On commence par remarquer que si f,g €E, alors f’ et g’ sont continues sur [0 ; 1],
d’ol I'existence de I'intégrale folf’(t)g’(t)dt.

= La bilinéarité de ¢ provient de la linéarité de I'intégrale, ainsi que de la distributivité
de la multiplication sur 'addition dans R,

a%e
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= et la symétrie provient de la commutativité du produit des réels.
= Pour tout f €E,

1 (par la positivité de ['inté-
w(f,f)=f(0)2+f f'(t)?dt >0 grale des fonctions conti-
0 nues).

= Si@(f,f)=0, alors
1
f(0)2+f (F(£)*dt =0
0

or derechef, par la positivité de I'intégrale des fonctions continues, fol (F())*de >
0, donc

1

1
f(0)? +f (f'(£))?dt =0 < f(0) =0 et f (F'(t)*dt =o.
0 0

Or f €E, donc la fonction (f/)*: t — f/(t)? est continue sur [0 ; 1], et positive sur
[0 ; 1], ainsi par la stricte positivité de I'intégrale des fonctions continues, on peut
en déduire que la fonction t — f’(t)? est nulle sur [0 ; 1].

Ainsi comme f est 6! sur [0 ; 1], on obtient par le théoréme fondamental de 'ana-
lyse que pour tout x € [0 ; 1] :

f(x):f(0)+f f’(t)dt:O+J 0dt =0,
0 0

autrement dit f est nulle sur [0 ; 1], c.Q.F.D.

Une correction de 'exercice 7.2 enoncé
Supposons que M € ., (R) est antisymétrique, et montrons que I, + M est inversible.
Les méthodes pour montrer qu’une matrice est inversible sont légions. Je
@ vous invite d’ailleurs a y consacrer la confection d’une fiche de méthodes
« pour montrer qu’une matrice est inversible ».
Ici, on va montrer que le noyau de 1, +M (a vrai dire le noyau de son endo-
morphisme canoniquement associé) est réduit au vecteur nul (autrement
dit que —1 n’est pas valeur propre de M).

Prenons X € Ker(I,, + M), et montrons que X = Ogx.
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Pour montrer que X = Og., on utilise cette nouvelle méthode que nous

f fournit le caractére « défini » du produit scalaire : on montre que (X | X) = 0.
Autrement dit avec la forme canonique du produit scalaire dans R", on va
montrer que X'X=0.

De X € Ker(I,, + M) on déduit que (I,, + M)X = Og», d’ ot MX = —X.

= En composant cette égalité par la transposition qui est linéaire on obtient (MX)" = —X,
puis selon la régle de calcul entre transposition et produit matriciel, X' M" = —XT, ce qui
donne par 'antisymétrie de M, X'M = X"

= En multipliant & gauche les deux membres de I'égalité MX = —X par X', on obtient
X'MX = -X'X=—||X||?

= FEt en multipliant & droite par X dans X' M = X', on obtient X' MX = X'X = ||X||°.
On en déduit ainsi que ||X||* = — ||X||*, donc que ||X]| = 0, ce qui entraine X = Ogx, C.Q.F.D.

- J

Une preuve de la proposition 7.2 énoncé

Soient (E, {.|.)) un espace préhilbertien, et (x,y) € E2,

1 lIx+ylP=(x+ylx+y)=(x|x+y)+(y|x+y) (par linéarité a gauche)
={x|x)+{x|y)+{|x)+{y|y) (par linéarité a droite)

(par symétrie du produit sca-

— 2 2
=l +2 (e L) + 1P 0

2. les identités de polarisation et du parallelogramme s’obtiennent facilement avec la for-
mule précédente.

3. Pour tout t € R, posons
P(t) = [|tx + y|*.

Alors pour tout réel t,

= P(t)=0;

= P(t)=|ltx + ylI> = |Ix|I* t2+2(x | y) t + ||y]|* est un polyndme du second degré.
Ce polyndme du second degré est positif sur tout R, donc son discriminant A =
4 ((x [y)2=1Ix]I2l y||2) est négatif, ce qui nous donne I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Iy a égalite (x | y)2 = |Ix||*|ly||? si, et seulement si, le discriminant est nul, ce qui est
vrai si, et seulement si, P a une racine unique t pour laquelle P(¢) = [|tx + y||* = 0, qui
équivaut a la relation de colinéarité y = —tx.

a%e
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Une correction de 'exercice 7.3 énoncé
Tout d’abord
n 2 n 2
1 (car les x; sont des réels stric-
2 _ L k
n= (; 1) - (; VX X Xk) tement positifs)
2
2 (par l'inégalité de Cauchy-
(Z(‘/_k) ( ) ) Schwarz)

(car par hypothése la somme
des x; vaut 1)

)
() (35)
(5

d’oti I'inégalité voulue.

-

Une preuve de la proposition 7.3 énonceé

Soit F un sous-espace vectoriel de E, et
L={x€E| Ya€eF, (x|a)=0}.

= Le vecteur nul 0y est évidemment orthogonal & tous les vecteurs de F, donc 0 € F*, et
F! est non vide.

Soit (x,y) € (Fl)2 et A, u deux réels, alors pour tout a €F,

(Ax+pyla)y=A({x|a)+u(y|a) (parlinéarité a gauche du produit scalaire)
=AX0+ux0 (car x,y €Ft)
=0,

donc F* est stable par combinaison linéaire.

1
= Pour tout x € F, alors pour tout y € F*, (x | y) =0, donc x € (FL) )

[«
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Une correction de 'exercice 7.4 énoncé
Pour tout (p,q) € (N*)?, notons

e

(cos(pe) | cos(ge)) = %J. cos(pt) x cos(qt)d t

—T

1 ("1
= EJ 3 (cos((p + q)t) +cos((p — q)t))dt

—T

1 g 2 ginl((p — T 0.
L[ sin(p+ 0+ sin((p -] =0sip#q,
1
2m

1 1 . T _ _ : .
£[551n(2pt)+t]_n ==x2n=1sip=q.

=98, C.QF.D.

et de méme

T

(sin(pe) | sin(qe)) = %f sin(pt) x sin(qt)d t

—T

1 (™1
:EJ E(—cos((p+q)t)+c08((P—q)t))dt

=3,, (comme au-dessus)

C.Q.F.D.

a%e
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Une preuve de la proposition 7.4 énoncé

Soit (xq,...,x,) est une famille orthogonale, alors
2

_ <k2:1:xk|k2:1:xk>

n (il vaut mieux utiliser deux indices de som-
X | ng> mation différent pour appliquer la bilinéa-
k=1 =1

rité)
n n
= <xk | Zx,_;> (par linéarité a gauche)
1

n

2%

k=1

I
T
=

= ( (xi | xe)) (a droite)

(car (x4,...,x,) est une famille orthogonale,

=2, (xel xi) donc (x; | x;) =0 pour k #¢)

k=1
Une preuve de la proposition 7.5 énonceé
Soit (x4, ..., x,) une famille orthogonale dont les vecteurs sont non nuls, et (A4,...,A,) € R"
tel que
n

Z 7\,ixi == OE

k=1
Alors

2
=0,

n

Z?xixl-

k=1

c’est-a-dire grace au théoréme de Pythagore

n
Dl llxl* =o.
k=1

Une somme de réels positifs ne pouvant étre nulle que si ces réels sont nuls on en déduit
que

Vke[1;n], A llxll=0,
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or les x; sont non nuls, donc leurs normes sont non nulles, d’ott
Vke[l;n], A =0. c.QF.D.

Autre méthode : Soit (xq,...,x,) une famille orthogonale dont les vecteurs sont non nuls,
et (Ay,...,A,) €R" tel que

Z Aix; = Og.
k=1

Alors en effectuant le produit scalaire avec xq,

<x1 | Z?»kxk> =0 Zkk (x1 | xx) =0 (par linéarité a droite du produit scalaire)
k=1 k=1

(car {x; | x;) = 0 pour tout k = 2 car les x;

2 —
S lall” + Z MO=0 ¢ ont deux a deux orthogonaux)

k=2
= lxl=0
@7\‘1 = 0 (Car Xl # OE dOnC “Xl“ # O)

Ce qu’on vient de faire avec A, peut étre fait avec n'importe lequel des scalaires A;, donc
tous ces scalaires sont nuls. ¢.Q.F.D.

o )

Une preuve de la proposition 7.6 énoncé
Soit (x;);1, avec 1= [0,n] ou I =N, une famille libre de vecteurs de E.

Procédons par récurrence.

= Aurang p = 0, (x,) est une famille libre, donc x, # 0g, d’ol ||x,|| # 0, ainsi le vecteur

gy = ——X, vérifie :
B

@ lleoll =

@ gy € Vect(x,), donc Vect(gy) C Vect(x,), et ce sont deux sous-espaces vectoriels de
dimension 1, donc Vect (g,) = Vect (x;).

”xl—”x(,” = m lxoll = 1, donc (g,) est une famille orthonormale ;
0 0

= Supposons qu’a un rang p > 1, on dispose d’une famille orthonormale (s, ...,&,_1)
telle que Vect(x,...,x,_1) = Vect(eg, ..., €,_1)-
p—1
Alors au rang suivant p, prenons e, = x, — iz(:) (eilx,) &
® Ce vecteur e, est non nul car sinon x, € Vect (so, eer, sp_l) = Vect (xo, e, xp_l), ce
qui contredit I'indépendance linéaire de la famille (xo, cees xp).

a%e
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On peut donc prendre ¢, = mep, qui est alors un vecteur de norme 1.
p

® Pour tout j€[0; p—1],

1 1 =
<£p | £j> = m <ep | sj> = m <xp —Z(eilxp)si | sj>
-

i=0

1
- ﬁ (<XP &) = > (eilxp) (& | €j>) (par linéarité a gauche)
p i=0
1 p-1
= ((xp|8j>— <£i|8j>£i|xp>)
les | <
1
- (e o)
=0,

donc la famille (so, s, ep) est orthonormale.
® D’une part,

g, € Vect (80, ey sp_l,xp) (par construction de ¢, et de e,,)

= Vect (xo, O xp) (par récurrence),

donc Vect (80, s €y ep) C Vect (xo, ey Xpo1s xp).
Réciproquement, en écrivant

p—1
X, = ||epH €p +Z (si|xp) &,
i=0

ona x, € Vect (80, s, sp), et on finit de la méme fagon.
Donc on a bien la double inclusion, c¢’est-a-dire I'égalité

Vect (xo,...,xp) = Vect (80,...,8p) .

Et la récurrence est achevée.

Une correction de 'exercice 7.5 énoncé

1. = La symétrie vient de la commutativité du produit des réels, la bilinéarité vient de la
linéarité de la dérivation, puis de la distributivité de I'addition par rapport a la multi-
plication, et la positivité provient de ce qu’une somme de réels positifs est positive.
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w e caractére défini provient de ce que si Z(P(l)(o))2 0, alors (une somme de réels
i=0
positifs étant nulle si, et seulement si, tous ces réels sont nuls) P(0) = P’(0) = P”(0) =

0.
Donc, grace a la formule de Taylor pour les polynémes
deg(P) pd(0 P
P_ZL =P(0)+ P (0)X+ —— () =0, C.Q.F.D.
il

i=0

2. = |[1]>=(1]1) =12+ 024 0% =1, donc 1 est déja normalisé.
m (1|X)=1x04+0x1+0x0=0donc1 LX,
et

IXI?=(X|X)=0*+1240*=1

donc la famille (1,X) est orthonormée.
= On constate de méme que 1 L X? et X L X2, puis que

[%*[|*=0x0+0x0+2x2=4

donc que HXZH =2, d’oll que

|=1

= On conclut que le procédé dorthonormalisation de Gram-Schmidt appliqué a
(1,X,X?) donne la famille (1,X, % X2)

Une preuve de la proposition 7.7 énoncé

1. Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’'un produit
scalaire. On rappelle que la définition originelle d’un espace vectoriel de dimension finie
est un espace vectoriel qui dispose d’une famille génératrice finie, et que le théoréme
de la base incompléte nous permet d’extraire de cette famille une base de E.

Il suffit alors de faire subir a cette base I'implacable procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonormée de E.

2. Soit (e, ...,e;) une famille orthonormée. D’apreés la proposition 7.5, cette famille est
libre, ainsi d’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut donc la compléter en
une base (eq, ..., e, Vit1,---,V,) de E.

En appliquant & cette base le procédé de Gram-Schmidt, on obtient une base orthonor-
mée (eq,...,e,) dont les k premiers vecteurs coincident avec ceux de la famille donnée.
C.Q.F.D.

a%e
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Une preuve de la proposition 7.8 énoncé
Soient (E,{.|.)) un espace euclidien et 8 = (e4,...,e,) une base orthonormée de E.

1. Soit x €E, notons (x1,...,x,) les coordonnées de x dans la base %.

n
Alors x = Y. xiey, et pour tout i € [1 ; n],
k=1

(x| e;) <Z xiex | e > Zxk ex | e;) (par linéarité a gauche de produit scalaire)

k=1

= Zkak’i (car (eq,...,e,) est une base orthonormée)
= X;, C.Q.F.D.

2. Soient x,y €E,

(x|y)= <Z (x| ex) ex | Z (v |e) el-> (d’apres le résultat précédent)
k=1 i=1

(x| ex) (Z (v e (e | el-)) (par linéarité a gauche, puis a droite)

k i=1

=
—

(x| ex) ( (v |e) 6,(,1-) (car (eq,...,e,) est une base orthonormée)

k=1 i=1

EI|

(el (b e = Z (x e) x (y | eg)
k=
. Sif € 4(E) et Mat( f) = (m; })1<i j<n, alors m; ; est la coordonnée sur le vecteur e; du
vecteur f (e;), et cette coordonnée, d’apreés le premier point de la proposition, vaut bien

(fep| el>.

Une correction de l'exercice 7.6 enonce
Pour montrer que (e;,e,,...,¢,) est une base orthonormale de E, il suffit de montrer que :

w c’est une famille orthonormale, autrement dit que
VG, ) €15 pl (eile;) =8,

ce qui implique que c’est une famille libre ;
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w et que c’est une famille génératrice, autrement dit que
Vect (el, .. .,ep) =E.
1. Appliquons I'égalité donnée en hypothése pour x =e; :

1=|le;||* (car par hypothése les e; sont unitaires)
)4
=) {e; | ex)* (par hypothese)
k=1
p

p
61|612+Z€|ek = Zelek ,
k=2

k=2

p
donc D’ (e; | e;)> =0, ce qui n’est possible que si pour tout k € [2; p], (e1 ] ex) =0.

Donc e; est orthogonal a tous les autres vecteurs.

La propriété caractéristique de la famille (el, o p) est indépendante de la numérota-
tion de ses vecteurs, donc toute propriété concernant e; vis a vis des autres vecteurs,
est généralisable & chaque vecteur de la famille.

Les personnes qui jugent cet argument irrecevable feront elles-mémes
@ le cas général.

Donc la famille (e, ...,e,) est orthogonale.

Comme on sait que les e; sont unitaires, on peut conclure que

[ la famille (e, ...,e,) est orthonormée ]

On sait dorénévant que la famille (e,,...,e,) est orthonormée, donc elle
est libre, mais il reste a prouver qu’elle est génératrice de E pour achever
I’exercice.

Pour montrer que E = Vect (el,...,ep), comme [’inclusion de droite a
gauche est évidente, il reste @ montrer que pour tout x € E, x €
Vect (el,...,ep). Pour cela on montrer que x = Pect(ey,...c )(x) c’est-a-dire

p
x = Y. (x| e) e et ici aussi on va prouver cette égalité en montrant que
k=1
2. la norme de la différence des deux vecteurs est nulle.

p
Soit x un vecteur de E, et y le vecteur y = Y (x | e,) e,, montrons que x = y.
k=1

a%e
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Alors pouri €1 ; n]

P P
(v 1e) <ZX|€kek|e> leek (ex | ;)

k=1 k=1

p
Z x | e) 8, = (x| e;) (par orthonormalité de (e;);cpy;,7)-

k=1
donc, par hypothése de I'exercice

p

I =yIP =Y (x—yle)? =D ((xle) = (¥ | ))* =0, c.Qrp.

p
k=1 k=1

Une preuve de la proposition 7.9

Soit (xl,...,xp) €F; x .-+ X F,, supposons que

P
X1+ +Xx, = 0 c’est-a-dire Zxk = Og.
k=1

Alors grace au théoréme de Pythagore

n
2
E lIx;1|” = 0.
k=1

énonce

Une somme de réels positifs ne pouvant étre nulle que si ces réels sont nuls on en déduit

que
Vke[1;n], llxdl=0,
autrement dit
Vke[l;n], x, =0 CQF.D.
Autre méthode : Soit (xy,...,x,) €F; X --- X F,, supposons que

P
Xy + -+ x, = O C'est-a-dire Zxk = Op.
k=1
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Alors en effectuant le produit scalaire avec x,

(= Z> ~o

(x1 | x¢) =0 (par linéarité a droite du produit scalaire)

M=

—

x~
Il

1

p
2 _(car {x; | xx) = 0 pour tout k = 2 car les E;
e I” + ZO =0 sont deux a deux orthogonaux)
= |[lx][=0
@Xl = OE'

Ce qu'on vient de faire avec x; peut étre fait avec n’importe lequel des vecteurs x;, donc
tous ces vecteurs sont nuls. c.qQ.F.D.

[«

Une preuve de la proposition 7.10 énoncé
Montrer que V& V+ =E.

= Les sous-espaces vectoriels V et V* sont orthogonaux donc en somme directe par la
proposition précédente.

= [e sous-espace vectoriel V est de dimension finie, donc par le procédé de Gram-Schmidt
sur une base quelconque de V, on peut obtenir une base orthonormée (el, ey ep) deV

p
Pour tout vecteur x de E, notons y = > (x | ¢;) e;, et montrons que x — y € V.
i=1
Pour cela, il suffit de vérifier (voir la remarque 14.7) que x — y est orthogonal a tout
vecteur d’une base de V.

Soit j € [1; n], alors

(x—yle)=(xle) <Z}x|ee|e>
= (xle;) -

:<x|ef>_l
=<x|ej>—<x|ej>=0.

Ainsi x —y €V, donc x = y + (x — y) est dans V+ V.

a%e

{x]e;) <ei | ej>

(x |e;) Si,j

M- 1M -

Il
—



Révisions de PCSI 7. Espaces euclidiens

On peut donc conclure que E € V+V+, donc que E =V +V+.

= On a donc prouvé que E c V@ V*+
L
Montrons que (Vl) =V.
L
= On sait déja par la proposition 7.3 que V (Vi) .

1
= Réciproquement, soit z € (VL) . On vient de voir que E = V@ V*, donc il existe un
unique x €V tel que z = x +(z — x) avec z — x € V*+.
alors

(par bilinéarité du produit

z—xlz—x)=(z]z—x)—(x]z—x) scalaire)

L
(z|lz—x)=0, carze(VL) etz —xevt,
or
(x|z2—x)=0,carxeVetz—xeVt,
donc (z — x|z —x) =0, donc z — x = 0g, d’olt 2 = x, ce qui prouve que z € V.

Enfin si E est de dimension finie, il découle directement de E = V@& V! que dim (Vi) =
dim (E) — dim (V).

Une correction de 'exercice 7.7 enoncé
Notons % la base canonique de R3, a = (1,—1,1), et s la réflexion d’axe Vect(a). Alors
s = id]R3 _szect(a)-

Notons de plus X, = (—11 ), alors d’aprés la remarque précédente :

1 100 1 -1 1 1 2 -2

Mat(s) =1, —2x =X, xX,/=]0 1 0[-2|-1 1 -1|==-(2 1 2

N 3 00 1 1 -1 1 -2 2 1
Une correction de 'exercice 7.8 énoncé

1. = La symétrie vient de la commutativité du produit des réels, la bilinéarité vient de la
linéarité de l'intégrale, et la positivité provient de la croissance de l'intégrale.
w e caractére défini provient de ce que si f_l L P?(t)dt = 0, alors par la stricte posi-

tivité de I'intégrale, comme t — P2(t) est continue et positive, alors P s’annule sur
tout le segment [—1 ; 1], donc admet une infinité de racines, ce qui prouve que P
est le polynéme nul.

2. Pour calculer le projeté orthogonal de X2 sur Vect(1,X), commencons par déterminer
une base orthonormée (g, ¢;) de Vect(1,X) par orthonormalisation de Gram-Schmidt
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de (1,X) :

1
v (1] 1)=f 12dt = 2, donc on prend soz%(xl).
= (X|eo)=5(X[1) =L [ tdt=0, donc X Le,.

[3
=/ =X.
2

» On en déduit (voir la prop 14.11) que le projeté orthogonal de X2 sur Vect(1,X) est

- (X |X) = f_l t2dt = 5, donc on prend

p(x®) = (x |80>80+<X3|81>81=%<X3|1>1+%<XB|X>X

1 1
1 3 3 4
=—-X t°’det x 14+ = X t*"dt xX
2 -1 2 -1
1 3 2

2

3
X0+ - X =X==X.
2 5 5

3. La distance de X3 a Vect(1,X) est d’apres le cours

d (X, Veet (1,X)) = [X* = Py o (XD = [IX°

1 2 1
3 1 6 3
= (t3——t) dt = [—x7——x5+—x3}
. 5 77 257 257 |

8 _2v2 ~ 0,214,
175 5[

ce dont on se doutait vachement depuis le début.

Une correction de l'exercice 7.9 énoncé

?’ Ici, E n’est pas un espace de dimension finie, on ne peut donc pas travailler
dans une base.
Soit p un projecteur de E, autrement dit p o p = p.

(i) Supposons que p € Z(E) est un projecteur orthogonal, c’est-a-dire que Ker(p) L
Im(p).

a%e
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(i)

Alors pour tout x €E,
x = p(x)+ (x — p(x)) avec p(x) L (x — p(x))
donc l'identité de Pythagore nous donne
llxI? = lpCOII* + [1x = pGOII?
d'ot [|x|* = [lp(x)I®
et comme ||x|| et ||p(x)]|| sont positifs, on en déduit que
llxll = llp GOl
Réciproquement, montrons que

(Vx €E, [IpGoll < llxll) = (Ker(p) L Im(p))

en prouvant sa contraposée, autrement dit, supposons que Ker(p) et Im(p) ne sont
pas orthogonaux, et montrons qu’il existe z dans E tel que ||p(2)]| > ||z]l.

— Posons V = Ker(p) et u la projection orthogonale sur V*.

— Ker(p) et Im(p) ne sont pas orthogonaux, donc il existe x € Ker(p) et y € Im(p)
tels que (x | y) # 0.

Posons alors z = u(y). Par définition
Yy=2%z+y—z, avec zeVt ety—ze€V.
ainsi

p(¥) =p(2)+p(y —2) (par linéarité de p)
=p(z) (car y —z € V=Ker(p)),

mais y € Im(p), donc p(y)=1y.

Ainsi y = p(z), donc ||yl = [lp(z)Il.
— Or grace au théoréme de Pythagore

Iy 1% =Nzl + lly — =211

Mais ||y —z||> > 0, car sinon y = z, donc y € V*, dont on déduit, puisque x €
Ker(p) =V, que (y | x) =0, ce qui contredit la définition initiale de x et y.

— Par conséquent ||y||* < |Iz]1* = [lp(y)||?, donc par stricte croissance de O — O2 sur
[0 ; 4o,

lyll <llp(WIl, c.QF.D.

25/28
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(iii) Autre méthode pour la réciproque : supposons que pour tout x € E, ||p(x)|| < [Ix]|,
et montrons que Ker(p) L Im(p).

Prenons x € Ker(p) et y € Im(p), et montrons que (x | y) =0.

On sait que Im(p) = Ker(p —idg), donc p(y) = y, et comme x € Ker(p), on a pour
tout réel ¢, p(y +tx) =p(y) + tp(x)=y.

Ainsi pour tout réel t, par hypothése de départ

Ip(y + )| < lly + txl| <= |Ip(y + t)|* < |ly + tx]|?
S lyIP < IyIP+2x | y) e+ x| £
0<2(x|y)t+|Ix|* 2
Donc le polyndme P(X) = 2 (x | y) X + ||x||*X? est toujours positif sur R, et ceci n’est

possible que si son discriminant est négatif.
Or ce discriminant vaut

A=2(x [y =4x|x|*x 0= (2(x ] y))?,

donc il est positif.
Par conséquent, A =0, donc (x| y) =0, c.Q.F.D.

. J

Une correction de I’exercice 7.10 énoncé

On se place dans R3[X], muni du produit scalaire (P, Q) — fol P(t)Q(t)d t. C’est un espace
euclidien.
Ainsi

1 1
inf (t3—at?’+bt—c)?dt= inf (e3 —P(t))?dt
(a,b,c)eRr? 0 PER,[X] 0

On remarquera que (a, b, ¢) — (a, —b, ¢) est une bijection de R? sur R3, ou plus simplement,
que aX?—bX+c parcourt R,[X] aussi efficacement que aX?+bX+c, quand (a, b, ¢) parcourt
R3.

Ainsi

(a,b,c)er® PER, [X]

1
inf j(t3—at2+bt—c)2dt= inf ||X3—PH2.
0

On sait d’apres le cours que cette borne inférieure existe, ¢’est méme un minimum, atteint
en P = py (x(X%), et elle définit la distance, ici au carré, entre X* et R,[X].
Ce projeté orthogonal P = pg x] (X3) est caractérisé par

P e R,[X], c’est-a-dire P = aX? + bX +c, ot (a, b,c) € R3,

a%e
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et

X2 —P eR,[X]* = Vect(1,X, X4,
Clest-a-dire (X* —P|1) = (X*—P|X) = (X* —P|X*) =0.

Donc il suffit de trouver les réels a, b, ¢ tels que
(X® = (aX* + bX+¢) | 1) = (X* — (aX* + bX+¢) | X) = (X° — (aX* + bX+¢) | X*) =0,

autrement dit

! a b 1
J (t3—at2—bt—c)dt=0(=>—§—§—c+z=O<:)4a+6b+12c=3
0

! a b ¢ 1
(2 —at’—bt—c)xtdt=0&= —— — — — = + - =0<= 15a+20b +30c = 12

o 4 3 2 5

! a b ¢ 1
(B—at?—bt—c)xt?dt=0e=———— — = + - =0<= 12a +15b + 20c = 10.

o 5 4 3 6

On obtient donc un systéme dont la résolution ne peut nous échapper car nous disposons
du pivot de Gauss qui nous retourne, implacablement :

a=3/2, b=-3/5, c=1/20.

Par conséquent,

1 1 2
3 3 1 1
inf (3 —at?+ bt —c)dt = (tz—(—tz——t+—)) dt=——.
@b o)er . 2° 5 120 2800

Une correction de I’exercice 7.11 énonce

(A|B) =(ch(x)—1) X (ch(x)+ 1) +4 X 3+ (—2) * 6 + sh(x) x (—sh(x))
=ch(x)? — 1 —sh(x)? = ch(x)? —sh(x)? - 1
=0.

2. = On suppose connu que I'ensemble & des matrices symétriques et celui .&/ des ma-
trices antisymétriques sont bien des sous-espaces vectoriels de ., (R).
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» Soit S une matrice symétrique, et A une matrice antisymétrique, alors

(A|S)=Tr(AT xS)=Tr(—A x S) (car A est antisymétrique)
= —Tr(A x S) (car la trace est linéaire)
= —Tr(S x A) (par propriété de la trace)
= —Tr(S" x A) (car S est symétrique)
=—(S|A)
ainsi (A |S) = — (S| A), or le produit scalaire est symétrique, donc (A |S) = (S| A),
dotu (A|S)=—(A|S), puis 2{A| S) =0, et par conséquent (A |S) =0.

On a prouvé que le sous-espace vectoriel des matrices symétriques et celui des ma-
trices antisymétriques sont orthogonaux (et donc en somme directe).

= De plus pour toute matrice M de .#,(R), on remarque (parce qu’'on I'a déja vu cette
année, et méme I'an dernier) que

M=%(M+MT)+%(M—MT),

ou % (M + MT) est symétrique, tandis que % (M - MT) est antisymétrique.
Ainsi #,(R) C & + .o/, et I'inclusion réciproque étant évidente, on a bien .#,(R) =
S+ .

= On peut donc conclure que . et ./ sont supplémentaires orthogonaux dans .#,(R).

3. Ladistance de A a & est la norme de A — p.(A), qui est égal a p ,(A).
Or on a vu au-dessus que

1 1 chx—-1 4 chx—1 -2
Pﬂ(A)ZE(A_AT)ZE[( —2 th)_( 4 shx)]

(0 3
“—\-3 0
donc la distance voulue est

‘ (_03 3) H =4/32+(-3)2=3V2.

a%e
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