Chapitre 13. Suites et séries de fonctions

Dans ce chapitre, les fonctions considérées sont des applications d'un intervalle I de
R (non vide, ni réduit a un point ), & valeurs dans R ou C.

Sans autre indication, (f,,),cxn désignera dans tout ce chapitre une suite de fonctions
définies sur I

1. Norme infini, ou norme uniforme d’une fonction bornée

Définition 13.1 — Fonction bornée sur un intervalle

La fonction f est bornée sur l'intervalle I lorsqu’elle est majorée et minorée
sur I, autrement dit lorsqu’il existe un réel M qui majore |f|, c’est-a-dire
IMeR, Vxel, |f(x)] <M.

Proposition 13.1 — Espace vectoriel des fonctions bornées

L’ensemble des fonctions définies et bornées sur l'intervalle I est un sous-
espace vectoriel du K-espace vectoriel ./ (1,KK) des applications de I dans K.
On le note 4(1, K).

Définition 13.2 — La norme de la convergence uniforme
Pour toute application f définie, et bornée sur un intervalle I, on note
I
1 ]l = sup|f (O] = sup|f .
xel 1

et on appelle ce réel norme uniforme de f sur I ou encore norme infini de
f surl.

Exemples 13.1.
v |larctan|| = 2

0;1] _
"= pour f, : t—t", ||fn||c[>o =1

= L’étude des variations de f : x — x?In(x) donne ||f]|*! = {f(e‘1/2)| =

Méthode 13.1 — Calcul de la norme infini :
la méthode la plus souvent utilisée lorsque cette norme ne saute pas aux yeux est 1'étude
des variations de la fonction.

1/20 (mis a jour le 10 décembre 2024)



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

Exercice 13.1. Montrer que x — ;2111 est bornée sur R, et donner sa norme infini.

Remarque 13.1 — Explication graphique
Tous les points (d’abscisse dans I) de la courbe de f sont dans le « tube » centrée sur 'axe
des abscisses de rayon ||f ||LO.

Le graphique ci-dessous illustre le cas de la fonction f : x — ;‘2111 :
I1£115,
__________ S
- -1
\\\ f
— Il
sup £ (x) = 0,21, sup|f ()| = 1,21, IFIE # sup  f(x).
X€R x€R x€[0;4o00[

Remarque 13.2 — Les méfaits de I’éleve Chaprot

Ce garnement OUBLIE trés souvent LA VALEUR ABSOLUE, alors il écrit || fllio =
suII) f(x).

xXe

Du coup CA ENERVE son prof de maths qui se roule par terre en pleurant de rage.

Exemples 13.2.

Le théoréme des bornes atteintes: si f est une fonction continue sur un segment
[a ; b], alors elle est bornée et atteint ses bornes, d’ott en particulier I'existence de

a;b
IFNE s
L’inégalité des accroissements finis : si f est dérivable de dérivée bornée sur 1, alors

YY) €, 1FG) = FOOI<||F|[L, x 1y = xI.
Remarque 13.3 — Majoration de la norme infini

Pour un réel a indépendant de x,

IFIL, Sae=Vxel, [f(x)<a

STk



Chapitre 13. Suites et séries de fonctions

2. Convergences d’une suite de fonctions

2.1. Convergence simple (ou convergence point par point) d’'une suite de
fonctions

Définition 13.3 — Convergence simple d’une suite de fonctions

La suite de fonctions (f;,),cy converge simplement sur I lorsque
pour tout x de I, la suite numérique (f,,(x)),cy est convergente,
(autrement dit : Vx €1, f,(x) Py~ f(x), ot f(x)€K.)

Dans ce cas, on définit la limite simple sur I de la suite (f,),cy (on la note
lil}rl fn) comme la fonction
n—-+oo

dim fyx— lim (f(x):

Remarque 13.4 — Une définition plus formelle
La suite de fonctions (f,,),ey converge simplement sur I lorsque

Vxel, If(x) €K, Ve>0, In, €N, VneN, n=n, = |f,(x)— f(x)|<e.

Exemples 13.3.

(1) La suite des fonctions f,, : t — t" converge
simplement sur [0; 1[ vers la fonction

nulle, et sur I=[0 ; 1] vers la fonction o8 i //
. 0 site[0;1[ 0.6 =24
1 sinon. 74///
0.4

0.2

I\
1NN
N

6 0.8 1
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(2) La suite des fonctions

x2 cos™(x)
1 — cos(x)

converge simplement
sur I =10 ; 1/2] vers
la fonction nulle.

3n n
5 2
(3) La suite des fonctions x — e ™" converge 1 site[0; 1],
f}mplement sur I = [0 ; 4o0[ vers la fonc- t—{1/e sit=1,
ion : .
0 sit>1.
1 —n =295
n= 1/0 \
0.5
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

Méthode 13.2 — Pour étudier la convergence simple sur un intervalle I d’une suite de
fonctions (f,,),cil suffit de fixer un x quelconque dans I, et pour ce réel x, étudier la
limite de f,,(x) quand n tend vers +oc.

On peut aussi comprendre qu’il s’agit d’étudier la suite (f,(x)),ey selon les valeurs du pa-
ramétre x dans I.

—nx?

Exercice 13.2. Etudier la convergence simple de la suite des fonctions x € R — nxe

STk
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2.2. Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Définition 13.4 — Convergence uniforme d’une suite de fonctions

(1) La suite de fonctions (f,,),cn converge uniformément sur I lorsqu’il existe
une fonction f définie sur I telle que :

il existe un rang n, tel que, pour tout n = ny, f,—f
est bornée sur I ;
. . I _
lim |If, — fIIL, =0.
(2) La suite de fonctions (f,),ey converge uniformément sur tout segment

de I lorsqu’il existe une fonction f définie sur I telle que, pour tout segment
[a ; b] C 1, (fy)nen converge uniformément vers f sur [a ; b].

La fonction f est alors appelée limite uniforme sur de la suite (f;,),ex-

Exemple 13.4. La suite des fonctions f, : x — xe ™* converge uniformément sur
[0 ; +oo[ vers la fonction nulle. En effet, I'étude des variations de f,, montre que

1

1
[0;400[ _ [0;+0o[ _ —
IIf, — Ol = Ifalls = fa (F) =

Remarque 13.5 — Une définition plus formelle
La suite de fonctions (f,),cy converge uniformément sur I lorsqu’il existe une fonction f
définie sur I telle que

Ve >0,dng €N, VneN,n=2ny=Vx el |f,(x)—f(x)| <..

Graphiquement, pour tout £ > 0, les courbes de toutes les fonctions f,, a partir d’'un certain
rang n, sont dans la « bande » de rayon ¢ centrée sur la courbe de f :

A

f+e P N

= /7 AN / \

~— ~~—" \//

T /f/—IE

\J
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N

Proposition 13.2 — La convergence uniforme entraine la convergence
simple

Si la suite de fonctions (f,,),cn converge uniformément sur tout segment de
I, alors (f;,),ey converge simplement sur I, et la limite uniforme est la limite

simple HEIBOO fa-

Exemple 13.5. La suite des fonctions f,, : t — t"

— converge simplement sur I = [0 ; 1[ vers la fonction nulle;

— ne converge pas uniformément sur I = [0 ; 1[ car sa limite simple est la fonction nulle,
et ||f, — Ollc[g;l[ =1 ne tend pas vers 0;

— converge uniformément sur tout segment de I = [0 ; 1[ car pour tout [a ; b] C 1,

If = Ollig™ = b" ——0.

n—-+00

Remarque 13.6 — La réciproque est fausse!
La suite des fonctions t — t" converge simplement mais pas uniformément sur [0 ; 1[.

Méthode 13.3 — Pour étudier la convergence uniforme de (f,,),cx

= on commence par étudier la convergence simple sur I de (f,)ex;
= et en notant f la limite simple de (f,),cy, On peut au choix :

(i) calculer ||f, — fll, pour tout n € N, souvent en étudiant les variations de f, — f sur
I, et étudier sa limite quand n — +00;

(i) ou montrer pour tout n € N que ||f, — f ||LO < a,, ol (a,),ey est une suite de réels
positifs qui tend vers 0, pour cela, on majore, pour tout x €1, |f,(x) — f(x)| par
un réel a, indépendant de x ;

(ili) ou construire une suite (x,),cy de réels de I telle que |f,(x,) — f(x,)| ne tend
pas vers 0, et dans ce cas pour tout n € N, |f,,(x,) — f(x,)| < |Ifn — fllo qui par
encadrement (ou sa contrapposée) ne peut pas tendre vers 0, donc il n'y a pas
convergence uniforme sur 1.

Exercice 13.3.
Etudier les différentes convergences sur I =10 ; /2] de la suite des fonctions

x? cos™(x)
X - —T.
Eni X cos(x)

STk



Chapitre 13. Suites et séries de fonctions

3.1

3. Convergences d’une série de fonctions

Convergence simple d’une série de fonctions

Définition 13.5 — Convergence simple d’une série de fonctions

La série Y. f, converge simplement sur I lorsque pour tout x € I, la série
numérique . f,(x) converge.

+00 +00
Dans ce cas, la fonction Y. f, : x — Y. f,(x), définie sur I, est appelée fonc-

n=0 n=0
+00
tion somme sur I de la série ). f,,, et on la note )’ f,.
n=0

Remarque 13.7 — Les séries sont des suites déguisées

La
N

2

n=1

série ). f, converge simplement sur I lorsque la suite des fonctions sommes partielles

f, converge simplement sur 1.

Exemples 13.6.

(1)

@)

La série > x™ des fonctions x — x™ converge simplement sur ]—1 ; 1[ vers la fonction
. n . n .

X — i, et la série )’ % des fonctions x — % converge simplement sur R vers la

fonction exponentielle.

La fonction { de Riemann, la fonction m de Dirichlet.

La série Y L des fonctions x — L converge simplement sur ]1 ; +oo[. Sa fonction
n* n*

+00
somme est donc définie sur ]1 ; +oo[ par {(x) = D, nix
n=1

(_1)n+1 (_1)n+1

X

La série alternée ) des fonctions x — converge simplement, d’aprés

le critére de Leibniz, sur ]J0 ; +oo[. Sa fonction somme est définie sur ]0 ; +oo[ par
+00

,n(x) _ Z (_1)n+1 )

nX
n=1

Exercice 13.4.

%0 (cosx)"sin(nx)

Montrer que f : x — >, ———————— est définie et m-périodique sur R.
n

n=1



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

3.2. Convergence uniforme d’une série de fonctions

Définition 13.6 — Convergence uniforme d’une série de fonctions
La série ). f, converge uniformément sur I (resp. sur tout segment de 1)
N
lorsque la suite des fonctions sommes partielles ( > fn) converge unifor-
n=1

NeN
mément sur I (resp. sur tout segment de I).

Proposition 13.3 — Caractérisation par le reste
La série Y. f, converge uniformément sur I lorsque la suite de ses restes
+00
Radnen=1{ X fn) converge uniformément sur I vers la fonction nulle,
n=N+1 NeN

autrement dit lorsque :

les fonctions Ry sont bornées sur I & partir d’'un certain rang,

lim |[Ry||L = 0.
qu“ Nlloo

Remarques 13.8 Comme pour les suites de fonctions, la convergence uniforme d’une série
de fonctions sur un intervalle, ou sur tout segment d’un intervalle entraine la convergence
simple sur cet intervalle.

Exemple 13.7 — Convergence uniforme de la série géométrique.
w= Pour la série géométrique, pour tout N € N, et tout x € ]—1 ; 1J,
N+1

+00
§ n X <
RN(X)Z X =1_x:>+00,
n=N+1

donc Ry n’est méme pas bornée sur ]—1 ; 1[, et par conséquent la série de fonctions
>’ x™ ne converge pas uniformément sur ]—1 ; 1[.

= En revanche, pour tout segment [a ; b] € ]-1 ; 1[, en notant a = max(|al, |b|), on a
[a;b]C [~a;a], et
N+1

——> 0 (car0<a<1)

[a;D] < [—a,;0]
||RN||00 = ”RN”oo 1— 0o N—+oo

donc la série de fonctions Y x" converge uniformément sur tout segment de ]—1 ; 1[.

STk



Chapitre 13. Suites et séries de fonctions

Exercice 13.5 — Convergence uniforme de la série de Riemann.
Montrer que la série de Riemann Y| n% des fonctions x — nlx ne converge pas uniformément
sur ]1 ; +oo[, mais converge uniformément sur tout segment de ]1 ; +oo[.

Remarque 13.9 — Cas particulier des séries alternées

On rappelle que le critére spécial, pour une série alternée >.(—1)"[u,| telle que (|u,|)
converge vers 0 en décroissant, nous dit que Y u, converge, mais surtout nous donne
une majoration du reste

+00

Zun

n=N+1

VN eN,|Ry| = < Junsa -

Exemple 13.8 — La fonction 1 de Dirichlet.
Grace au critére spécial des séries alternées, on sait que pour tous N € N* et x € ]0 ; +o0[,

3 +00 (_1)n+1 (_1)N+1 B 1
(o)l = n;m | S |INF Y| (N+ D

donc comme x — ﬁ est décroissante sur ]0 ; +oo[, on a pour tout a > 0,

1
(N+1)* N—+oo 0

[[Ryf|05 +ol <

ce qui prouve la convergence uniforme de la série de Riemann alternée sur [a ; +oo[, donc
sur tout segment [a ; b] de ]0 ; +oo[, car [a ; b] C [a ; +ool.
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3.3. Convergence normale d’une série de fonctions

Définition 13.7 — Convergence normale d’une série de fonctions

On dit que la série )’ f,,, de fonctions définies sur I, est normalement conver-
gente sur I (resp. sur tout segment de I) lorsque :

les f,, sont bornées sur I,

la série numérique Y. [|f,IIL, (resp. | fnllc[)g;b] pour tout seg-
ment [a ; b] C 1) est convergente.

Exemple 13.9 — Convergence normale des séries de Riemann et Dirichlet.
En notant u, : x — = =e MW¥ oty 1 x — —(_l)xm = (—1)*le (x
n n

1 1
1 — 1 — ;b] ;b]
o =l == et g =l = —

llu | % et

donc les séries > u,, et > v, ne convergent pas normalement sur ]1 ; +oo[, mais convergent
normalement sur tout segment de ]1 ; +oo[.

Méthode 13.4 — Pour étudier la convergence normale de ' f, sur Ion peut :

(i) calculer || fnllio = sup |f,(x)| pour tout n € N, le plus souvent grace aux variations de
x€l

f, sur 1, et étudier la convergence de la série D || £l -

(i) fixer n et montrer que || fnllio < a,, ol (a,),ey est une suite sommable, autrement dit,
les a,, étant positifs, telle que la série > a, est convergente (on parle de convergence
dominée);

(iii) construire une suite (x,),cy dans I telle que Y. |f,(x,)| diverge, et conclure que la
série )’ f, ne converge pas normalement sur I : en effet, dans ce cas pour tout n € N,
If el < fnllio, donc par comparaison des séries a termes positifs, > _ || fnllio diverge.

Exercice 13.6.

Montrer que la série des x — x2e™ "~

converge normalement sur [0 ; +oo[.

a%e



Chapitre 13. Suites et séries de fonctions

Exemples 13.10.

(1) La série Y. f, des fonctions f, : x — ﬂ—”;z) converge normalement sur R car pour tout

n € N* et tout x € R, |f,(x)| < %, donc ||fn||§) < #, d’ott par domination la série a
termes positifs >_ || fnlllfi converge.

(2) La série Y h, des fonctions h, : x — nx"(1 — x) ne converge normalement sur [0 ; 1]

car pour tout n € N*, 1 — % €[0; 1] et h, (1 - %) = (1 — %)n —s e ! donc ||hn||£2;1]

[0;1

1 3 s
o diverge grossiérement.

ne peut pas tendre vers 0, et Y. ||h,||
(3) La série >.x" des fonctions u, : x — x" converge simplement sur ]—1 ; 1[, mais pas
normalement sur I=1]-1; 1[, car ||un||£x) =1.

En revanche, la série converge normalement sur tout segment [—a ; a] C I, car
||un||C[X:O“°‘:| < a", et (a"),ey est une série géométrique sommable car a. € [0 ; 1[.

Proposition 13.4 — La convergence normale entraine les convergences
simple et uniforme

Si )’ f, converge normalement sur un intervalle, alors elle converge uniformé-
ment, et a fortiori simplement, sur cet intervalle.

Remarque 13.10 La convergence uniforme, bien que théoriquement moins exigeante, est
souvent plus difficile & établir que la convergence normale, en particulier parce qu'il est
souvent compliqué de manipuler le reste d’une série. Par conséquent, on va souvent établir
la convergence normale pour conclure la convergence uniforme.

="
Vvn+x

Exercice13.7. Montrer que la série des fonctions x — ne converge pas normalement

mais converge uniformément sur [0 ; +oo[.
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4. Régularité de la limite d’'une suite de fonctions

4.1. Continuité de la limite

r

Proposition 13.5 — Continuité de la limite uniforme d’une suite de fonc-
tions

5 ]: pour tout n € N la fonction f,, est continue sur I,
i

la suite de fonctions (f;,),cx converge uniformément sur I,
alors la fonction limite liIJP f,, est une fonction continue sur 1.
n—-+oo

Corollaire 13.6 — Interversion de limites

Dans les conditions de la proposition précédente, pour tout a €1,

ti (i fo0) = i (tim £,0))

Remarque 13.11 La convergence uniforme est essentielle :
0 sixe[0;1]
1 sinon.

[0 ; 1] de la suite des fonctions t — t", qui sont continues sur [0 ; 1].

la fonction t — n’est pas continue sur [0 ; 1], bien que limite simple sur

Exercice 13.8. Montrer que la suite des fonctions g, : x — e™" ne converge pas unifor-
mément sur [0 ; +oo[.

Corollaire 13.7 — Convergence uniforme sur tout segment

pour tout n € N la fonction f,, est continue sur I,

Si la suite de fonctions (f;,),ey converge uniformément sur tout seg-

ment de I,
alors la fonction limite lirJP f est une fonction continue sur 1.
n—-+oo

Remarque 13.12 — Plus généralement : si pour tout k € N, (f,),ey converge uniformé-

ment sur l'intervalle I, et I= | J I, alors lim f, est continue sur I.
keN n—+00

a%e



Chapitre 13. Suites et séries de fonctions

4.2. Interversion limite — intégrale sur un segment

N

Proposition 13.8 — Cas d’une suite de fonctions continues sur un segment

pour tout n € N, f, est continue sur le segment [a ; b],
Si

"5 la suite (f)nen converge uniformément sur [a ; b] (vers liril fa)s
n—-+oo
b b
alors lim (J fn(t)d t) :f ( lim fn(t)) dt.
n—+00 a a n—+00

Exemple 13.11 — De 'importance de la convergence uniforme.
Pour tout t € [0 ; 1[, par croissances comparées lirJP (nt")=0, et
n—-+0oo

1 1 n 1 1
. el B s s a0 .
LHETOO(M Ydt _LOdt_o1_nngn+1_ngTw(nLt dt)—nl_lgloo(knt dt).

1
Exercice 13.9. Déterminer liI_'l_‘l (J x(1+ﬁe‘"")dx).
n—-+oo 0

4.3. Interversion limite<—intégrale sur un intervalle quelconque

Proposition 13.9 — Le théoréme de convergence dominée

+ pour tout n € N, la fonction f,, est continue par morceaux sur I;

+ la suite de fonctions (f,,),cn converge simplement sur I;

Si 1 la fonction limite lirJP fn est continue par morceaux sur I;
n—-+oo

1+ (hypothése de domination) il existe une fonction ¢ intégrable sur
I, telle que pour tout n € N et tout t €1 : |f,(t)] < @(t);

les fonctions f,,, ainsi que f = lirJP fa, sont intégrables sur I,
n—-+00
]
alors et lim (an(t)d t) = J( lim fn(t)) de.
n—+o0o I I n—+o00

Remarque 13.13

La condition de domination : « pour tout n € N et tout t €1 : |f,,(t)] < p(t) »

signifie que toutes les courbes sur I des fonctions |f,| sont en dessous de la courbe de (et
au dessus de ’axe des abscisses, bien sir).
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. +o00 e_x/n +oo. e_x/n +00 1 n
Exemples 13.12. lim ——dx | = lim > |dx=[ ——dx=—,
notoo \ ) 1+x o "ot \ 1+x o 1+x 2

e—x/n

1+x2

1

= 14x22

par le théoreme de convergence dominéeéar |* VX € [0 +oo[, VneN,

1
1+x2

X —>

est intégrable sur [0 ; +ool.

Exercice 13.10. Montrer que lirﬂp foﬁ/z sin™(0)d6 = 0.

Remarque 13.14 Bien noter que '’hypothése de domination exige de majorer, sur I'intervalle
I, toutes les fonctions |f,| par une fonction intégrable sur I indépendante de n.

Exercice 13.11 — Oral CCINP MP.

1. Montrer que, pour tout n € N, la fonction u,, : t — est intégrable sur [0, +o0[.

1
1+t2+t"e

2. Calculer nl—i>r-ll:loo f 0+00 u,(t)dt.

4.4. Dérivabilité de la limite

-

Proposition 13.10 — Caractére %! de la fonction limite

pour tout n € N, f, est une fonction de classe %! sur I,
Si la suite (f,) ey converge simplement sur I,
la suite des dérivées ( f ) ey COnverge uniformément sur tout segment
del,
la fonction limite lirjp f,, est de classe ¢! sur I,
n—-+oo

/
. _ . /
et (HETOO fn) - nEI—Ii-loo (f”) ’

alors

Exercice 13.12 — (**).  Soit (f,),cy une suite de fonctions de classe 6! sur I.
Montrer que si la suite des dérivées ( f )HGN converge uniformément sur tout segment de

I, et que la suite des (f;,) ey converge simplement sur I, alors la suite des (f,,),ey COnverge
uniformément sur tout segment de 1.

a%e



Chapitre 13. Suites et séries de fonctions

Remarque 13.15 Dans la proposition suivante, le résultat établi dans I’exercice ci-dessus
implique, par récurrence, que les conditions

pour tout j € [0,k — 1], la suite ( fn(f))neN converge simplement sur I,
la suite ( fn(k))neN converge uniformément sur tout segment de I,

entrainent que pour tout j € [0,k — 1], la suite ( fn(j))neN converge uniformément sur tout
segment de 1.

Proposition 13.11 — Généralisation aux fonctions de classe supérieure

Soit k € N*,
pour tout n €N, f, est une fonction de classe €* sur I,

siT pour tout j € [0,k — 1], la suite ( n(j )) , converge simplement sur I,
ne

la suite ( fﬂ(k))neN converge uniformément sur tout segment de I,

la fonction limite lim f, est de classe € sur I,
alors n—+00

(6))] 4)
et pour tout j € [0, k], ( 1ir+n fn) = lim (fn] )
n—-+oo

n—-+o00

Corollaire 13.12 — Caractére ¥ de la fonction limite

pour tout n € N, f,, est une fonction de classe € sur I,
si b pour tout j € N, la suite des dérivées ( n(j )) , converge uniformément
ne
sur tout segment de I,

la fonction limite lirJP fn est de classe € sur I,
n—-+oo

alors W ,
et pour tout j €N, ( lim fn) = lim ( n(])).
n—+o0o

n—+o0o
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5. Régularité de la somme d’une série de fonctions

Remarques 13.16 — Utilisation de la convergence normale

On a vu que la convergence normale entraine la convergence uniforme,

f donc dans les énoncés qui suivent, on pourra remplacer la convergence
uniforme par la convergence normale, qui est souvent plus simple a établir
que la convergence uniforme.

5.1. Continuité de la somme

Proposition 13.13 — Théoréme de la double-limite

pour tout n € N, f,, admet en a une limite finie £,,,

Sib la série Y f, converge uniformément sur I'intervalle I dont a est un élé-
ment ou une borne, éventuellement infinie,

la serle >t converge,

et an(x) 7 Zén, autrement dit hm an(x) = Z lim fn(x)

alors

Corollaire 13.14 — Continuité de la somme d’une série de fonctions

] ]: pour tout n € N, f, est une fonction continue sur I,

la série Y. f, converge uniformément sur tout segment de 1,
+00
alors la fonction somme )’ f, est encore continue sur I.
n=0

. J

Exemple 13.13. Des exemples 13.8 et 13.9, on peut déduire que les fonctions ¢ de Rie-
mann et 1 de Dirichlet sont continues sur respectivement ]1 ; +oo[ et ]0 ; +o0o[.

+00

Exercice 13.13. Montrer que la fonction x — Z est continue sur ]0 ; +oo[.

ﬁ
Méthode 13.5 — Pour montrer qu’une série ne converge pas uniformément sur L.

On peut remarquer que la somme d’une série de fonctions continues sur I n’est pas conti-
nue en un point de I, on peut alors conclure par contraposée du corollaire 13.14 que la
convergence uniforme sur I n’est pas possible.

Par exemple, la série des fonctions continues x — nx™(1 — x) converge simplement sur
I1=1[0; 1], mais sa somme x — ﬁ n’est pas continue en 1, donc la série ne converge pas

uniformément sur [0 ; 1].

a%e
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ﬂz

H—nzx2 oo 6X2
x—-+o00 06X

Exercice 13.14. Montrer que Z

5.2. Interversion somme«—intégrale sur un segment

Proposition 13.15 — Intégration terme a terme sur un segment

) ]: pour tout n € N, f, est une fonction continue sur le segment [a ; b],

la série Y| f, converge uniformément sur [a ; b],

la série )| ( f b fn) converge,
I (Z fn(t)) dt= (f falt)dt).

alors

2n —int

e
Exercice 13.15. Calculer I, = —d t pour tout n € Z.
o 2tet

5.3. Interversion somme<«—intégrale sur un intervalle quelconque

's Y

Corollaire 13.16 — Interversion de somme et intégrale : le théoreme de
convergence dominée pour les séries

Soit (f,),ey Une suite de fonctions définies sur l'intervalle 1.
1 pour tout n € N, f,, est continue par morceaux sur I;

+ la série de gronctions > f, converge simplement sur I,
(0.0)
T sa somme Z fn est aussi continue par morceaux sur I;

Si n=0
+ (domination des sommes partielles) il existe une fonction ¢ inté-

grable sur I, telle que pour tout NeNettouttel:

an(t)

les f,,, ainsi que la somme S, sont intégrables sur I,

] too +00
EL T (Zofn(t)) dt = ZO ([ fult)de).

& J

+00
Exercice 13.16. Montrer que Y, (r:) =1In(2). (Indication : que vautf L de?)
n=0

0 1+t

¢(t);
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Remarque 13.17 Quand toutes les fonctions f, sont positives, et quand la fonction somme
+00

S = Y. f, est intégrable sur I, alors on peut prendre cette fonction S comme fonction
n=0
dominante.

Exercice 13.17.

Calculer l'intégrale 1= f
0

1.2 . N .
t=In(t) (On commencera par exprimer 1a ’aide d’une
t2—1 somme, puis on calculera cette somme.)

Proposition 13.17 — Intégration terme a terme

Soit (f,),en Une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes, définies sur

I.
+ pour tout n € N, la fonction f,, est intégrable sur I ;

1 la série de fonctions )’ f,, converge simplement sur I;

Sl 400 )
T sasomme S = ). f, est continue par morceaux sur I;

n=0

+ la série est convergente g
Vn g
+00

la fonction somme S = Y’ f, est intégrable sur I,
n=0

+00

h (gfn(t)) =7 ([, fa(t)dt).

alors

Ce théoréme a des conditions a priori plus exigeantes, mais c’est souvent
@ celui-ci qui est utilisé pour intégrer terme a terme.

Exercice 13.18. Refaire I'exercice 13.17 avec le théoréme d’intégration terme a terme.

Exemple 13.14 — D’inefficacité du théoréme d’intégration terme a terme.
Vérifier que le théoreéme d’intégration terme a terme est mis en échec dans I'exercice 13.16.

a%e
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5.4. Dérivation terme a terme

e

Proposition 13.18 — Dérivation terme a terme (pour les séries de fonc-
tions)

pour tout n € N, f,, est une fonction de classe 4! sur I;

Sj la série ) f,, converge simplement sur I;

la série des dérivées ) f. converge uniformément sur tout seg-
ment de I ;

400
la fonction somme Y’ f, est de classe 6! sur I,

+00 7 g O
et (an) =D fl.
n=0 n=0

alors

Exercice 13.19 — (suite de I'exercice 13.4).

+00 n o1
1. Montrer que f : x — ). (cos x)" sin(nx)

n=1

2. Donner une expression de f’ puis f sur ]0 ; =[, puis sur R.

est ¢! sur J0 ; m[.

Corollaire 13.19 — Généralisation aux fonctions de classe supérieure

b pour tout n €N, f, est une fonction de classe € sur I;
T pour tout j € [0,k — 1] la série des dérivées successives . fn(j ) converge
Si | simplement sur I;

1 la série des dérivées successives Y | fn(k) converge uniformément sur tout
segment de I ;

+00
la fonction somme Y’ f, est de classe € sur I,
n=0

400 (]) “+00 ]
et pour tout j € [0, k], (an) = an(])'
n=0

n=0

alors
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N

Corollaire 13.20 — Cas d’'une somme de classe ¥*

pour tout n € N, f, est une fonction de classe ¢ sur I,

si pour tout j € N, la série des dérivées ). fn(j ) converge uniformément sur
tout segment de I,
+00
la fonction somme )’ f, est de classe € sur I,
=0
alors " G
+00 D oo
et pour tout j €N, (Z fn) =), £,
n=0 n=0
Exemples 13.15.

(1) La formule du binéme négatif : par dérivées successives de la série géométrique, on
montre que pour tout p €N et tout x € ]—1 ; 1[,

+00 n —p 1
2 (p)x T —xptt

n=p
(2) La fonction { de Riemann est de classe € sur ]1 ; +oo[, avec
+o00 1 k
VkeN, Vx>1, (F(x)= (_1)k2 (In(n)) '

nx

n=1
(Au cceur de la preuve de ce résultat il y a, en notant f,(x) = + = e x| fqit
p y n nx
que pour tout segment [a ; b] C ]1 ; +oo[,

laid] (=1t (In(n))* (In(n))k 1 t?chnique déja . utE‘_
Hf() = sup = =0 - , lisee dans les inté-
notee ela;b] n* nt  noteo\ 5t
x€la; n grales de Bertrand)

Exercice 13.20.

+00
Montrer que la fonction x — )| ﬁ est définie et de classe €* sur |—1 ; +ool.
n=1

Corollaire 13.21

+00
. n
Pour tout a € C, la fonction e, : t — e*" = exp(at) = D] *-t" est de classe
n=0
€ sur R, de dérivées successives :

VkeN, (e)®:t— ake®!.

a%e
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Une correction de l'exercice 13.1 enoncé
Notons f la fonction x — 2=+
C’est une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur R, f est donc définie
et € sur R.

= La fonction f est continue sur R, et tend vers 0 en o0, donc elle est bornée sur R.

Ce résultat qui parait évident n’est pourtant pas un résultat du cours.
@ Il se prouve en disant que

® limf = 0 donc en appliquant la définition de la limite avec € = 1, il
00

existe un réel A et un réel B tels que |f(x)| <1 pour x = A, et x <B,
donc f est bornée sur ]—oo ; B], ainsi que sur [A ; +oo[;

® la fonction f est continue sur le segment [A ; B], donc par le théo-
réme des bornes atteintes, elle est bornée sur [A ; B].

On peut conclure que f est bornée sur R.

= Pour tout réel x,

x2-2x-1 __(x—ﬁ—l)(x+ﬁ—1)
(x2+1)2 B (x2+1)2

fl)=-

b
d’ot1, sachant que

1
fx) ~ ———0,

x—*oo x x—=%o0

on peut tracer le tableau des variations suivant

x —00 1-v2 1 1+ V2 +00
Signe de _ -
£(x) - i
Variati 0 ﬁ
ariations Y 2(v2+1
de \ - 0 — \
f ___ 1 _
2(v2-1) 0
1 1
Variations + 2(vV2-1) 2(V2+1)
de
i T~ T
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R _ 1
Donc [Ifll, = AT
1l
—4 -3 -2 -1 1 ; 4
_\
f
Une correction de 'exercice 13.2 énonce
Notons pour tout n €N, u,, : x — nxe "’
Soit x € R,
= six =0, u,(0)=0——0;

n—-+00
= six #0, x2> 0, donc par croissances comparées

2
u,(x) =x x ne=*)" —— 0.
n—-+oo

On en déduit que la suite (u,),cy converge simplement sur R vers la fonction nulle.

a%e
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4
=4

Une preuve de la proposition 13.2 énonceé

Supposons que la suite de fonctions (f,),cy converge uniformément sur tout segment de I,
et montrons que (f,),cy converge simplement sur I.

Soit x €1, alors

selon que x est a I'intérieur de I ou bien a une extrémité de I on peut toujours trouver un
segment K de la forme [x —¢ ; x +¢],ou [x ; x +¢],ou[x —¢; x], telque x eKC .

Mais on sait que (f,,),cyy converge uniformément sur K, notons ainsi f la limite.
Alors pour tout n €N,

1,0) = £ GO < supl () = F G = Iy = IS, 7= 0,

donc par encadrement, lirjp fu(x)=f(x), c.Qqr.D.
n—-+0o
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Une correction de 'exercice 13.3 enoncé

w= On a vu dans 'exemple 13.3 que cette suite de fonctions converge simplement sur
I1=10; m/2] vers la fonction nulle.

= [l semble, au vu de sa représentation graphique, que ||gn||f)o = 2, ce qui entraine qu’il n'y
a pas convergence uniforme sur ce méme intervalle puisque la norme infini ne tend pas
vers 0. Mais un dessin n’est pas une preuve mathématique.
On pressent que ce qui géne la convergence uniforme sur I'intervalle I est le voisinage
de 0, posons donc x,, = % qui définit une suite de réels de I qui tend vers 0.
Ainsi

_ x2eos"(x,) _ 1 1Y
g0xn) = 1—cos(x,) n2 (1 — cos (%)) * (COS (5)) .

Or grace au développement limité de cos en O :

1 1 1
cos|—|=1-—+ o — |,
n 2n?  n—+too \ 03

1
2 (1= cos (1)) i

donc

et grace a In(1+0) DNOD

1 1 1
nxln(cos(—)) ~ Tl)((——):———)o
n) ) n—too 2n? on n—-+oo

donc par continuité de I'exponentielle :

(COS (l))n — enln(cos(%)) - eO =1.
n n—-+00

On obtient que g(x,) — 2, et comme ||gn||£>O > g(x,), on en déduit par la contrap-

n——-—+0oo
posée du prolongement des inégalités larges a la limite que || gnllgo ne peut pas tendre
vers 0.

= En revanche, cette suite de fonctions converge uniformément sur tout segment de I =

10; m/2].
En effet, pour tout segment [a ; b] € ]0 ; ®/2], la fonction cos est décroissante sur I,
donc a fortiori sur [a ; b], donc

Vx €[a; b], 0<(cos(x))" < (cos(a))"

1

< ,
1——cos(x) ~1-—cos(a)

a%e

et0<
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donc

x? (cos(x))"

1 — cos(x)

- b2 (cos(a))"

Vx €la; bl, [g.(x)= = 1—cos(a)’

d’oli ce majorant ne dépendant pas de x :

b2 (cos(a))"

-0 [ﬂ;b]: [a;b] $ .
g = O™ = llgall ™ < S5

Or
b2 (cos(a))"

1—cos(a) n—+oo

0 (car 0 <cos(a) < 1)
donc par encadrement

[a;b]
llg, — 0”00 m 0, c.Q.F.D.

Une correction de l'exercice 13.4
Posons, pour tout n € N* et tout réel x,

énoncé

0, (x) = (cosx)" sin(nx).
n

(1) Soit x €R,
- six € Z%, alors pour tout N*, u,(x) = 0, donc la série de terme général u,(x)
converge;;

= sinon, |cos(x)| < 1, donc la suite géométrique |cos(x)|" est sommable.
Ainsi, comme

n
COoS(Xx
VneN*, |u,(x) < Jeos(x)" < |cos ()"
n

on en déduit par domination que la suite de terme général u,,(x) est aussi sommable,
donc que la série de terme général u,(x) converge.
Par conséquent, la série > u, converge simplement sur R, ce qui prouve que sa somme
+00

Y. u, est bien une fonction définie sur R.
n=0

25/45
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(2) Soit x € R, alors pour tout n € N*,

(cos(x + m))" sin(n(x + m)) _ ((=1D) cos(x))"sin(nx + nm)

n n
_ ((=1)"(cos(x))*"(—1)"sin(nx) _ (cos(x))"sin(nx)

n n

u,(x+m) =

= u,(x).

et comme les deux membres (extrémes) de cette égalité sont sommables d’aprés la
question précédente, on en déduit en additionnant pour n de 0 a I'infini :

+00 +00
Dl m)= D un(x)
n=0 n=0
+00
ce qui prouve que la fonction f = Z u, est m-périodique.
n=0
Une correction de 'exercice 13.5 énoncé

Pour les séries de Riemann, pour tout x > 1 par décroissance de t — + = e (1) gyr

t
10 ; +oo[, on montre pour tout entier n > 2, grace a la croissance de 'intégrale, que :

et pour tout N € N*, en additionnant ces inégalités de N+ 1 & +oo (la convergence de > nl—x
le permet), on obtient :

+00 1 +00 1 +00 1

f ~de< > —<| e
N+1 n=N+1 N

puis en calculant les deux intégrales :

A 1 =1 1
[ } = SRy()= Y —<———
_ _ x—1 =~ _ x—1
X+1],_,, G-DN+1) At T (- DN

On en déduit par minoration que lirq Ry(x) = 400, d’oli Ry n’est pas bornée sur ]0 ; +oo[
Xx—

et il n'y a pas convergence uniforme de la série de Riemann sur ]0 ; +oo[.
En revanche, comme la fonction ¢ : x — - est décroissante sur ]1 ; +oo[, alors pour

1
(x—1)N*—
touta > 1,
1

(a— N1 N—+x

a%e

IRyl * L < a) =
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donc il y a convergence uniforme de la série de Riemann
segment [a ; b] de ]1 ; +oo[, car [a ; b] C [a ; +ool.

[«

sur tout [a ; +oo[, donc sur tout

J

Une correction de 'exercice 13.6 enoncé
Les variations de g, donnent ||gn||£2;+°°[= gn (%) = 42;2 =0 (%)
Une preuve de la proposition 13.4 énoncé

Supposons que Z f, converge normalement sur tout segment K de 1.

= Pour tout réel x € I, on peut trouver un segment K

de la forme [x —¢; x +¢], ou

[x ; x+¢€],ou[x—c¢; x],inclus dans I qui contient x. Mais alors |f,(x)| < ||fn||I;o et on

sait que D’ || fn||I;o converge, donc par majoration, Y. f,
donc établi la convergence simple sur I de ). f,,.

+00

= Soit K un segment de I. On sait déja que les restes Y.
n=N+
x €1, tendent vers 0 quand N tend vers 0.

Pour tout N € N,

+00 too
vxek, | Y A0S D 1AM
n=N+1 n=N+1
Donc
+00
[N N AN
n=N+1

d’ ~ .
ot la convergence uniforme sur K par encadrement.

[«

(x) converge (absolument). On a

+00
IfallS, et > |f(x)] pour tout
1 n=N+1

+o00
K
< DA

n=N+1

J

Une correction de I’exercice 13.7

énoncé

(1) ||vn||£2;+°°[ = %, donc pas de convergence normale sur [0 ; +oof.

(2) Avec le critére spécial des séries alternées,

+00 n n
-1 -1 1
Vx>0, Ry(x)l=| ] S s’ (=) < —-
n Vntx VN+1+x| +N
donc

1

R [0;+00[$ ,

IRxll 5o N

d’ol la convergence uniforme sur [0 ; +oo[.
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Une preuve de la proposition 13.5 énoncé
Dans les conditions de la proposition, prenons un réel a € I, et montrons que f = liI_P fn
n—-+oo
est continue en a, autrement dit montrons que lim f (x) = f (a) autrement dit que
xX—a

Ve>0, dJa>0, Vx€I, |[x—a|<a=|f(x)—f(a)| <e.

Prenons un réel ¢ > 0.
Pour tout x €1, et tout n €N,

If (o) = f(a@)l = 1£ (x) = fulo) + fr(x) = fu(@) + fr(a) — f (@)
S 1O = [l + 1fo(x) = fa(@l + £, (@) = f (@)

or |f(x) = £,00| < [Ifn = flly et 1fu(@) = F(@] < |y — fII, et comme (f,),ey converge
uniformément vers f sur I, ||f, — f ||Lo — 0, donc en particulier, il existe un entier
n—-+0oo
I
ny €N tel que ||fn0 —fHoo <z
D’ol1 pour tout x €1,

Lﬂﬂ—f@ﬂsﬂmw—ﬂﬁ+bg&%ﬁ%mﬂ<2§+MJM—RJ®L

De plus, f, est continue sur I, donc en particulier en a, et par définition, il existe un réel
a > 0 tel que pour tout x €1, si |[x —a| < a, alors |fn0(x) —fno(a)| < %
Par conséquent, pour tout x €1, si |[x —a| < a, alors

Lﬂm—fmn<z§+§=SCQ£u

Une preuve de la proposition 13.6 énoncé

Dans les conditions de la proposition précédente, f est continue sur I, donc pour tout a €1,
f est continue en a, d’ott

lim f(x)=f(a)= lim f.(a).

Une correction de 'exercice 13.8 enoncé
On a vu dans les exemples 13.3 que (g,),cy converge simplement sur [0 ; +oo[ vers une
fonction qui n’est pas continue en 1, or les fonctions g,, sont continues sur [0 ; +oo[, donc
la convergence ne peut pas étre uniforme sur [0 ; +oo[.

. J

a%e
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Une preuve de la proposition 13.7 énoncé
Soit a €1,

w= soit b un autre point de I, qui est supposé non vide ni réduit & un point alors un des deux
segments [a ; b] ou [b ; a] qui contiennent a, est dans I,

= donc f est continue sur ce segment en tant que limite uniforme sur ce segment d’une
suite de fonctions continues sur ce segment, car continues sur I,

= et en particulier, f est continue en a.

-

Une preuve de la proposition 13.8 énoncé

= La fonction f est continue sur [a ; b] en tant que limite uniforme de fonctions continues,
donc fabf(t)dt existe ;

= Pour tout n e N

b b
f fn(t)dt_j f(o)de

b
f (fu(t) = f(£))dt

b
< J If,(t) = f(t)|dt (inégalité de la moyenne)

b
< J Il fn —f||£g;bJ dt (par croissance de l'intégrale)
a

=(b-a)lf, - fII@ ——o.

n—-+oo

Une correction de I’exercice 13.10 énoncé

Ici on ne peut appliquer le théoréme d’interversion limite-intégrale sur un
@ segment pour les suites de fonctions, car ||sir1”||£2;1:| =1 ne tend pas vers 0,
donc il n’y a pas convergence uniforme de la suite des fonctions (sin™),cy
sur [0; 1].
Mais le théoréme de convergence dominée s’applique car :

= pour tout n €N, la fonction sin™ : 8 — sin™(0) est continue sur [0 ; % |: ;

= la suite de fonctions (f,,),cy converge simplement sur [O 55 [ vers la fonction nulle, qui
est aussi continue sur [O ; % [ ;

w= pour tout n € N et tout 6 € [0 ; % [, [sin®(0)| <1 et 8 — 1 est intégrable sur [O ; g [;
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Le théoréme de convergence dominée nous permet alors de conclure que :

/2 /2 /2
lim J $in"(0)d 0 = f ( lim sin"(@)) 40 = J 0d6 = 0.
n—+o00 n—+00
0 0 0
Une correction de 'exercice 13.11 énoncé

est définie et continue par morceaux sur [0, +oo[.

1+ (o).

1 1
Or y(t) oo ett—> = est intégrable sur [1,+o00[, donc ¢ est intégrable sur [1, +oo[.
o0

1. fiit— —————
fn 1+t2+tneft
De plus, V t € [0, +o0o[, |f,(t)] <

Donc, par critére de majoration pour les fonctions positives, f,, est intégrable sur
[1,+ool.
Or f,, est continue sur [0,1] donc f,, est intégrable sur [0, +o0[.

2. i) La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie

m site[0,1]
. - 1
par : f(t) = sit=1
2+e!
0 site]l,+oo[

ii) Les fonctions f, et f sont continues par morceaux sur [0, +o0[.

iii) V¢t € [0, +oo[, |f,,(t)] < ¢(t) avec y intégrable sur [0,+oc0[.
Alors, d’apreés le théoréme de convergence dominée,

lim u, = hm J fn(t)dt—j f(t)de.

n—-+00

bode 1'c ’JT.
f(t)dfzfo mzz,donc, n1—1>rllooun=Z.

Une preuve de la proposition 13.10 énoncé

(i) (f,),n est une suite de fonctions de classe ¢* sur I ;
n/neN

(ii) la suite (f,,),ey converge simplement sur I;

Supposons que (iti) la suite des dérivées ( fl )neN converge uniformément sur

tout segment de I (ce qui est a fortiori le cas en cas de
convergence uniforme sur I).

STk
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= La suite (f,),ey converge simplement sur I, notons f sa fonction limite lim f,,.
n

= Les f, sont de classe %¢* sur I, donc ( f )neN est une suite de fonctions continues sur 1.
De plus la suite ( f )HGN converge uniformément sur tout segment de I (donc converge
a fortiori simplement sur I).
Par conséquent, la fonction limite (que je me propose de noter h) h = nEToo ( f, ) est
continue sur I.

= Soit a €1.
Pour tout x €1,

X X . P . .
h(e)dt = lim fr:(t)d . (cette intégrale existe car h est continue sur I, donc
. , oo sur le segment entre a et x)

x (on applique la proposition 13.8 car (fn’)neN
HETPOOJ fn/(f)d t converge uniformément sur le segment entre a et
a X)
= lirjp (fu(x) = f,(a)) (par le théoreme fondamental de I"analyse)
n—-+oo

= f(x)— f(a) (par convergence simple de (f,),cy vers f).

On a donc établi que

X

Vx €1, f(x)zf(a)—kj h(t)dt

a

Donc par le théoréme fondamental de I'analyse, comme h est continue sur I, on peut
affirmer que f est dérivable sur I de dérivée h qui est continue sur I, ce qui permet de
conclure que

f est bien de classe 6* sur I,

/
et sa dérivée vérifie f/ = h, autrement dit ( lim fn) = lim (f;).
n—-+oo

n—-+o0o

Une correction de I'exercice 13.12 énoncé
Prenons donc une suite (f,,),<y de fonctions de classe 6* sur I, qui converge simplement
sur I et telle que la suite des dérivées ( f! )neN converge uniformément sur tout segment de

L
Soit [a ; b] un segment inclus dans I, montrons que f,, converge uniformément sur [a ; b]

Notons f = liril faetg= lirf (fn’)
n—-+0o0 n—-+oo

= D’aprés le théoréme précédent, on sait déja que ces hypothéses entrainent que f est
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%* sur I et de dérivée ' = g.

= Pour tout n € N, notons g, = f, — f, alors pour tout x € [a ; b],
19,00l = l9n(x) = @n(a@) + @p(a)] < |9, (x) — ()l + @n(a)l.

Mais on sait que f, et f, donc ¢, aussi, sont €' sur I, et que ¢/ = f/— f'=f!—g.

= De plus, par hypothése, ( f, )neN converge uniformément sur tout segment de I (ou sur
I), donc a fortiori sur [a ; b], vers g, donc en particulier |&p:l{ = | f - g{ est bornée sur
[a; b].
Ainsi grace aux inégalités des accroissements finis appliquées a o, sur [a ; b], on a pour
tout x € [a ; b],

() = ou(@)] < ||| x 1x —al < ||l x 1B —al.

w= D’oll pour tout x € [a ; b],

[a;Db]
|0 GOl < [|on]|s™ x b — al + [a(a)l,
indépendant de x
ce dont on déduit que
[a;b] < s ||[a;b]
el < Jlep]| o™ x 1b = al + [@n(a)l.

/ . . .
Or ( fn)neN converge uniformément sur [a ; b] vers g, donc

R L

n—-+00

et (f)nen converge simplement sur I vers f, donc en particulier
loa(a) = |fn(a) - f(A)| ——— 0,
n—-+4o0

d’oli par encadrement

[a;b]
lonlloc™ =757 O

w= On a donc prouvé que ||f, — f||£g;b] —0 0, autrement dit que la suite (f,),ey
n—-+0oo

converge uniformément sur [a ; b] vers f, c.Q.F.D.

a%e
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Une preuve de la proposition 13.11 énoncé
Par récurrence sur k € N*.
w= Le rang k =1 est la proposition 13.10;

w on suppose la proposition vraie au rang k — 1, ol k est un entier supérieur ou égal a 2.

(i) (f.)ney est une suite de fonctions de classe €*
surI;

(i) pour tout j € [0,k — 1] la suite (fn(j))
converge simplement sur I ;

Au rang suivant, supposons que neN

(iii) la suite ( fn(k)) oy COnverge uniformément sur I,
ou sur tout segment de I;
alors

(i) la suite des fonctions ( fn(k_l)) o €t sa limite (par convergence simple) la fonction
h_1 = nEIPoo fn(k’l), vérifient les conditions de la proposition 13.10. Celle-ci nous
permet alors d’affirmer que :
® d’une part h;_; est €' sur I avec

/ . (k=1) /prop 13.10 .. (k=1) / . )
K, =( lim f =" lim (f*V) = lim £,

n—+00 n—+o0 n—-+00

® mais d’autre part en utilisant le résultat de I'exercice précédent (on s’en sert de
lemme) que la suite ( fn(k‘l))neN converge uniformément sur tout segment de I
vers hy_q;

(ii) par conséquent, la suite (f,), <y vérifie les trois conditions de 'hypothése de récur-
rence, qui nous permet alors de conclure que hy = liIJIrl f,, est de classe €*~! sur
n—-+oo

I avec pour tout j € [1,k — 1],

(ili) enfin, on en déduit en particulier que hgk_l) = hy_;, et on a vu en (a) que hy_; est
¢! sur I avec hy_, = lim ( fn(k)), donc on conclut que h, est de classe €¢* sur I
n—+o00

avec hgk) = (hgkil))/ = (h_1) = lim (fn(k)), ce qui acheve la preuve.

n—-+00

Une preuve de la proposition 13.12 énoncé

Les conditions entrainent que la proposition 13.11 est vraie pour tout k € N, donc que
lirP fnest €% sur L.
n—-+oo
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Une preuve de la proposition 13.13 énoncé

Le fait que la série Y f,, converge uniformément sur l'intervalle I équivaut & ce que la suite

N
(Sn)ney des sommes partielles Sy = ). f, converge uniformément sur I (vers la fonction
=0
+00 "
S= 2. fa)
n=0
Or les f,, sont continues sur I, donc les Sy aussi.
Ainsi la continuité se prolongeant a la limite uniforme, on en déduit que S est encore

continue sur I.
On en déduit que pour tout élément a de I,

+00 Ix
D F)=8() ——8(@)= ) fula).
n=0 n=0

La preuve du cas ol a n’est pas un élément de I, mais une borne de I, n’est pas au pro-
gramme.

Une preuve de la proposition 13.14 énoncé

Voir la preuve du théoréme de la double-limite.

\ J

Une correction de l’exercice 13.13 énoncé
1

Notons, pour tout n €N, f, : x €]0 ; +oo[ — Thie

= Pour tout n €N, f, est une fonction continue sur ]0 ; +o0o[ comme fraction rationnelle
définie sur cet inervalle.

= Soit n € N, la fonction f, est décroissante et positive sur ]0 ; +oo[, donc en particulier
pour tout [a ; b] € ]0 ; +oo],

1
[a;b] _ _
=f.(a)= .
”fn”oo fn( ) 1 2(12

1 PN 1
1+n2a® notoo  \ n2 )’

d’ou, par le critére de domination, la convergence normale, et par conséquent la conver-
gence uniforme, de )’ f, sur tout segment de ]O ; +oo[.

Ainsi, en vertu de la proposition 13.14, on peut affirmer la continuité sur ]0 ; +oo[ de la

1

+00
fonction x — HZO T

a%e
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Une correction de 'exercice 13.14 énoncé
Montrer que

—~ 1+ n?x? x—too 6x2

revient a montrer que

ce qui équivaut a

x2

Or, en notant pour tout x € R et n € N¥ g, (x) = Tooe = ﬁ, on a
x2

pour tout n € N¥, ||gn||£i;+°°[

1
< —;, donc par domination, la série des fonctions g,
converge normalement, d’otl a fortiori uniformément, sur [1 ; +oo[;

pour tout n € N*, hm ga(x) = nz,

donc par le théoréme de la double-limite

Une preuve de la proposition 13.15 enoncé
Il suffit d’appliquer le théoréme interversion limite-intégrale sur un segment a la suite (Sy)yex
N
des sommes partielles Sy = D f,.
n=0
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Une correction de 'exercice 13.15 énoncé
Pour tout n € Z,

2m e,int 1 2m ' 1
I“ZJ —l.tdtz—J e "t x T dt
0 2+e 2 0 1+ Ee
2m +00 k
1 . 1 .
= —f e it (Z (——e”) ) dt (car
2 0 P 2

1 2T 400 1 k( ) 1 2T 400
i(—n+k)t
== —= dt=-— t)dt
zjo >(-3) ¢ ZL G

k=0

_ Ll 1
5€ 2<1)

k .
en notant pour tout t € [0 ; 21t] et k €N, fi(t) = (—%) el-n+he

. k

Pour tout k € N, f; est continue sur [0 ; 21], et IIkaICEg’Z“] = (%) , donc Y fi converge
normalement sur [0 ; 27].

On peut ainsi appliquer le théoréme d’intégration terme a terme :

1 400 1 k r2n
L=< Z (——) J el-ntheg ¢
2 k=0 2 0

Mais
1 [ei(_n+k)t]2“ ~0 si k # n, ce qui est vrai pour
an i(—n+k) 0 > tout k € N lorsque n < 0,
f i+ g ¢ —
0 om si k = n, qui n’est possible que
’ lorsque n = 0.
donc

— sin <0, tous les termes de la somme qui donne I, sont nuls, donc I, = 0.

— sin €N, alors quand k va de 0 a +o0o dans la somme, le terme non nul est obtenu
pour k = n, ce qui donne

Une preuve de la proposition 13.16 énonce

Il suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (Sy)yey des sommes

STk



Chapitre 13. Suites et séries de fonctions

N
partielles Sy = D’ f,,.

n=0

Une correction de l'exercice 13.16 énoncé
On suit l'indication :

! dt=[In(1+1)], =In(2)
NETE A o =S
Donc I'exercice demande de prouver que

o (—1)n |
Z( V dt.
n+1 o 1+t

n=0

Mais pour tout ¢t € [0 ; 1[, sachant que la série géométrique converge lorsque sa raison est
en module strictement inférieure a 1,

I +Z°°:( o
1+t 1-(-t) -
Donc il s’agit de démontrer que

400 (_1)n 1 400
; —— =L Z(—t) dt.

n=0

Notons donc f,, : t — (—t)".
(i) Pour tout n €N, f, est continue sur R donc a fortiori intégrable sur [0 ; 1[.

+00
(i) On a vu plus haut que pour tout t € [0; 1[, > f,(t) = i, donc Y. f, converge
n=0

simplement sur [0 ; 1[.
(iii) Pour tout N € N*, pour tout t € [0 ; 1],
‘ 1-— (_t)N+1

N N
nzzofn(t) ;f—t)n— T

et t — 2 est continue sur [0 ; 1], donc a fortiori intégrable sur [0 ; 1.

2
< SPA
1+t

Ainsi le théoréme de convergence dominée nous permet de conclure que

Jlio:(_t)ndt = fjl(_t)ndt (en appliquant le théoreme de
0 0

convergence dominée)
n=0 n=0

+00 1 +00 (_1))1

— _1\n nae

= Eﬁ( 1) f t"dt = i 1 C.Q.F.D.
n=0 0 n=0
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Une correction de l’exercice 13.17 énoncé

+00 +00
= 2T =3
n=0 n=0

ainsi

t2 In(t +00 +00
( )=—t21n(t) x E 2 = — E t2"21n(t)
n=0 n=0

t2—1
+00
== ™" In(t).
n=1
Par conséquent :
t2In(t e
f ( ) f Z 2 In(¢)d ¢.
0 0 n=1

On va donc intervertir la somme infinie et I'intégrale entre 0 et 1, pour cela, pour tout
n € N*, on note f, la fonction t — t2"In(t), définie sur ]0 ; 1].
Avec le théoreme d’intégration terme a terme.
= Pour tout n € N*, la fonction f, est continue sur ]0 ; 1] et tend vers 0 en 0 par crois-
sances comparées, donc elle est prolongeable par continuité sur le segment [0 ; 1],
ce qui en fait une fonction intégrable sur ]0 ; 1].
= On a vu en préambule que pour tout t € ]0 ; 1],

an(t) thnln( - tzln(t)

donc la série des f, converge simplement sur ]0 ; 1[ et admet pour somme la fonction

£ t ln(t)

t2—1

w Pour tout n € N*, les fonctions u : t — mtz’l“ et In sont ¢! sur ]0 ; 1], et par crois-

sances comparées u X In tend vers 0 en O (car 2n+ 1 > 0). Ainsi avec une intégration
par parties :

qui est continue sur ]0 ; 1.

1
J If()ldt = —J t2"In(t)dt (car In est négative sur 10 ; 1])
0

(car on sait que
la premiére inté- = —
grale converge)

1

1
1 1
——— 271 In(t) + | ——x —dt
2n+1 t—0 Jo 2n+1 t

1
= X tzndtZ P ——
2n+1 L (2n+1)?

STk
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donc en particulier fol If(ldt = © (iz), ce qui prouve par domination que la
n—-+o0 n

série de terme général fol |f,(t)|dt est convergente.

Grace au théoréme d’intégration terme a terme, on peut donc affirmer que

2 1 +o00
f t ln(t) f thn ln(t)dt
0 0

n=1

_;L ann(t)dt 2(2 +1)2

+00 T
— =1 1 _ “_2
Enfin, on sait que n§1 = =% donc Z (Zn)z =3 Z T = 0

De plus, en séparant les entiers strlctement positifs en entiers pairs strictement positifs,
et entiers impairs positifs :

Z n? Z (2n)2 Z (2n+ 1)

dont on déduit que

+00 1 +00 1 +00 1
D N
2 : 2 2 : 2 2 : 2
= (2n+1)* &in* 4 (2n)
n? n? x?
~6 24 8

Par conséquent

t2 ln(t) o
L Z(2n+1)2 Z(2n+1)2 =5 -1

Avec le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment.

w Pour tout n € N*, la fonction f, est continue sur ]0 ; 1] et tend vers 0 en 0 par
croissances comparées, donc son prolongement

- t>"In(t) site]o; 1],
&n 0 sit=0,

est une fonction continue sur [0 ; 1].

39/45
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= Gréace au préambule, on peut affirmer que

too _ t2In(r) . .
PNAGE { - Sitelos il
n=1

0 sit=0etsit=1

donc la série des g, converge simplement sur [0 ; 1].
Pour tout n € N*, 'étude des variations de g, permet d’affirmer que

I H[O :1] ‘ L)’ e 1
= e 2n = -,

&n &n o

donc il est inutile de compter sur la convergence normale.

On se résout donc a chercher du cété de la convergence uniforme : pour tout N € N*,

+00 0, Si tE{O,].},
— _ +00
Ry(t) = Z &n(t) = { ST t*In(t), sio<t<1.
n=N+1 -
n=N+1
0, site{0,1},
= T 2(N+1
{ In(t) x 2MH 3 (¢2)" = % sio<t<1.
n=0

Mais il me parait trop ardu d’étudier les variations de cette fonction pour en chercher
la norme infini, donc j’abandonne cette méthode.
Avec le théoréme de convergence dominée pour les séries
= On a déja établi auparavant les deux premiéres conditions (continuité des f,, sur ]0 ; 1[,
convergence simple de )’ f,, sur ]0 ; 1[) du théoréme de convergence dominée pour

les séries.
+00
= lasomme ) f,:t
n=1
w Pour tout N € N* et tout t €0 ; 1[,

2
an(f) <Z|fn(t)|_2t2” IIn(¢)| < _1n(t)xztzn= t ln(t)

_e 50 est continue sur 10 ; 1[.

et

@ttt l“m est continue sur ]0 ; 1[;

2 ln(t) ~

® par croissances comparées —tz In(t) p— 0;
t—

® t21n(t) ~ In(®) _ InQ(Q+(-1) =1 _ 1 1,
t2-1 1 t2-1 t2-1 1 t2-1 t+1 1 27

donc la fonction ¢ — L“(t) est prolongeable par continuité sur [0 ; 1], ce qui prouve

qu’elle est intégrable sur ]0 1[.
On a vérifié toutes les conditions du théoréme de convergence dominée pour les séries,
qui nous permet alors d’intervertir I'intégrale et la somme infinie et d’obtenir le résultat
voulu.

a%e
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Une correction de I’exercice 13.18 énoncé

Les trois premiéres conditions du théoréme d’intégration terme a terme ont été vérifiées
dans la solution de 'exercice 13.17, et on a aussi calculé que pour tout n €N :

+00 1 1
|xe_(a+b”)"|dx =——— = 0=,
0 (a+ bn)? notoo  \ n?

. +00 _
ce qui prouve que Y. fo }xe (a+bn)x

On conclut de la méme maniere.

‘ d x est convergente.

Une correction de l'exercice 13.19 énoncé
1. Pour tout n € N* et tout x € R,

(cosx)" sin(nx).

falx) =
+00
Montrer que la somme d’une série de fonctions f = ). f, est une fonc-
=0
+00 "
tion définie sur I revient a prouver que f(x) = ). f,(x) existe pour tout
n=0

réel x €1, autrement dit que la série Y. f, converge simplement sur 1.

= Pour tout x € {km | k € Z}, f,(x) =0 donc ). f,(x) converge.
w= Pour tout x € R\ {kn | k € Z}, |cos(x)| < 1, et [sin(nx)| < 1, donc

1,001 < 2 g

d’oti la convergence de Y f,,(x) par domination par la série g¢ométrique convergente
de raison |cos(x)|.
= En conclusion, la série Y. f, converge simplement sur R, et f est définie sur R.
Pour tout n € N* et tout réel x,

fetm) = (cos(x + Tc))”nsin(nx +nm)

_ (=cosx)"(—1)"sin(nx)

n

= fulx)

Donc en additionnant ces termes (qui sont les termes généraux de séries convergentes)
pour n allant de 1 a oo, on obtient bien f(x + 1) = f(x), ce qui prouve la m-périodicité
de f.
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2. On va appliquer le théoréme de dérivation terme a terme.
= Pour tout n € N*, f, est de classe ¢! sur R, donc a fortiori sur ]0 ; n[, de dérivée
définie par
f,/(x) = —sin(x) cos™ ! (x) sin (nx) 4 cos™ (x) cos (nx)
= cos (x)""! (= sin(x) sin(nx) + cos(x) cos(nx))
=cos(x)" ' cos((n+1)x));
= on sait déja que Y. f, converge simplement sur ]0 ; m[;

w= tout segment [a ; b] inclus dans ]0 ; nt[ est inclus dans le segment [a ; T —a], ol
a est le réel de ]0 ; m/2] défini par

[ m—=b sim-b<a,
- a sim—b=>=a,

et je vous laisse prouver que pour tout n € N*,

[a;n—a] |n—1

frf < |cos(a)

e}

. . . [a;m—a]
ce qui nous donne par domination la convergence de ) || f/ o , donc la conver-
gence normale, et a fortiori uniforme, de )’ f/ sur tout segment de 10 ; m[.

+o00

On peut donc conclure que la fonction f = )’ f, est €' sur ]0 ; n[, de dérivée définie
n=1

a%e
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pour tout x € ]0 ; w[ par
+00
Fla)=Y " Flx)

n=1
+00

= Z cos (x)" cos ((n+ 1)x))
i

= Z cos(x)" ' Re (ei("“)")
n=1

+00
=ZR€ (COS(X)n—lei(n+1)x) (Car Cos(x)n—l GR)
n=1

+00 s oy = P
— Re Zcos ()" LeilnDx (par propriété des séries
complexes)

. 1 i
elZXm) (car {COS(X)elx| < cos(x)| < 1)

i 1 —cos(x)e™™ )

(1 — cos(x)e*)(1 — cos(x)e™¥)
(eizx — cos(x)el™ )
—Re| ————2

sin?(x)

+00
=Re (eizx (cos (x)ei")n) (en posant n’=n-—1)

_cos(2x) —cos?(x)  2cos’(x) — 1 — cos?(x)

sin?(x) sin®(x)
cos’(x)—1  —sin®(x)
- = =1,
sin?(x) sin?(x)

3. De ce résultat spectaculaire, on déduit qu’il existe un réel C tel que pour tout x € ]0 ; n[,

f(x)=—=x+C. Or f(n/2) =0, donc finalement f(x)=—x+ %, autrement dit

+00 :
(cos x)"sin(nx) [
VYxe]0: e x4 —
celosnt, 33 .
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Puis par m-périodicité, je vous laisse retrouver que pour tout réel x € R\ {km | k € Z},
en notant p la partie entiére de i, onax—pmne]0; n[,donc

f(x)=flx=pm)=—(x—pm)+ 5 = —x+(2p+ 13,

tandis que f(x) =0 pour tout x € {kr | k € Z}.

Une preuve de la proposition 13.20 énoncé
+00

Les conditions entrainent que le corollaire 13.19 est vrai pour tout k € N, donc que Y. f,
n=0

est €% sur L.

Une correction de l’exercice 13.20 énoncé
Pour tout n € N*,

(1) la fonction f, : x — m est €% sur -1 ; +ool,

(2) puis, on montre par récurrence (sur k) que pour tout k € N

(—D*(k +1)!

Vx> -1, fBx)= TS

Ainsi
iy (k+1)! 1
Il = o = 0. (7):

Mais on remarque que le calcul précédent n’est pas valable pour n = 1, alors pour ne
pas traiter f; séparément, parce qu’apreés elle va faire la tronche on la connait, on se
place sur tout segment [a ; b] € ]—1 ; +oo[, sur lequel

[a;b] (k+ 1) 5 1
00 - (n_+_a)k+2 _nﬂ+00 n2 ’

) s o P H
d’ott par domination la convergence de la série )| “ fn(k) HCEZ I

£

Ainsi pour tout k €N, >’ fn(k) est une série normalement convergente sur tout segment de
]—1; 4+oo[, et on peut donc appliquer le corollaire 13.19 2 la série de fonctions Y| m
a tout ordre k € N pour conclure ce qu'il faut.

\
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Une preuve de la proposition 13.21 énoncé
Soit a € C.
w Les fonctions f,, : t — Z—Tt" sont de classe €% sur R, de dérivées succecssives :

FICFEI

a n! .n—k _ _ao" . n—k P>
T X (n_k)!t = (n_k)!t sin=k,
0 sin<k.

= On établit que pour tout réel b >0, tous k €N, et n >k :

an

[bb .
(n—k)!

= sup n—k

[t]<b

| |nfk

=k

(ol by
= lal (n—k)

_ o (U b)"
n—>too \ (n—k)!
et < (I(“I o~ est moyennant le changement d'indice n’ = n—k une série exponentielle
convergente, donc ), || fn(k)”;b;b:| converge.

= Ainsi pour tout k €N, > fn(k) est normalement convergente sur tout [—b ; b] pour tout
b > 0, donc sur tout segment de R qui est contenu dans un tel intervalle, donc unifor-
mément convergente sur tout segment de R. On en déduit en appliquant la proposition
6.20 a tout ordre k € N que la fonction e, est € sur R, avec pour tout t € R, par
intégration terme a terme,

()™ () = Z "
o (at)nfk
- Z(n—k)!

tTl
Z - (@ ) (en posant n’ =n—k)

= ake‘“ C.Q.F.D.
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