Chapitre 15. Séries entiéres

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, et sauf mention expresse, (a,,),ex €t (b,)nex
sont des suites de CN.

1. Définitions, notations

Définition 15.1 — Série entiére

On appelle série entiere associée a la suite (a,),cy la série des fonctions
O — a,0".

Onlanote Y a,z" ou Y a,x", et les a, sont appelés coefficients de cette série
entiere.

Exemples15.1. La série géométrique est la série entiére associée a la suite constante égale

a 1, et la série exponentielle est la série entiére associée a (%)HGN.

Remarque 15.1 — Notations et vocabulaire

(1) Comme l'indique leur définition, les séries entiéres sont des séries de fonctions, mais
leur notation ). a,z" peut aussi étre interprétée comme la série numérique de terme
général a,z".

(2) On note souvent Y a,z" lorsque la variable z est dans C, et Y} a,x" si x € R.

Définition 15.2 — Série génératrice d’'une variable aléatoire entiére

On appelle série génératrice d une variable aléatoire discréte X a valeurs dans
N, la série entiere Y P (X = n)z" associée a la suite (P(X = n))pen-

Remarque 15.2 — Polynémes et séries entiéres

Un polyndme de C[X] peut considéré comme une série entiére associée a une suite nulle
a partir d'un certain rang. Réciproquement, on peut considérer audacieusement les séries
entiéres comme une généralisation des polyndmes.

Rappelons la formule de Taylor pour un polyndéme de K[X], en tout a € C :

< PM(a) (X—a) (c’est une somme finie car P™ est le po-

P(X) = ; .y lynéme nul pour n > deg(P)).
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Définition 15.3 — Série entiére de Taylor d’une fonction ¢

Soient a € R, r > 0, et f une fonction de classe €* sur Ja—r ; a+r[.
On appelle série entiére de Taylor (ou Taylor-Mac Laurin) de f en a la série

s N . £ (a)
entiére associée a la suite [ —— .
n! neN

Remarque 15.3 — Le cceur du probléeme.

Le mathématicien Lagrange, a la fin du XVllle siécle, avait postulé que, comme pour les
polynémes, toute fonction € est somme de sa série de Taylor, mais Cauchy a prouvé que
¢’était beaucoup plus compliqué que ca... La résolution de ce probleme fait I'objet de ce
chapitre, avec I'utilisation des fonctions développables en séries entiéres .

2. Rayon de convergence d’une série entiére

On va montrer que pour une série entiére > a,z", il existe R, dans [0 ; +0o[U{ 400}
pour lequel

si |2o] < Ry, la suite (anzg)neN est sommable, donc > a,z" converge ab-
solument ;
si |z;] > Ry, la suite (anzf) n’est méme pas bornée, donc Y. a,z"

neN
diverge (grossiérement).

(anzg) o est sommable ~ ” %

+

z1
X

N

n B}
(an21 ) . st non bornée

ae




Chapitre 15. Séries entiéres

2.1. Lemme d’Abel, définition du rayon de convergence, cercle d’incer-
titude

Proposition 15.1 — Lemme d’Abel

Soit p €]0 ; +o0[ tel que la suite (a,p™), ey Soit bornée.
Pour tout z € C vérifiant |z| < p, la suite (a,2™),cy est sommable.

Proposition 15.2 — Existence du rayon de convergence
Soit Y} a,z" une série entiére.

(1) L’ensemble I des réels p pour lesquels la suite (a,p™),cy est bornée est
un intervalle de [0 ; +oo[ contenant 0. La borne supérieure de I dans
[0 ; +oo[ U {+00} est appelée rayon de convergence de la série entiére,
on la note R,, ou R s’il n’'y a pas d’ambiguité.

(2) Ce rayon vérifie les propriétés suivantes :

= si|z| <Ry, alors Y. a,z" converge absolument (encore vrai si R, = +00),
donc Y a,z" converge, la suite (a,z"),cy tend vers 0, et a fortiori est
bornée;

= si |z| > R, alors la suite de terme général a,z" n’est pas bornée, donc
elle ne tend pas vers 0, la série Y a,z" ne converge pas, et encore
moins absolument.

Exemples 15.2.
(1) Le rayon de convergence de Y z" est 1 et
+00 1
Vz€B,(0,1)={z€C|lz| <1}, D 2" = :
- 1—2

(2) la série entiere )’ > a pour rayon de convergence +oo et pour somme la fonction
exponentielle.

+00
(3) les séries entieres Y (—1)"

(2 T ont aussi pour rayon de convergence
=0

400, et pour sommes respectives cos(x) et sin(x).

(2 +1)'
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Définition 15.4 — Disque et intervalle de convergence

Soit Z a,z" une série entiére, et R son rayon de convergence.

= SiK=C, B,(0,R) = {z € C| |z] <R} est appelé disque ouvert de conver-
gence de la série entiére, et le cercle {z € C||z| =R} est appelé cercle
d'incertitude de la série entiere ;

= si K = R, ]—R ; R[ est appelé intervalle ouvert de convergence de la
série entiere.

Exemple 15.3. Le cercle d’incertitude, qui se résume aux bornes —R et R dans le cas réel,
porte bien son nom, car les séries entieres 3} x", 3. 2x", 3. %x”, et ) > x" partagent le
méme rayon de convergence R = 1, mais ont des comportements différents aux bornes :
la premiére converge simplement sur ]—1 ; 1[, la deuxiéme sur [—1 ; 1[, la troisiéme sur
1-1; 1], et la quatrieme sur [—1 ; 1].

Proposition 15.3 — Décalage des indices et rayon de convergence

Pour tout p € N et toute suite (a,),cy, les séries entieres Y a,z", > a,,,z" et
Y. a,_,2z" ont méme rayon de convergence.

G
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2.2. Premiéres méthodes de calcul du rayon de convergence

Méthode 15.1 — Calcul du rayon de convergence
Pour calculer le rayon de convergence R d’une série entiere > a,z", on s'intéresse aux
quatre propriétés suivantes :

- le caractéere borné de (a,z") ey ;

- le fait que lim a,z" =0;
n—+00

- la convergence de Y a,z";

n
- la convergence absolue de Y’ a,z".

= Sj pour z, € C, I'une de ces propriétés est vérifiée, alors 2, est dans le disque (fermé) de

convergence, donc |z5| <R;
et sil'une de ces propriétés n’est pas vérifiée, alors z, n’est pas dans le disque de conver-

gence, donc R < |zg].
= Soit a €]0 ; +oo],
® sil'une de ces propriétés est vérifiée pour tout z € [0 ; a[, alors [0 ; a[ est dans le
disque de convergence donc a <R,
® sil'une de ces propriétés n’est pas vérifiée pour tout z € Ja. ; +oo[, alors Ja ; +oo[
est hors du disque de convergence, donc R < a.

Exercices 15.1.

1. Déterminer le rayon de convergence de )’ a,z*" sachant que >_a,z" a pour rayon de
convergence R.

2. Montrer que si Y. a,r" est semi-convergente (c’est-a-dire convergente mais pas abso-
lument convergente), alors le rayon de convergence de ) a,z" est |r|.
. . P ‘s —1)"
Qu’en déduire pour la série entiere Y %z“ ?

Méthode 15.2 — Pour se ramener a une série a coefficients réels
Les séries entieres > a,z" et D |a,| x™ ont méme rayon de convergence.

Exercice 15.2. Déterminer le rayon de convergence de )| (1—}2’) 2"
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Méthode 15.3 — Utilisation de la régle de D’Alembert
Pour tout tout réel x strictement positif, s'il ne s’annule pas on note u,(x) le terme général

de la série entiere, et on cherche lim |“2&)|
n—+oo Un(X)

Quand cette limite £(x) existe, elle est positive, et 'étude des cas £(x) < 1 et £(x) > 1 selon
les valeurs de x nous donne la valeur du rayon de convergence.

n! 3n+1

220, /(2n)!

Exercice 15.3. Donner le rayon de convergence de )’

Proposition 15.4 — Comparaison des rayons de convergence

(1) Sia,=0(b,), alorsR, =Ry ;

(2) sia, ~ b,, alors R, =R,.

Exercices 15.4.

1. i@ Soit F une fraction rationnelle non nulle et définie sur N.

Montrer que le rayon de convergence de la série entiére > F(n)a,z" est le méme que
celui de la série entiere Y’ a,z".

2. Donner le rayon de convergence de >’ 1n (cos (%)) x™.

ae
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2.3. L'exemple de la série génératrice d’'une variable aléatoire

Proposition 15.5 — Séries génératrices des lois usuelles

(1) Pour toute variable X a valeurs dans N, le rayon de convergence de la
série génératrice Y ,P(X = n)t" est au moins égal a 1, on note sa somme

Gx(t) = JFXO]O P(X=n)t".
n=0

1 b
(2) Si X = %4, alors pour tout t € R, Gx(t) = Fy—] r;a t"
(3) Si X — AB(n,p), alors pour tout t € R, Gx(t)=(1—p+ pt)".
t
(4) Si X — ¥%(p), alors pour tout |t]| < ﬁ, Gx(t) = ﬁ

(5) Si X< @ (1), alors pour tout t € R, Gy(t) = =1,

\ J

2.4. Conséquence des opérations sur les séries entiéres sur le rayon de
convergence

Proposition 15.6 — Combinaisons linéaires de séries entiéres

(1) Pour tout scalaire A # 0, le rayon de convergence de » ,(Aa,)z" reste R,.
n a

(2) Le rayon de convergence R, de la série entiere Y (a, + b, )z" vérifie

Rs = min(Rast) si Ra 7é Rba
R, >R, si R, =R,

+00 +00

Exemple 15.4. Les séries entieres 2(—1)”(;‘; et Y. (—1)" (2";:), ont pour rayon de
n=0 ’ n=0 ’

convergence 400, et pour sommes respectives cos(x) et sin(x).
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( !

Proposition 15.7 — Produit de Cauchy de deux séries entiéres

Le produit de Cauchy des séries entieres > a,z" et Y. b,z" est la série entiere
n
> ppz" ol p, = . agb,_i pour tout n € N.
k=0
Le rayon de convergence R, du produit de Cauchy de > a,z" et Y} b,z" vérifie
R, = min(R,, Ry).
Pour tout z € K vérifiant |z| < min(R,,Rp)

(fa”zn) " (2 b"Z") ) (Zn]akbn_k) "

n=0 n=0 \ k=0

Exemple 15.5. La série entiere > (n+1)z" a pour rayon de convergence 1 et pour somme

2 — ﬁ, car c’est le produit de Cauchy de > z" par elle-méme.

Exercice 15.5 — Oral centrale.
On considére la suite (a, ),y définie par

n

ao=1, et VneN"*, an+Z

Montrer que le rayon de convergence de Y a,x" est supérieur ou égal a 1, et que sa somme

2

est x — i
+00 +00 +00 n—q

Remarque 15.4 (Zanz”) X (Z bnz") = Z (Zakbn_k) z".
n=p n=q n=p+q \ k=p

Proposition 15.8 — Séries entiéres dérivée et primitive

Les séries entiéres Y. a,z", Y. na,z" ! = Y.(n+ 1)a,;12",

§ an n+1 an-1 n A
aimsli que n 12 = —z", ont méme rayon de convergence.
n n

Autrement dit, dériver ou intégrer terme a terme une série entiére ne change
pas son rayon de convergence.

ae
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3. Régularité de la fonction somme d’une série entiére

Soient (a,),ey et (b,),ey dans RY dont les rayons de convergence R, et Ry, des séries
entiéres correspondantes sont non nuls.

+00 100
Onnote S, : x— > a,x", Sy :x— Y. b,x" leurs sommes respectives.
n=0 n=0

Proposition 15.9 — Convergence normale sur tout segment de l'intervalle
de convergence

La série entiére )_a,x" est normalement convergente sur tout segment inclus
dans l'intervalle de convergence ]—R, ; R,[.

3.1. Continuité et intégration terme a terme

( )

Proposition 15.10 — Intégration terme a terme d’une série entiére

La somme S, est continue sur ]—R, ; R, [, et

X /400 +00 a
Vx e€]-R, ; R,[, a,t" |dt = T xtt

\ J

Exercice 15.6. En remarquant que Vx € ]—1 ; 1]\ {0}, m = fol(l + x)'d t, montrer

que x — est développable en série entiere sur ]—1 ; 1[, et préciser ses coefficients

_x
In(1+x)
sous forme d’une intégrale.

3.2. La somme d’une série entiére réelle est ¥ sur son intervalle de
convergence

Corollaire 15.11 — Dérivation terme a terme d’une série entiére

La fonction somme S, est de classe €* sur ]—R, ; R,[.
De plus, pour tout p e N et x € ]-R, ; R, [,

() — _m n—p _ \tTp) n
SP(x)= n:Ep o _p)!anx n:EO o X"

(p)
sl _ S¢(0
En particulier, a, = ol

\ J

pour tout p € N.
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Exercice 15.7 — Oral CCINP (MP).
ch(v/x) six>0,

Montrer que la fonction x — { 1 six =0, est €™ surRR.

cos (vV—x) six <0,

3.3. Unicité des coefficients d’'une série entiére

Corollaire 15.12 — Unicité du développement en série entiére

Siles sommes S, et S;, sont égales sur un intervalle ]—a ; a[, avec a > 0, alors
pour tout n €N, a, = b,,.

Remarque 15.5
Ce résultat déja connu pour les polyndmes se prolonge donc aux séries entiéres!

Exercice 15.8 — Extrait d’oral CCINP.
On considere la suite (a,),cy définie par ay = a; = a, = 1, et pour tout n €N,

ani3 = 2an+2 —dp4r + zan'
1. Montrer que ) a,x" a un rayon de convergence R=> 1

_ _x=1
Montrer que pour tout x € :I 253 [ 2 a,x" = et

2. ATlaide d’'une décomposition en éléments simples, donner pour tout n € N I'expression
de a, en fonction de n.

Proposition 15.13 — Série génératrice, espérance, variance

(1) La série génératrice Gy d’une variable aléatoire X est € sur ]—1 ; 1[, et
la loi de X est caractérisée par sa série génératrice.
Gy(0)
n!
(2) Si Gy est dérivable en 1, alors X admet une espérance, et dans ce cas

E(X) = G,(1).

(3) Si Gy est deux fois dérivable en 1, alors X admet une variance, et dans ce
cas,

Plus précisément, pour tout n € N, (X =n) =

V) = GJ(1) + Gy(1) — (G4()°.

J

ae
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3.4. Cas de la variable complexe

Proposition 15.14 — Continuité de la somme d’une série entiére d’'une va-
riable complexe

La fonction somme d’une série entiére d’une variable complexe est continue
sur son disque de convergence.

(On verra les détails dans le chapitre sur les fonctions vectorielles.)

4. Développement d’'une fonction en somme de série
entiere

4.1. Fonction développable en série entiére

Définition 15.5 — Fonction développable en série entiére

On dit que f est développable en série entiére en x s’il existe un intervalle
non vide centré en x, sur lequel f est la somme d’une série entiére.
Autrement dit, s’il existe une suite (a,),cy, et @ €]0 ; +oo[ tels que

+00

Vxelxg—a; xq+al, f(x)zZan(x—xo)“.

n=0

Remarques 15.6
= En général, on s’intéresse aux fonctions développables en série entiére en 0.

= [es combinaisons linéaires de fonctions développables en série entiére en x, sont déve-
loppables en série entiére en x,, grace aux opérations algébriques sur les séries entiéres
(prop 15.6);

= un produit de fonctions développables en série entiére en x, est encore développable
en série entiére en x, par le produit de Cauchy des séries entiéres (prop 15.7).
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4.2. De la convergence de la série de Taylor d’'une fonction

Proposition 15.15 ‘

Si une fonction f est développable en série entiére en 0, alors
= la fonction f est € sur un voisinage de 0,

= la fonction f est la fonction somme de sa série de Taylor en 0.

Remarque 15.7 Attention, la réciproque est fausse, toute fonction € sur un voisinage de
0 n’est pas développable en série entiére en 0.

1
Exercice 15.9. Montrer que la fonction f : x — e+ est prolongeable en une fonction f
€ sur R, dont toutes les dérivées successives s’annulent en 0.

En déduire que f n’est pas développable en série entiére en 0.

Remarques 15.8

w= Soit f une fonction €% sur un intervalle I = ]—R ; R[ dont toutes les dérivées sont
bornées sur I, alors I'inégalité de Taylor-Lagrange nous donne pour tout n € N et tout

xel
$590 )| I s
|f(X)— (ko m x")‘ S o

Ainsi, pour prouver que f est développable en série entiére en 0, il suffit de montrer

que :
” o
Vxel, lim +—%2 |x|"* =0.
n—+oo (n+ 1)!
+00
= Sif:x— Y a,x" estune fonction paire (resp. impaire) alors a,,,; = 0 (resp. a,, = 0)
n=0

pour tout n € N.

ae
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4.3. Développements en série entiére usuels

Proposition 15.16

A partir de la somme de la série géométrique : pour tout x € ]-1 ; 1J,

1 +00 +00 1
= i 1 ]_ —_ = — —x
L3 "1-x)=-3 %
n=0 n=1
+00 +1 I
(-1r 1
1n(1+X):ZTXn mzZ(—l)"xZ”
n=1 n=0
+00
(_1)11 2n+1 1 I+x & 1 2n+1
arctan(x) = Z) mx 2 In — || = HZ:O X
"~ = argth(x)

A partir de la somme de la série exponentielle : pour tout nombre com-
plexe z, et tout réel x :

+00

1 +00 1 +00 1
_ _ 2 _ 2n+1
=2 o GlE= Z 4 2n)! Lo Sk Z < 2nt B

n=0
—1)\n 1 n
cos(x) = Z ((2 ; x2 sin(x) = Z (2(n +)1)| x2tl

Fonction puissance (ou série binomiale) : soit a € C,

pour tout x € ]_1 ;1 [’ procédé mnémotechnique

N /T/%
(1+x)a=1+Za(a_1)”’;'(a_n+1)x" 22(:))("
n=1 : n=0
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Remarque 15.9 — Coefficients binomiaux généralisés :
dans I'expression de la série binomiale, on utilise la notation des coefficients binomiaux
généralisés :

n—1
l_[(a_l) 1, Sin:O,
a i=0 L
YVaeC, VneN, ( ):—': a, sin=1,
n n! ala—1)-(a— n+1) sin>2.

nl
En particulier, pour tout entier naturel p, et x € ]—1 ; 1[,

1 o +o00 —p—l .
G = () 1=Z( ) )(—x)

n=0

et

n—1 n—1
—p—1 _g(—p—l—l)_(—l)"g(p+1+l)_ (o) mtp
- | - | (=1 pin! =1
n n! n! n! p

1 & m+p . . 3 /n .
o= e =3 (7)

n=0 n=p

ot I'on retrouve la formule du bindme négatif.

Exercice 15.10. Montrer que pour tout x € ]—1 ; 1[,

+o 1NN (2n)
arcsin(x)=2(z) T:_lxz"*l.

n=0

628
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Les preuves et les corrections

Une preuve de la proposition 15.1 énoncé

Soit z € C tel que |z]| < p, autrement dit z € B,(0, p), alors pour tout n € N,

a,z" =a,p" x (E)n,
p

or la suite (a,p™),cy est bornée, donc

()
a;z"= 0 — .
n—+00 P

n
Comme la suite géométrique de terme général )| (%) est sommable (car [£| < 1), on en
déduit par le critere de majoration que (a,z"),cy est sommable, c.qQ.F.D.
Une preuve de la proposition 15.2 énoncé

(1) Sipel, alors [0; p] CI, carsire[0;p],alors |a,r"| = |a,| ™ < |a,|p", or (@,p™)pey
est bornée, donc (a,r™),cy est aussi bornée, et r €1.
(2) Les deux points suivants sont pour le premier la conséquence du lemme d’Abel, et

pour le second, par définition du rayon de convergence R, la suite (a,2z"),cy n’est pas
bornée, donc ne peut tendre vers 0, d’ot1 la grossiére divergence de la série ) a,z".
n

Une preuve de la proposition 15.3 énonceé
Pour tout z € C* et tout p € N, la série Zanz” converge si, et seulement si, la série
2. a,,2"*P converge.

Or

n+p D n n
a,. .2 =z xa, . z"= O (a b4 )
n+p n+p oo L MHP >

et comme z # 0 on a aussi

a,,,2" = la g = 0 (a z'“'p)
n+p %P n+p oo n+p
. . . n+p . . . n
Ainsi la suite (a,H_pz )neN est sommable si, et seulement si, la suite (an+pz )neN, Donc

ces deux séries entieéres ont méme rayon de convergence.
On déduit de ce résultat que les séries entiéres Y a,_,2" et Y ag,_p)p2" = D, a,2" ont aussi
méme rayon de convergence.
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Une correction de 'exercice 15.1 enoncé
(1) Notons R’ le rayon de convergence de Y. a,z*".

w Sig e [0 ; \/ﬁ[, alors |zz‘ < R, donc par définition du rayon de convergence R,
> a, (22)" =3 a,z*" converge, ainsi R’ > vR.
= Sige ] VR ; +00 [, alors {z2| > R, donc derechef par définition de R, Y. a, (22)" =
> a,z" diverge grossiérement, ainsi R’ < vR.
n

(2) Notons R, le rayon de convergence de Y’ a,z*".
Si > a,r" est semi-convergente, alors

= >'a,r" est convergente, donc R,

=r;
= >|a,r"| est divergente, donc R, <r;

donc R, =r.
Une correction de 'exercice 15.2 enonce
.\ n .|n
On pose pour tout n €N, a, = (1—}2‘) , alors |a,| = 1—}2‘ =1, et le rayon de convergence

de > la,|z" =Y 2" est 1, donc le rayon de convergence de Y a,z" est aussi 1.

- J

Une correction de l'exercice 15.3 énoncé
Si on pose, pour tout x > 0, u,(x) = #ﬁxwﬂ, alors
Up(x)| n+1 1 3 n 1 3 (x)3
= X Xxx> ~ —x—xx>=[=],
() 4 J@n+2)(n+1)  nre4 s 2n 2

donc

= s (3)3 < 1 clest-a-dire x < 2, la série converge, donc son rayon de convergence R
vérifie R = 2,

w= et si x > 2, la série diverge, donc R < 2,

par conséquent R = 2.

\ J

Une preuve de la proposition 15.4 énoncé

Comment démontrer que R, = R, ? Le principe en est le suivant : on prend r < R,
(remarquer l'inégalité stricte pour pouvoir affirmer la convergence absolue de la série
> b,2") et on montre la convergence de )’ |a,|r", dont on déduit que r < R,, donc que
[0;Ry[ < [0;Ry[.

(1) Si a, = O(b,), supposons que 0 < r < Ry, alors a,r" = O(b,r"), mais la série

ae
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> |b,|r™ est convergente, donc par domination la série Y. |a,|r" aussi, d'ot r < R,.
Ainsi [0 ; Ry[ € [0 ; R,[, et par conséquent R, <R,,.

(2) Si a,~Db, alors en particulier a, = O(b,) et b, = O(a,), d’ol par le premier point,
Ra == Rb-

- J

Une correction de 'exercice 15.4 enonce
(1) Comme F est une fraction rationnelle, il existe a € C*, et B € Z tels que F(n) ~ anP
n—-+oo

I’

donc F(n)a, ~ o xa,nP.
n—+00

Donc Y F(n)a,z" a méme rayon de convergence que Y. anPa,z", qui est égal a celui de
> nPa,z" car a #0.

Montrons & présent que Y. nf’anz" et Y a,z" ont le méme rayon de convergence, pour
cela notons b, = na,, puis R, et R, les rayons de convergence respectifs de Y. b, z" et

> b,x.
=2Sip=0: alors b, =a,, donc R, =R;.
=2>Sip>0: alors

- = O(b,), donc R, = Ry;

- [ pour tout x € ]0 ; R,[ , prenons r € ]x ; R,[.

Alors
X n
b,x" =nPa,x" = (a,r") x (nrj (—) ) — 0,
r n—+00
a,r" — 0 puisque r <R;
car

nP ( ) — 0 par croissances comparées vu que ‘ ‘ <1,

donc x€]0;R;] |

On a montré que tout x de ]0 ; R,[ est dans ]0 ; R, ], autrement dit 'inclusion
10; R,[ € ]0; Ry], qui prouve que R, < R;.
On a donc prouvé que si f > 0, alors R, =Rj,.
2> Sip <0: alors d’aprés le raisonnement précédent, comme —f > 0, les séries en-
tieres Y a,z" = > nPx (nﬁan) ety (nﬁan) z" ont le méme rayon de convergence,
C.Q.F.D.

(2) De ’( D" <1 1)

<2, 0n déduit que ~— _)—ﬂ;O, donc que
-1)" 1 -1m\? -Dm\?
cos ) = 1-=-x (1) +o0 1) =1_i+0 l ,
n n—-+00 2 n n 2n? n?
17/31
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etIn(1+0) DNOD nous donne

(-1)" 1 1
ln(cos( 3 ))nﬁiwln(1+[—ﬁ+o(§)])
1 1 1
n—too [‘z—nz +o (E)] oo 22

Ainsi Y In (cos (%)) x™ a méme rayon de convergence que » (—#) x™" et d’aprés

—ﬁ étant de la forme F(n) ol F est une fraction rationnelle,

la premiére question,

> (—#) x™ a le méme rayon de convergence que Y. x", c’est-a-dire 1.

Une preuve de la proposition 15.5 énoncé

(1) On sait que la suite de terme général P(X = n) est sommable (et de somme 1), donc le
rayon de convergence de la série entiére correspondante est supérieure ou égale a 1.

(2) Dans le cas ot X — %[}, comme dans tous les cas ol X est une variable finie, la suite
des P(X =n) est nulle & partir d’'un certain rang, donc elle définit une série entiére de
rayon de convergence +00.

Pour tout réel ¢,

+00 b 1
Gy(t)=)> PX=n)t"= —t"
(0= PR=mt" =D o

n=0 n=a

1 b
=——— ) t"
b—a+1n2::a

(3) Comme dans le cas précédent, si X — %B(n,p) le rayon de convergence est +oo, et
pour tout réel t,

+00 n
Gx(t) = ;P(x= k) tk = ,; (Z)pk(l —p) Ttk
Y " k n—k n
ZZ( )(P”) (1-p)"*=0-p+p0).
k=0 k

(4) Dans le cas ou X — ¥(p), avec p € 10 ; 1[, la suite de terme général P(X=n)t" =
1% ((1 = p)t)" est sommable si, et seulement si, |(1— p)t| < 1, donc si, et seulement

si, |t] < ﬁ. Donc (gréce au « si, et seulement si, »)le rayon de convergence de las

série entiére définie par la suite de terme général P(X = n) est ﬁ.

ae
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Pour tout réel t tel que |t] < ﬁ :

+00 +oo =
P(X=n)t"=ptx y (1-p)t)" " =ptx D ((1-p))"
n=1 n=1 n=0

T 1-(1-p)t

(5) Dans le cas ot X — 22 (1)), avec A > 0, la suite de terme général P(X=n)t" = e‘“xn—?n
est sommable pour tout réel t, car on reconnait une série exponentielle de somme

Gy(t)=e x et =eMt=D),

Une preuve de la proposition 15.6 énoncé

(1) Si A € K*, la suite (a,r"),ey est bornée si, et seulement si, la suite (Aa,r"),ey l'est;
ainsi le rayon de convergence de Y A\a,z" est le méme que celui de > a,z";

(2) si|z] < min(R,,Rp), les suites de termes généraux |a,|r" et |b,|r" sont bornées, donc
la suite de terme général (a, + b,)z" est, grace a I'inégalité triangulaire, bornée aussi,
d’olt R, = min(R,,R;), et on retrouve la linéarité de la somme de séries convergentes
classique.

Si les rayons R, et R;, sont distincts, par exemple R, < R, alors pour tout r € IR, ; R, [,
> a,r" diverge, et >_ b, " converge, donc Y .(a, + b,)r" diverge, d’ott R; < min(R,, R;),
et I'égalité annoncée est démontrée.

Une preuve de la proposition 15.7 énoncé

Le produit de Cauchy des deux séries entiéres > a,z" et > b,z" est la série de terme général

n n
w, = Zakzk X b, 2"k = (Z akbn_k) 2",

k=0 k=0

n
ol I'on retrouve la série entiere Y p,z" avec p, = Y. a;b,_.
k=0

Si |z| < min(R,,R;), les séries entieres Y a,z" et Y. b,z" sont absolument convergentes,
donc la série produit (de Cauchy) I'est aussi et la formule finale est la conséquence du
résultat général sur le produit de Cauchy.




Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

Une correction de I’exercice 15.5 énoncé

= On montre par une récurrence forte que pour tout n €N, |a,| < 1.

® Aurangn=0, |ag|=1<1.
@ Soit n € N¥, supposons que pour tout k € [0 ; n— 1], |a,| < 1, alors au rang n,

n
an—k__
@t S =0
k=0
n

an—k
= a=a-3

k=1
1 1 a,_k
= =30
k=1
Ainsi
1gha, | 11
lagl = |-= Y = <S> —ay
2k=1 k! 2k=1 k!
141 R 3
< 2.7 (par hypothese de récurrence)
=1
101 1(1 <1
<-)» —=—(e!-1)<1. cqQF.p.
2 k! 2 Q

.

=1

= On déduit de cette inégalité que le rayon de convergence de la série entiére associée a
(an)nen est supérieur ou égal a 1.
w Notons f la somme de cette série entiere, définie donc au moins sur ]—1 ; 1[.

Alors pour tout x € -1 ; 1],

+00 +00
f(x)zZanx"=1+Zanx”
n=0 n=1

+00 n
=1- Z (; %) x™ (par I’hypothése de I’exercice).

n=1

Or la série entiere > %x” est la série exponentielle, elle a pour rayon de convergence
+00, donc le produit de Cauchy de cette série par D a,x" est au moins 1, et pour tout
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xe]-1;1]

On en déduit donc que
fOx)=1-(f(x)e* —1)=2—f(x)e",

ce qui donne

fl= e*+1

Une preuve de la proposition 15.8 énoncé

Il suffit d’appliquer le résultat établi dans la premiére question de I'exercice 15.4, et d’ob-

server la remarque sur le décalage des indices :

= Par décalage d’indices, Y a,z" et Y.a,,12" ont le méme rayon de convergence, et on
montre comme dans la premiére question de I'exercice 15.4, que Y. a, 12" et D.(n+
1)a,,12" (en multipliant par n+ 1 = F(n)) ont le méme rayon de convergence.

= De méme, (en multipliant par F(n) =n) >_ %z” a méme rayon de convergence que
> a,_12", qui par décalage d’indice a méme rayon de convergence que Y. a,z".

J

Une preuve de la proposition 15.9 énoncé

Pour tout n € N, notons f,, : x — a,x".
Tout segment K inclus dans ]—R, ; R,[, est inclus dans le segment [—a ; a], en posant

o = sup |x|.
x€K

De plus, je laisse le lecteur se convaincre de ce que ||f,] = la,| a™.
Mais comme a € ]-R, ; R,[, on sait que la série >.|a,|a" est convergente, donc

S fnllg“;“] converge, ce qui achéve la démonstration.

[—a;a
e
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Une correction de l'exercice 15.6 énoncé

w Pour tout t € [0 ; 1], on sait grace au développement en série entiére de la fonction
puissance que

Vxel-1;1[, 1+x)f=1+tx+

J— +OO — “ e —
t(t2 1)x2+2t(t 1)---(t n+1)x”

|
= n:

+00 t t 1 n—1
an:c:) (n)x , avec (n) = n_!g(t — k).

= Fixons x € ]-1 ; 1[, et notons u,,(t) = (;)x” pourtoutneNett€[0; 1].

® Pour tout n €N, la fonction u,, est continue sur [0 ; 1];
® pour tout n € N*,
aQ-t)--(n—1-1) (n—1)

t n
Veel0; 1], fu(0)l = - xl" <

x|" < x|

donc
||un||£2;11 < |x|", (ce qui reste valable pour n =0).

Or |x| < 1 donc la suite géométrique (|x|™),cy est sommable, d’ol, par domination,
la série de fonctions > u,, est normalement convergente sur [0 ; 1].

On en déduit par le théoréme d’interversion série-intégrale que

1 1 400 ¢ +00 1 ¢
f(l—l—x)tdtzj Z( )x"dtzZ(J ( )dt)x"
0 0 n=0 n n=0 0 n

Hoo L e AN rp (au cas ot I’expression (‘) dé-
1 1 n
=1+Z(J t(t—1)---(t—n+ )dt)
n=1 0

x™ stabiliserait le lecteur dans le

n! N , ,
cas ol t n’est pas un entier)

En bref, et pour répondre aux exigences de I'énoncé, on obtient que pour tout x €
1=-151],

+o0o 1
t
k
g(x) E ax", avec a; L (n)

k=0
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Une preuve de la proposition 15.11 énoncé

s

=

Pour tout n €N, la fonction f,, : x — a,x" est €*° sur R;

pour tout p €N, on sait d’aprés la proposition 15.8 que > fn(P) est une série entiére de
méme rayon de convergence que Y. a,x", c’est-a-dire R,,. De plus, d’aprés la proposition
15.9 que Y. £ est alors normalement convergente sur tout segment de ]—R, ; Ry[.

On peut donc appliquer le théoréme de dérivation terme & terme des séries de fonctions
pour conclure que S, est €% sur ]—R, ; R,[, et qu'on peut la dériver terme a terme :

+00 +00
n! n+p)'
VpeN, Vxe]-R,; R,[, Sgp)(x)=2ﬁanx Z ApypX".
n=p n—p) n=0
En particulier pour x =0,

SP(0) = pla, (ne pas oublier que 0°=11)

S(P)(O)
p!

Ainsi, pour tout p €N,

Une correction de 'exercice 15.7 énoncé

qu’elle est égale a la somme d’une série entiére de rayon de convergence
+00, ce qui permet de conclure directement puisque les sommes de séries
entieres sont 6% dans leur intervalle de convergence.

@ Pour montrer que cette fonction est de classe €* sur R, on va montrer

(1). On connait les développements en série entiére de ch et cos, de rayons de convergence

+00 :
Vt eR, ch(t)—Z(zl)'

1 n
cos(t) = Z((z ;' s
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(2). donc par définition de f, pour tout réel x :

= 1 2n oo 1
. n .
’EO @ (vVx) six >0, ngo X six >0,
fl)= 1 six =0, = 1 six =0,
ey +00
-1 m )
Z @ (vV—x)" six<0. Z (2n)' P (—x)" six<O.
+oo
> (211)|xn si x >0, oo
=0 ) .
= ! 1 SiX:O, = { Z: 2n)lxn 51X750,
n 1 3 — O
Z s 1)(;3‘ D xn six <0. S x )
+oo 1

(3). Ainsila fonction f est développable en une série entiére de rayon de convergence +oo,
donc on peut en déduire qu’elle est de classe € sur R.

Une preuve de la proposition 15.12 énoncé

Si les sommes S, et S, sont égales sur un intervalle ]—a ; a[, alors pour tout p € N, SEIP) et
Sép ) sur ]—a ; a[, donc en particulier

(»)
SP(0) _8,°(0) _

VpeN, a,= = '
p: p

P

Une correction de l’exercice 15.8 énoncé

1. On remarque tout d’abord que pour tout n € N, a,,5 + a,,1 = 2 (a,42 +a,), dont on
déduit par récurrence que pour tout n € N,

Apyp +ap = 2"(ay +ag) = 2m,

Montrons que pour tout n € N, il existe un réel M tel que

a, x (%)”‘ <M.
w= Aux rangs n € {0,1,2}, la propriété est vraie avec M = 1.
o (3)"] <1.
n+1
al‘l+1 X (%) ’ < 1:
1\n+2
‘an-!—z X (5)

1\n+3
Apy3 X (E) <1

w= Soit n € N, supposons que

<1

et montrons que

N
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2

1 n+3 1 n+3
= z(an+2+an) X (5) —Qpy1 X (E)
+3 +1
= |2 x 2™ x 1Y —la 1 X 1Y
2 4" 2

1 1 1 n+1
=z -4 3

1 n+3
= (2an+2 QG t 2an) o Y

(avec la re-
marque initiale)

1 1 1 n+1
S 5T 7| (5) (par I'inégalité triangulaire)
11 ; —
<-+-x1 (par hypothése de récur
2 4 rence)
<1, c.QrF.D.

Ainsi pour x = % la suite de terme général a,x" est bornée, ce qui prouve que le rayon
de convergence de Y’ a,x" est supérieur ou égal a %

2. Soitxe}—l 1[,

2°2

+00 +00
S(x) =Zanx” =1+x+x? +Zanx"
n=0 n=3
+o00
=1+x+x*+ Zan+3x”+3
n=0

+o0o
=1+x+x? +Z (2ap45 — Apyq + 2a,) X"

n=0
+00 +00 +00
_ 2 n+2 2 n+1 3 n
=1l+x+x"+2x E QX ~—X E A1 X"+ 2x E a,x
n=0 n=0 n=0

(on a appliqué la linéarité de la somme, car les sommes apparues sont celles
de séries convergentes, vu que |x| < %)

+00 +00 +00
= 1+x+x2+2x2anx” —x? 2 a,x" +2x> E a,x"
n=2 n=1 n=0

=14x4+x24+2x(S(x)—1—x)—x2(S(x) — 1) + 2x3S(x)
=1—x4(2x —x%+2x3)S(x)
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ce qui donne

(1-2x+x2=2x3)S(x)=1-x,

ou encore (2x® — x*+2x —1)S(x) = x — 1.

Or 2x®—x24+2x—1 = (2x —1)(x2+1) (par lecture attentive des questions suivantes),

d’ot1 le résultat voulu pour x dans } 3550

3. La théorie sur la décomposition en éléments simples des fractions nous permet d’affir-
mer qu'’il existe trois réels a, b, ¢ uniques qui vérifient pour tout x € R \ { % } :

x—1 x—1 a bx+d
S(x) = 3 2 = 5 == +— .
2x3 —x?+2x—-1 (2x—-1)(x2+1) 2x—1 x*+1
De plus
a
- [(Zx—l)S(x)]le/zz{ 2 ,doncaz—g.
5
c+bi
- [(xz—l—l)S(x)]Xl-:{ ict __3_1; ,doncc=—Yetb=—;.
21 5 5
Ainsi
v R\ 1 x—1 2 x+3
S —}, =_ — )
X 2 2x3 —x2+2x—1 52x—1) 5(x%?+1)

Pour tout x € ]-1/2 ; 1/2][,

x—1 — x+3 2
P(x) 5(x2+1) 5(2x-1)

2 1 +1( +3) 1
=—-x —(x X ——
5 1-2x 5 1+ x?

2 +00 1 +00
=g X E (2x)" + S (x+3) x E (=)
n=0 n=0

+00 +1 +00 n +00 n
§ :2n n § :(_1) 2n+1 § :3(_1) 2n
= 4 —E;—X + 4 —X + 4 ——?;——X
n=0 n=0 n=0
Donc pour tout x € ]-1/2 ; 1/2[,
+00 n+1 +00 n +00 n
-1 3(—1
S(x)=§ x"—l—g 1 5) x2"+1+2 (s)xzn,

n=0 n=0 n=0
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ainsi par unicité du développement en série entiére sur un intervalle ouvert non vide, on
en déduit en identifiant les coefficients de ces deux séries entiéres que :

2n+1
VneN,a,, = +§(—1)”
2n+2
Qont1 = " + g(—l)n
ce qui se synthétise en :
1 +1 e . T
VneN, a,= 5 (2" + 3cos(n§) + sm(nE)) ,

Oou encore en

VneN, a,=: (znﬂ P D)+ 5 (—i)”))

1 3 1 3 1
=3 (2"*1 + (5 - 5i) i"+ (5 + Ei)(_i)n) :

On aurait aussi pu essayer d’utiliser le corollaire 13.11, en calculant la

P : 2 _ _x+43 ; ™
valeur en 0 des dérivées successives de 53D~ 502+ Mais ¢a me parait
vraiment lourdingue.

" J

Une preuve de la proposition 15.13 énoncé

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Notons pour tout n €N, f,(t) =P(X=n)t".

+00
= On sait que >. P(X=n) =1, or ||fn||£gl;1] = P(X = n), donc la série Y. f, est norma-

lement convergente sur [—1 ; 1]. Comme les f,, sont continues sur R, on conclut que
+00

Gy :t— Y. P(X=n)t" est définie et continue sur [—1 ; 1].
n=0
= Comme le rayon de convergence de cette série est R > 1, alors on sait que sa somme
Gy est bien € sur ]—1 ; 1[, et que

(n)
G0
VneN, PX=n)=—= |( ).
n!

= Les fonctions f, sont €% sur R, et f/(t) = nP(X=n)t""!, donc ||fr{||c[x:1;11 =nP(X =n).

® Si E(X) admet une espérance, alors, >.nP(X = n) converge, donc Y. f, converge
normalement sur [—1 ; 1], donc par le théoréme de dérivation terme a terme, Gy
est €' sur [—1 ; 1], et en particulier dérivable en 1.
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® Réciproquement, si Gy est dérivable en 1, alors

Gx(t) — Gx(1)
t—1

G, (1).

t—1

Or pour t € [0; 1],

— +00 —n = =l
Gx(0) = Gx(1) _ ZIP(Xz n)l1 _t = ZIP(X= H)Z t.
= =0 '

t—1

Pour tout N € N,

Gx(t) — Gx(1)
m—
t—1 t—1

) P(X=n)

Gx(DP(X=n) < Gy(1)

donc la suite de terme général Y. nP(X = n) est croissante et majorée, donc conver-
n=0
gente, ce qui prouve que la série > nP(X = n) converge, donc que X a une espérance.

On en déduit que si X admet une espérance, alors

+00
E(X) = Y nP(X=n)=Gjy(1).
n=0
= SiX? admet une espérance, alors (n?P(X = n)), est sommable, et on sait que (nP(X = n))
aussi (avec n < ”2—"2), donc (n(n — 1)P(X = n)) est sommable.

On en déduit alors comme précédemment que Gy est deux fois dérivable, car
[-1;1]

£ = (n(n - DPX = n)), avec
+00
Gy(1) =Y n(n— DP(X =n) = EX(X - 1)),
n=0
d’ ol

2
V(X) = G(1) + G (1) - (G;((l)) .
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Réciproquement, si Gy est deux fois dérivable en 1, alors elle est au moins une fois
dérivable en 1, et X admet une espérance.

On sait alors que

+00

Vee[-1;1], Gi(0)=> nP(X=n)t"",
n=0

et on s’inspire de la preuve précédente pour prouver qu’alors (n(n —1PX = n)) par
N
majoration de ). n(n — 1)P(X = n).

n=0
On en déduit que X(X — 1) admet une espérance, puis que X admet une variance.

Une correction de l’exercice 15.9 énoncé

w= Tout d’abord x — — ﬁ est €% sur ]—oo ; O[ et ]O ; +oo[, comme toute fraction ration-
nelle sur son ensemble de définition. Puis en composant par I'exponentielle qui est €*

1
sur R, on obtient que la fonction x — e™ +Z est € sur ]—oo ; O[ et ]O ; +ool.
w= Comme —% —— —00, on en déduit que e ¥ 0.

x—0 x—0

Donc la fonction
f R—>R
1
R
. e six #0,
0 six=0,

prolonge notre fonction en une fonction continue sur R.

= De plus, on montre par récurrence que pour tout n € N il existe une fraction rationnelle
F,, telle que pour tout x € R¥,

1

FP0x) =F,(x)e™ .
En posant O = |x—12|, on en déduit que
lim f™(x) = lim Fn(x)e_xi2
x—0 x—0
- 1 -0
= Jim, Foe
=0 (par croissances comparées).

On en déduit grace au théoréme de la limite de la dérivée que f est € aussi en 0, et
que

vneN, f™0)=o.
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= Raisonnons par I'absurde : si f est développable en série entiére en 0, alors on sait
gu’elle est la somme de sa série entiére de Taylor. Autrement dit, il existe un réel a. > 0
tel que

&5 5000)
Vxel]-a;al, f(x)=Zfo”.
n=0 :
Or
vYneN, f™o)=o.
donc

Vxe€l-a;al, f(x)=0,

ce qui est faux, car dés que x # 0, f(x) = e #0.

Une correction de 'exercice 15.10 énoncé
w= On sait que la fonction arcsin est de classe € sur ]—1 ; 1[, de dérivée x — 11 = =
—X
(1-x2)72

Donc par le théoréme fondamental de I'analyse, pour tout x € ]—1 ; 1],

arcsin(x) = aresin(0) + f (1- tz)_l/zd t.
0

= QOr pour tout t € 10 ; 1[,
1+,

—tz} < 1, donc gréce au développement en série entiére de

+oo
-y =8 (),

n=0
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Or pour tout n €N,

(7 GO o)
NGICE )
g )( ) - (2)

= X 1x3x---x(2n—1)

_(—1)”X1><2><3><---><(2n—1)><(2n)

~ 2nnl 2X4 X+ x(2n)
(-D"  (2n)!

= orm < 2l
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= X = X ,

4n nln!  4n n

donc
(1 _ tz)_l/z Z ( 4}1)“ (2:) (—tz)n
n=0
+00

1 (2n) 5
=) —X t".
= 4n n
Enfin, pour tout x € ]0 ; 1[, le segment entre 0 et x est inclus dans l'intervalle de
convergence ]—1 ; 1[ de la série entiere qu'on vient d’obtenir, donc par intégration

terme a terme

arcsin(x) = arcsin(0) + f (1 _ tz)—l/zd ‘

S ()

4n
+00
_ 1 % 2n 1 2+,
— 4" nj)2n+1
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