Chapitre 18. Equations différentielles linéaires

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C; et I est un intervalle de R.

1. Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 18.1 — Equation différentielle linéaire du premier ordre

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre, une équation

du type : -
/ /x( fonctions continues )

(B): ¥y + a(x)y= b (x), coefficient=1)
~_ >

_—

ol a et b des applications continues sur I & valeurs dans K.

On appelle solution de (E) sur I toute fonction f, dérivable sur I, et telle que
pour tout x €1, f/(x)+ a(x)f (x) = b(x).

Remarque 18.1 — Equations normalisées
Dans cette définition, le coefficient de y’ vaut 1, et les fonctions a et b sont continues : on

dit que I'équation est normalisée en y’.
Sinon, une équation de la forme (E) : a(x)y’ + p(x)y + y(x) = 0, se raméne a une
équation normalisée sur les intervalles ol a, 3,y sont continues, et oli a ne s’annule pas.

Les théorémes de ce chapitre sont relatifs a des équations
normalisées a coefficients continus!

Exercice 18.1 — Classe des solutions.

Soit p € N.
Montrer que si a et b sont de classe 67 sur I, alors toute solution sur I de I’équation

¥ +ay =D est de classe 67" sur .
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N

Proposition 18.1 — Théoreme de Cauchy, ensemble des solutions d’une
équation linéaire d’ordre 1

(1) Pour tout (xy, yp) € I X K, il existe une unique solution y de (E) sur I telle
que y(xq) = ¥, autrement dit le probleme de Cauchy sur I constitué de

I'équation différentielle sur I: y’ + a(x)y = b(x),
avec la condition initiale y(xq) = yj.

posséde une unique solution.

(2) L’ensemble #; des solutions de I'équation homogéne (H) : y'+a(x)y =0
est une droite vectorielle, donc si yy est une solution (particuliere) de (H)
sur I, alors

Sy =Vect(yu) ={Ayu | A €K} ={x€l—Ayy(x)}.

(3) Si yy et yp sont des solutions (particuliéres) respectives de (H) et (E) sur I,
alors 'ensemble # des solutions de (E) sur I est

y:yp+yH:{yp+7\.yH | XGK}

(4) Si A est une primitive de a sur I, alors x — e ) est une solution de (H)
sur L.

\

Méthode 18.1 — Résolution d’une équation linéaire homogéne d’ordre 1

= Comme on sait que %, est une droite vectorielle, il nous suffit de trouver une solution
(non nulle) yy; de H pour conclure que #; = Vect(fy).
Sur notre brouillon, tous les moyens sont bons pour trouver yy, de I'ceil nu (comme
pour ’équation y’' = %y, n’est-ce pas ?) jusqu’a l'intégration a la physicienne :
yl’{+ayH=0(=>i—“:—a(:}ln(yH)z—fa(:sze_fa.
H
= En particulier, si x; et x, sont deux solutions de I'’équation (E) avec second membre,

alors x; — x, est solution de (H).

Exercice 18.2. Résoudre I'équation différentielle : x y' = 3y + x.
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Exercice 18.3 — Développement en série entiére de la fonction puissance.

Soit a € C, montrer que pour tout x € -1 ; 1], procédé mnemotechnique

—_———
+00 too
a(a—1)---(a—n+1 a
(1+x)°‘:1+2 ( ) )x” = ()x”
n! n
n=1 n=0

Méthode 18.2 — Recherche d’une solution particuliére de (F)

= [’énoncé permet parfois de deviner une solution particuliere sous la forme d’'une
constante, d’un polynéme, d'un polyndme multiplié par une exponentielle, de com-
binaisons de cos et sin, etc.

= Penser au principe de superposition des solutions.
= [a méthode de variation de la constante : on cherche une solution particuliére de (E)
sous la forme y = A y,, ott A est ¢! sur I, et y, est une solution non nulle de (H). En

remplacant dans (E), on vérifie que y est solution de (E) si, et seulement si, A’ = —, on
Yo
résout cette équation pour obtenir A et en déduire y.

= On peut chercher une solution développable en série entiére.

Exercice 18.4. Résoudre |'équation différentielle y' =2x y +1 (E) en cherchant une so-
lution développable en série entiére.
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2. Primitives des fonctions usuelles : résolutionde y’' = b(x)

Si a est la fonction nulle sur I, alors (E) est 'équation y’ = b(x).

La fonction yy : x — 1 est une solution du systéme homogéne y’ = 0, donc si yp est
une solution de (E) : ¥’ = b(x) (c’est-a-dire une primitive de b sur I) alors I'ensemble
& des solutions de (E) : y' =b(x) surlest & ={yp+C | CeK}.

Sauf indication particuliere, les constantes utilisées ci-aprés sont des nombres com-
plexes.

b(x) d’uenxep;ejzlt?:n 7 intervalle 1
o1 Rsia€eN;
x%, (a#1) w1 ]—00,0[ et ]0,+oo[ sia € Z™ \ {—1};
10 ; +oo[ sia € C\ {Z}.
% In|x| ]—00,0[ et ]O,+oo[
e B (o #£0) %eax-i-[?) R

On en déduit avec parties réelles et imaginaires :
e™ cos(bx +c), ax .
(a,b c() cR3 )ab £0) P (acos(bx +c)+bsin(bx+c)) | R
e sin(bx + ¢),
((a,b,c) €R3, ab #0)

ax

—m(b cos(bx +c)—asin(bx+c¢)) | R

et par combinaisons linéaires :

e +e™™
ch(x) = cosh(x) = — sh(x) = sinh(x) R
eX — X
sh(x) = sinh(x) = — cos(x) = cosh(x) R
1
——— | argsh(x) = ln(x +vx2+1 ) R
x2+1
1
argch(x) = ln(x +4/x%2-1 ) [1; +oo
x2 -1
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sin(x)
tan(x) = —Injcos(x)| | -2+ km; T +kr[ avec k € Z
os(x) 2
cos(x) )
cotan(x) = — In |sin(x)| lkm;(k+1)n[ avec k € Z

sin(x)

1

1+ tan?(x) = tan(x) -2 +kn;Z+kn[aveck€Z
cos2(x) 2 2
1
—1 — cotan?(x) = —— 5 cotan(x) lkm;(k+1)n[ avec k € Z
sin“(x)
1
———— | arccos(x) | ]—1,1
1—x2
1
arcsin(x) | ]—1,1[
1—x?

! tan(x) R
T2 arctan(x
puis par le changement de variable t = 2 :

. 1 X
X2—_|_612, (a eRY) Earctan (E) R

b

2a

A (quand A = b? — 4ac < 0) :

et en posant t =

1 2 . 2ax+b -
arctan
ax2+bx +c 1A /1A
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3. Equations différentielles linéaires scalaires du second
ordre a coefficients constants

Définition 18.2 — Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

w= Une équation différentielle linéaire scalaire du second ordre est une
équation du type

(B):y"+ay +by=c(x), avec (a,b) e K? et c € €°(, K).

= [.’équation homogeéne associée a (E) est (H): y”" +ay’ +by =0.

Exercice 18.5 — Re-Classe des solutions.
Soit p € N. Montrer que si ¢ est de classe 67? sur I, alors toute solution sur I de I'équation
y”+ay’ + by =c est de classe €7*% sur 1.

Exercice 18.6.
Soit p € N. Montrer que si la fonction ¢ du second membre est de classe 6? sur I, alors

une solution quelconque f de (E) sur I est €72 sur I.

Remarques 18.2
(1) Bien noter que la continuité de ¢ sera nécessaire pour les théorémes a suivre !

(2) Comme dans I'exercice ci-dessus, on montre que les solutions de (H) sont € sur R.

L’application y — y” + ay’ + by est un endomorphisme de €*(R,K) est un en-
domorphisme dont le noyau est I'ensemble #; des solutions de (H), qui est donc un
sous-espace vectoriel de € (R, K).

(3) Lien avec les systémes différentiels : avec les notations

Yix o (};,/((f))) A= (_al g), etB:x — (C(g)),

I'équation (E) équivaut au systeme différentiel : Y + AY = B(x).
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\

Corollaire 18.2 — Théoréme de Cauchy, ensemble des solutions d’une
équation linéaire d’ordre 2 a coefficients constants

(1) Pour tout (x¢, yo, y;) € I x K2, il existe une unique solution y de (E) sur I
telle que y(xq) = yo et y'(xy) = y1, autrement dit le probléme de Cauchy
sur I constitué de

I: I'équation différentielle sur I: y” =ay’+ by + c(x),

avec les conditions initiales y(xy) = ¥, et ¥'(xg) = y1.

posséde une unique solution.

(2) L’ensemble %; des solutions de I'équation homogéne (H) : y” =ay’+ by
est un plan vectoriel de 42(R,K), donc si y; et y, sont deux solutions de
(H) formant une famille libre, alors

Sy = Vect(y1,y2) = {7\13’1 + 022 | (A1, Ap) € K2 } -

(3) Si (y1,y,) est un systeme fondamental de solutions de (H), et si yp est
une solution de (E), alors I'ensemble & des solutions de (E) sur I est

S ={yp+Ay1+ Ay | (A, 25) GKz}-

(4) Soient r; et ry les racines du polynéme caractéristique X? + aX + b.
— Sir; #ry, on peut prendre y; : x — e et y, : x — ¥,
— sir; =ry=r, on peut prendre y; : x — e et y, : x — xe™;
— sia et b sont réels, et si r; = a+if avec § # 0, on peut prendre

y1:x —e**cos(fx) et yy : x — e**sin(fx).

Remarques 18.3
Toute base (y;,y,) de ; est appelée systéme fondamental de solutions de (H).
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Méthode 18.3 — Recherche d’une solution particuliére

w Sic(x) = P(x)e*, o P € K[X] et a € K, alors on cherche une solution de la forme
¥y x — xPQ(x)e™, ol Q est de méme degré que P, et p est I'ordre de multiplicité de a
comme racine du polyndme caractéristique X? + aX + b.

Dans le cas oli a est un nombre complexe, on retrouve le cas d’'un second membre
comprenant des cos et sin.

w Hors-programme : la méthode de variation des constantes.

Si (f1,f2) est un systtme fondamental de solutions de (H), on cherche une solution
particuliere de (E) de la forme x — A(x)f;(x) +B(x)f,(x), ol A et B sont des fonctions
vérifiant A’f; + B'f, = 0.

On remplace dans (E), on obtient que A’ et B’ sont solutions du systéme

{ A(x) x fi(x) +B'(x) x fo(x) =0

A'G) X f{() +B'(x) x f(x) = c(x)

on détermine A’ et B, puis on choisit A et B parmi leurs primitives.

Exercice 18.7. Résoudre y” + 4y’ +y =e " cos(t).
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Une correction de l'exercice 18.1 enoncé
Supposons que a et b sont des fonctions de classe 6? sur I, et prenons une solution quel-
conque f de (E) sur I.

w Par définition d’une solution de (E), f est dérivable sur I donc a fortiori continue, autre-
ment dit de classe ¢°.

= Soit k € [0 ; n, supposons que, pour un entier k € [1 ; p], f est de classe €* sur 1.
Les fonctions a, b et f sont (au moins) €* sur I puisque k < p, donc f'=—a x f +b
est aussi € sur I, ce qui prouve que f est de classe €**! sur I.

= On a prouvé par une récurrence limitée que pour tout k € [1 ; pJ, f est ¢**!, donc en
particulier que f est de classe €?*!, sur 1.

" J

Une correction de I’exercice 18.2 enoncé
w Cette équation, que I'on appellera (E), est définie sur R, mais elle a pour forme norma-
lisée
, 3
y—-z-y=1
x

sur ]—oo ; O[ et ]0 ; +oo[.

= Une observation pertinente de cette équation nous donne I'idée de chercher une solution
sous la forme x — ax, oll a €R.
Si on jette cette fonction dans I'équation, on a tout de suite a = —%, donc x — — %x est
une solution de (E) sur ]—oo ; O[ et ]0 ; +oo[.

= [’équation homogéne associée (H) : y’ — % y =0, n’est pas beaucoup plus complexe, on
peut avoir I'idée de lui chercher une solution sous la forme d’un petit mondme (khrhhrhi
hi hi hi...) x — x™.
Au terme d’un calcul de bébé, on constate que x — x3 est solution.

= Comme on connait parfaitement la structure de 'ensemble  des solutions d’une équa-
tion normalisée, on peut conclure tranquille que I'ensemble des solutions de (E) sur
]—o00 ; O, ainsi que sur ]0 ; +oo[, sont

1 3
5’1={x€]—oo;0[-—>—§x+Cx |CeR},
1 3
et #H={xe€]0; +oo[ — —§x+Cx |CeR}.
= Solution sur tout R.

(« analyse ») Si y est solution sur R, alors ses restrictions respectives sur ]0 ; +oo[ ET
]—o0 ; 0[ sont dans ¥ et %, ainsi d’aprés le point précédent, il existe (C;,C,) € R?
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tel que pour tout t € R,

—%x+C1x3 six >0,

y(x)= )
—3X+Cx® six <0,

(« synthese ») Réciproquement, prenons une fonction f définie comme ci-dessus, avec
en plus f(0)=0:
—3x+GCx® six>0,
fixe 0 six =0,
: —%x+C2x3 six <0.
Alors
® f est bien dérivable, et méme € sur ]—oo ; O[ et ]0 ; +00[;
® f tend bien vers 0 = f(0) a droite et & gauche en 0, donc f est ¢° sur R;
143 x® six>0,
® f'(x)= —5+3C2x2 six <0, doncf/(x)—()»—%.
X —>

Le théoreme de limite de la dérivée permet alors de conclure que f est € en 0,

avec f'(0) = —%, donc sur R.

On peut enfin vérifier que
- pour tout x € ]—o0 ; O,

/ 1 2 1 3

xXf (x)=x><(—§+3C2x )=—§x+3C2x
1

=3(—§x+C2x3) +x=3f(x)+x

= méme chose sur ]0 ; +o0o[,
2> enO,

0x f/(0)=0=3f(0)+0,
donc f est bien solution de (E) sur R.

Conclusion : les solutions sur R de ty’ = 3y sont les fonctions f définies par

—%x +Cyx® six >0,
flx)= 0 six=0, ou(Cy,C,)eR2
—%x +Cyx® six<O.

a%e
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Une correction de l'exercice 18.3 énonce
Notons f(x) = (14 x)® = e*"0+%) pour tout réel x > —1. On va montrer que les fonctions
+00

fetS:x— > (*)x" sont solution du méme probleme de Cauchy.
n=0

= La fonction f est € sur ]—1 ; +oo[ comme composée de x — x + 1 qui est € sur
]—1 ; +oo[ a valeurs dans ]0 ; +oo[ par In qui est € sur ]0 ; +oo[, et par 'exponen-
tielle qui est €™ sur R. Donc en particulier f est dérivable sur ]0 ; 1.

De plus, pour tout x € -1 ; 1[,
a
/ _ a—1 _
£ = a1+ = o f )

donc f est solution sur ]0 ; 1[ de I’équation différentielle y’ = —%

1+xv "
w De

a n+1
(n+1)x
a
(x"
on déduit de la fagon usuelle avec d’Alembert que S est la somme d’une série entiére

de rayon de convergence 1, donc qu’elle est € sur ]—1 ; 1[, et a fortiori dérivable sur
105 1[.

n—a

>

= X ~
n+1 n—+oo

Montrons que S est aussi solution de I'équation y’ = ﬁ y.

On va plutét montrer que (1+x)S’ = aS, ca me semble

plus simple.
Pour tout x € ]0; 1[, grace a la dérivation terme a terme de la somme d’'une série
entiere :

+oo a +oo a
(14+x)S'(x)=(1 +x)2 (n)x" =(1 +x)2 (n) nx"t,
n=0 n=1

@ Pour les coefficients du binbme usuels, on connait la formule du pion

ay afa-1 i d b ay (a-1
(1) =5(6m0) audomer i) =o(;%)

mais dans notre cas on va le redémontrer.
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Or pour tout n > 1,

(a) a(a—1)---(a—(n—1))
n =n

n n!
_oa—1)---(a—=(n—1))
N (n—1)
_ >((<>t—1)---(0t—(n—1))
N (n—1)
(a=1)((a—=1)—(n—2)) a—1
= X =a
(n—1)! (n—1)’

d’ol

:+°°a(:j)xn1+:§°'ja(:j)xn
(S )2
—o () ()))

Derechef, si on était avec des coefficients du binébme traditionnels, c’est-a-
dire rien qu’avec des entiers, on saurait I'identité du triangle de Pascal :

(o) lana) = (i)

Mais ici on doit retrouver cette identité.

+00 a—1 i
(1+x)S'(x)=(1 +x)2a( )x”
n=1

a%e
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Or pour tout n € N*,

(a—1)+(a—1) (a-1)(a—-2)-+((a—=1)—(n—1))

n n—1 n!
+((1—1)(a—2)---((a—1)—(n—2))
(n—1)
_(a=1((a=1)-(n=-2))((a=1)=(n—1))
nx(n—1)!
+(a—1)---((a—1)—(n—2))
(n—1)
C(@=D- (=1 = (=) ((a=1)—(n—1))
nx(n—1)!
+(a—1)---((a—1)—(n—2))
(n—1)!
_(@a-1)-((a=1)—(n—2)) X(((a—l)—(n—l))+1)
(n—1) n
_(a=1)(a—1)—(n—2)) y a—n+1
(n—1) n
(a—1)---(a—n+1) o
- n! :(n)'

Par conséquent,

+00
a
1+x)S'(x)=a (1 +Z ( )x”) = aS(x),
n=1 n
donc S est aussi solution sur ]0 ; 1[ de la méme équation différentielle.

+o00
= Comme de plus f(0) =1, et S(0) =1 x 0° + 3 (9)0° = 1, on peut conclure que f et
n=1

S sont solution du méme probléme de Cauchy sur J0 ; 1[, donc qu’elles sont égales sur
cet intervalle.

Alors cette fonction

Une correction de l’exercice 18.4 énoncé

= (Analyse :) soit (a,),cy une suite de réels, supposons que la série entiére > a,x" a un
rayon de convergence R > 0 et que sa somme S est solution sur ]—-R ; R[ de (H).



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

+00
On sait que S : x — Y. a,x" est € sur ]-R ; R[, et qu’on peut la dériver terme a
n=0

terme, donc[ pour tout t € ]-R ; R[ ],

+00 +00
S'(t)=2tS(t) +1 <= Z”ant“_l =2t x Zant" +1
n=1 n=0

+00 +00
= Z(n +Da,1t"=1+ Z 2a,_,t"

n=0 n=1

+00 +00
—a; + Z(n + a1 t"=1+ Z2an,1t"
n=1 n=1

a, =1 (par unicité du développe-
VneN, (n+1)a,.; =2a,_; ment en série entiére)
-2 2 oo 20 =1 .
Qop = 5, X - XX 5% = % (par récur-
— Vp € N, 2P x 2P pl 22Pp1
a =_2 w2 w...x2x1= pl_ 27p rence).
2p+1 2p+1 7 2p-1 3 @p+1)! ~— (2p+1)!

(Synthése :) la méthode utilisant le critere de d’Alembert permet d’affirmer que les
2p _2%pl  opt1 . .

séries entiéres Z Lt et o1y t ont un rayon de convergence infini, donc par

addition la série entlere > a,x" a aussi un rayon de convergence infini.
Sa somme

+00 22pp

S:t—a —t% + 2l =g x et + ¢2ptl

°Zp Z(2p+1)' ° Z(2p+1)'

est donc € sur R, et les équivalences de la partie précédente prouvent que S est
solution sur R de I'équation (E).

= Les fonctions coefficients a : t — 2t et b : t — 1 de (E) sont continues sur R, donc les
solutions de (E) sur R sont de la forme f + Cfy; ol f est une solution de (E), C un réel,
et fi une solution de (H).

On vérifie rapidement que la fonction fy; : t — e est solution de (H), et on déduit du
calcul ci-dessus que la fonction

+00 2
f Z 2 Pp 2p+1
Zizp+1)!

est solution de (E) sur R, donc I'ensemble des solutions de (E) est

+00 2p
t—Cel +Z:itzl’+1 |CeR.
£ (2p + 1))

a%e
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Une correction de 'exercice 18.5 énoncé
Supposons que ¢ est de classe €7 sur I, et prenons une solution quelconque f de (E) sur 1.

w Par définition d’une solution de (E), f est deux fois dérivable sur I donc a fortiori €.

= Soit k € [0 ; p], supposons que, pour un entier k € [0 ; p], f est de classe €*** sur 1.
Alors comme ¢ est 6P avec p = k+1, et f’ est 6%, on peut affirmer que f” = —af’ —
bf + ¢ est 6% comme combinaison linéaire de fonctions %*.

Ainsi f” € €*(1), donc f € €*2(1).

= On a prouvé par une récurrence limitée que pour tout k € [0 ; p], f est €**2, donc en

particulier que f est de classe €P*2, sur 1.

Une correction de 'exercice 18.6 enonce
Supposons que la fonction ¢ du second membre est de classe 6* sur I, et prenons une

solution quelconque f de (E) sur I.
Alors par définition d’une solution de (E), f est deux fois dérivable sur I et vérifie

f"=—af’'—bf +c.

Or les fonctions f’, f et ¢ sont continues sur I, donc f” est continue, et par conséquent f
est de classe 62 sur I.
Supposons que, pour un entier k € [1; p+ 1], f est de classe €% sur I

alors toutes les fonctions de I'égalité f”” = —af’ — bf + ¢ sont k — 2 fois dérivables
sur I, et en dérivant k — 2 fois, on obtient par linéarité de la dérivation

(k) — _q fl—1) _ (k—2) (k—2)
f af bf +c .

or
= f e €*1), donc f* D et f*=2) sont dans €(1),
= etcegPetk—2<p—1,douck?ex(D),
donc f® € €(1)

d’olr f est de classe €**! sur I, c.Q.F.p.

Une correction de l’exercice 18.7 énoncé
Les solutions sont les fonctions

2 3
t— Clet(*zf‘@) + CZet(72+ﬁ) + Ee*t sin(t) — Ee*f cos(t)

avec (C;,C,) € R%
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