Quinzaine de colles 1. Séries numériques

A

w= [ e théoréme sur le produit de Cauchy est trop souvent mal restitué.

Il faut bien comprendre que le résultat principal est :
Si les suites (u,) ey € (Vo)nen SONt sommables, alors la suite

n
3wk est sommable.
k=0 neN

n
Et dans ce cas, la somme des Y. u;v,_; est égale au produit de la
k=0
somme des u, par la somme des v,.
Plus généralement, j'ai trop souvent entendu parler de convergence
de séries la ol les résultats du cours portent sur la sommabilité des
suites!

= Je rappelle que la menace du prof de maths qui se roule par terre est

encore en vigueur! J’ai déja failli la mettre a exécution lorsque des
¢éléves ont écrit

«siu, <, etsi(v,),ey est sommable, alors (u,),cy est sommable. »

Cet énoncé est faux! Par exemple, pour tout n € N*, —1000" < %

et (%)new est sommable, mais (—1000"),cy n’est absolument pas
sommable!

En I’absence des valeurs absolues, la majoration simple de u,, par v,
n’empéche pas u, d’étre trés grand du cété négatif !

Questions de cours 1 Réponses

= (Qu’est-ce qu’une suite sommable ?

= Suites sommables de référence.

= Donner les trois critéres de comparaison pour la sommabilité des suites.

= Convergence de la série du produit de Cauchy de deux séries.

= Donner le critére spécial pour les séries alternées.

(mis a jour le 18 septembre 2024)
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Exercice 1

Nature et somme éventuelle de la série de terme général

in(1- ;)
n(l-—|.
n2

Exercice 2

_1 n
Nature et somme éventuelle de la série de terme général In (1 - 1) ) .

Vvn

Exercice 3
2_
Convergence et somme de la série de terme général (ZHHI—;H)
Exercice 4
] (an—n+1)_

Convergence et somme de la série de terme généra T

Exercice 5
Etudier la nature de la série de terme général

_n? (In(n))"

n n!

Exercice 6

Etudier selon les valeurs des réels a, b, ¢ la convergence de la série de terme
général

a\/ﬁ+b\/n+1+C\/n+2,

et calculer sa somme le cas échéant.
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Exercice 7
2n—k

n
Nature et valeur de la somme de terme général Z Pe TP
= k4(n— k)

-

Exercice 8 — Oral X

Soit pour tout n € N* la fonction f, : x — nx3 +n%x — 2.

1. Montrer que f,, s’annule une seule fois sur R, en un réel que 'on note a,,.
Montrer que (a,), est décroissante et convergente.

En revenant a la définition de a,,, trouver un équivalent de a,,.

Quelle est la nature de la série de terme général a,, ?

A <

Quelle est la nature, en fonction de la valeur de a, de la série de terme

2
général n* (an - ?) ?
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Solutions

Réponses aux questions de cours questions

Qu’est-ce qu’une suite sommable ?

Définition 4.4 Une suite (u,),cy est sommable lorsque )’ |u,| est convergente.

Suites sommables de référence.

Proposition 4.10

w= Pour tout a € C, les suites de Riemann (niu) sont sommables si, et

neN*
seulement si, Re(a) > 1 (rappelons que |n®| = n®¢(®),

= Pour tout z € C, la suite géométrique (z"),cn est sommable si, et seule-
ment si, |z| < 1.

w= Pour tout z € C, la suite (i—’:)neN est sommable.

Critéres de comparaison pour la sommabilité des suites.

Corollaire 4.12

Critére de domination : si a partir d’un certain rang, |u,| < |v,|, alors la
sommabilité de (v,),cy entraine celle de (1) ey-

Critére de domination (bis): si u, = 0O (v,), alors la sommabilité de
n—+00

(Vidnen entraine celle de (1) en-
Critere d’équivalence: si u, ~ v, alors (u,),cy est sommable si, et
n—-+o00

seulement si (v,),cy 'est aussi.

Convergence de la série du produit de Cauchy de deux séries.

Proposition 4.15 Si (u,),cn €t (Vy),en SONt sommables, alors la suite de terme

n
général > wv,_, (appelée produit de Cauchy de (u,),cy €t (Vy),en) €St som-

mable, et
p=0 q=0

Critére spécial pour les séries alternées.

0.8
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Proposition 4.17 Si la suite (u,),cy est alternée, et tend vers O de valeur abso-
+00
lue décroissante, alors Y u, converge, et pour tout entier p, la somme »_ u,
n=p
N
est comprise entre deux sommes partielles consécutives quelconques Y. u,
n=p
N+1
et Y. u,, est du signe de son premier terme u,, et est en valeur absolue
n=p
inférieure a |u

ol

Une correction de I’exercice 1 énoncé

n—+o00
équivalence la sommabilité de la suite, donc la convergence de la
série Y. In (1 - nl—z) Mais ce raisonnement ne permet pas de calculer
la somme de la série.

On va donc revenir a la définition, et partir d’'une somme partielle.

@ On peut remarquer que In (1—%) ~ —niz pour en déduire par

Pour tout n e N*, n > 2,

2 _ _
In (1—%) :ln(nnz 1) ~In (—(n 1312”*”)

=In(n—1)+1In(n+1) — 2In(n)




Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

donc pour tout Ne N*, N > 2,
N 1 N
Zln (1 — —2) = Z (In(n—1)+1In(n+ 1) — 2In(n))
n=2 n n=2

N N N
= Zln(n — 1)+Zln(n+ 1) - ZZID(H)
- N+1n:2 "~

N-1 N
= In(n)+ ) In(n) -2 In(n)
n=1 n=3 n=2

=In(1)+1n(2) + In(N) + In(N + 1) — 2 (In(2) + In(N))
=—In(2)+In(N+ 1) — In(N)

1
= —11‘1(2) +1n (1 + N) m —11‘1(2)

Donc la série de terme général In (1 - %) converge et sa somme

+00
Ezln (1 - %) vaut —2.
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Une correction de l’exercice 2 énoncé

D)

Ici I'erreur courante consiste a vouloir utiliser le critére d’équiva-
_ ﬂ) ~ D (GO
lence, car In (1 ) T A et de remarquer que Y. 7

converge par le critéere spécial des séries alternées, donc de vouloir

en déduire la convergence de Y, In (1 - —(_}H)n )

Or ¢a n’est pas valable car je vous rappelle que les critéres de compa-
raison ne permettent de tirer des conclusions que sur la sommabilité
des suites concernées (autrement dit la convergence absolue des sé-
ries)!

Ici )] % n’est pas absolument convergente, autrement dit la suite

(_(71)") n’est pas sommable, donc tout ce qu’on peut déduire de
v J neN*
_ (=1

I’équivalence est que la suite (ln (1 7
non plus, ce qui ne nous permet pas de conclure que la série diverge
sans valeur absolue.

) ) n’est pas sommable
neN*

Comme % ——— 0 quand n — +00, on en déduit grace au développement

limité

In (1

or :

n—-+oo

1 1
In(1 — _ 2 3 3
n(1+0) = O ;0% +30 +o(0°)

1
=,0-50*+0 (2°)

_(—1)“) _ _(—U“_}(_(—l)“)zm (_(—1)“)3
VA ot yn 2\ Vn v

(-" 1 1
— -—+ 0 =5
n—+o0o  4/n 2n  n—+oo \ n3/2

als P 2 . - —-1)"
= par le critére spécial des séries alternées )’ % converge;;

1

-, L = =

2n

; X % est le terme général d’une série divergente ;

= 0 (#) est le terme général d’'une série convergente car c’est une

n—-+o00

suite dominée par une suite de Riemann sommable.
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. . —1)" P ) 2 . .
Ainsi In (1 - %) est le terme général d’'une série divergente comme
somme de termes généraux de séries convergentes et du terme général d’'une

série divergente.

J

-

Une correction de l'exercice 3 enoncé
On remarque que pour tout n €N, 2n? —n+1=14+n+2n(n—1), donc

(2n2—n+1) _1+n+2n(n—-1) « (1)”

U= T ian nl 3
_G), ( ) L, "= (5)
n! n!

Ainsi pour tout entier N supérieur ou égal a2,
N N 1\ n 1
_ < (3) (‘ "("—1) 5)
D=2

1
(n—1) § (en enlevant des 0
aux sommes)

i

1 2 14
13 | Zal/3 4 201/3 - 2T /3
N e’”+ 3e + 9e 9
On a reconnu et utilisé ci-dessus les sommes partielles de la série exponentielle
de %, on déduit donc du calcul précédent que la série Zu, est convergente et

que sa somme est

+00 14

u, = —e'/3.

L[]

i
o
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Une correction de 'exercice 4 énoncé
Comme dans 'exercice précédent, en utilisant la série gé¢ométrique de raison
% et ses dérivées, et en m’épargnant les détails de rédaction,

N N 1 n N 1 n N 1 n
2e=2(5) 120 (5) e (5)
n=0 n=0 n=0 n=0
N 1\ " 1 N 1 n—1 2 N 1 n—2
Eo(g) +§;)Tl(§) +§n2:(:)n(n—1)(§)

n

1 + 1 1 4 2 2
[N - — - —
N—too 1-1/3 3 (1-1/3)> 9 (1-1/3)°
_ 15
4
Une correction de I’exercice 5 énonce

Avec le critére de d’Alembert, pour tout n € N,

Uny1| _ (n+1)°‘>< (ln(n+1))”>< ln(n+1)'
u, n In(n) n+1
Or
n+1\¢ In(n+1)
( n ) n—-+o0 1 et n+1 n—>+ooO
De plus,
In(n+1)\" In(1+ 1)
(W) = exp (nln (1+W))
Mais
In(1+ 1) 1
In(n) n—+oonln(n) n—+oo
donc
ln(1+%) ln(1+%) 1
" (1 ! W) wThoo TTn(R) -0 MIn()’
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In(1+ 1) 1
nln| 1+ —= — —0

In(n) ms00 In(n) n—+oo

donc enfin

In(n+1)\" LG 0_4
(—ln(n) ) =exp | nln + In(n) S e’ =1.

On peut ainsi conclure que

Upt
Up

0,

n—-+oo

ce qui nous permet de conclure grace au critére de d’Alembert que (u,),ex
est sommable, donc que > u, converge.

Une correction de l’exercice 6 énoncé
G La formule du binéme

Q+x)"= Z (Z) X"k
k=0
=l+nx+ n(nz_ 1)x2+n(n_16)(n_2)x

3

permet de retrouver le développement limité de (1+ x)* quand x tend
vers 0, méme quand a n’est pas un entier naturel :

-2
(1+x)" =, 1+ax+ )x3+O(x4).
X —

ala—1) n(n—1)(n
2 X 6

Premiére méthode : soit Ne N,

iuHZiun (a\/ﬁ+b\/n+1+cx/n+2)
n=0 n=0
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Deuxiéme méthode : pour tout n € N,

1 2
unza«/ﬁ+b\/n+1+c\/n+2=\/ﬁ(a+b\/1+g+c\/1+z).

En appliquant le développement limité en 0 de (14 x)*, pour a = %, quand
n tend vers +00, on a

1 1_1 1 1 1 1
TR +2———2 16 T nthoo \ 2
Ainsi

a\/ﬁ+b\/n+1+cx/n+2

i
il (g o)) v (o ()]

=+oo(a+b+c)«/ﬁ+( b+c) ( 3/2)
Ainsi

= sia+b+c#0,alorsu, ~ (a+b+c)yn —— +oo, donc > u,
n—+o0o n—-—+o00
diverge grossiérement ;

»= si a+b+c =0 mais %b+c # 0, alors u,, n_;oo(a+b+c)\/ﬁ (%b + c) %ﬁ,
donc par équivalence (u,,),cy n'est pas sommable, or I'équivalence nous
permet d’affirmer que (u,,),cn est de signe constant a partir d’'un certain
rang, donc . u, diverge;

= enfin, sia+b+c=0et %b—l—c =0, alors u,, n_)=+ooO (,13%) , donc (uy,)en

est sommable par domination, d’oli Y u,, converge.

Ainsi Z u, converge si, et seulement si, a+b+c =0 et %b+c = 0, autrement
dit si, et seulement si, a =c et b = —2c.
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Dans ce cas, pour tout n € N,

Xn:ukzci(\/i—zx/k+1+\/k+2)

(zf 23 VT i)
(Z[—zf k+n2+2\/—)
Afoge) g

+ (En:ﬁ+ \/n+1+\/n+2))
—1-/n+1+/n+2)

Donc dans le cas ol a =c et b = —2c,
+00
S
k=0
Une correction de 'exercice 7 énonce

Produit de Cauchy des suites sommables (i—DHGN et (%)HGN*, donc suite
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sommable de somme

2 (Eriem) - (£5)- (Ex) %

n=1

O\

Une correction de l’exercice 8 énoncé
1. Pour tout n € N*, f, est dérivable sur R, et f/(x) = 3nx*+n* > 1 car
n?>1et3nx2>0.

f, est continue et strictement croissante sur R, elle est donc bijective de R
sur f,(R) =R car lil}g fa(x)=+oocet lim f,(x)=—
X—T1T00 X—>—00

Donc, [ il existe un et un seul réel x tel que f,,(x) =0 l On le note a,,.

2. On constate que f,(0) = —2 < f,(a,) = 0, or, f, est strictement crois-
sante, donc, 0 < a,, pour tout n € N*.
De plus

far1(@) = (n+Daj + (n+1)%a, - 2
3 2 3 3
=na, +n“a, —2+a, +(2n+1)a, +(2n+ 1)a,
—_——
=0

z0= fn+1(an+1)a

Etant donné que f,,; est croissante, on obtient a,, > a,;1.

[ La suite (a,) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge.

3. On remarque que f,(1) =n+n?—-2> 0= f,(a,) car n > 1. La stricte
croissance de f,, permet d’affirmer que 0 < a,, < 1.

2
. . a
Ainsi, 0 < - < %, et par encadrement :

De plus,
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Or
2
a
na, (1+—”) ~ n’a,,
n n—-+oo
donc
2
a, ~ — |
n n—-+oo nz

4. Ainsi par critéere d’équivalence, la suite (a, ),y est sommable.

5. Pour tout réel a,

2 n“aﬁ 8
n n—+oo n/~%

fn(an) =0 n” (an )

2
Donc, par le critére d’équivalence, la suite de terme général n* (an -

n
converge si, et seulement si, a < 6, et comme c’est une suite de signe
constant (négatif), ceci équivaut a la convergence de la série considérée.

[ converge si et seulement si a < 6 l

o
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