Quinzaine de colles 4. Intégrales généralisées

Questions de cours

p b . .
= Définir la convergence de fa f, ol f est continue par morceaux sur
[a ; b[, puis ]Ja ; b[.

r

b
- Si f est continue par morceaux sur I = [a ; b[, f WS (t)dt est conver-

gente lorsque f ; f(t)dt a une limite finie quand x tend vers b par
valeurs inférieures.

- Si f est continue par morceaux sur I = Ja ; b[, fab f(t)dt est conver-
gente lorsqu’il existe un réel y € Ja ; b[ pour lequel f aY f(t)dt et
b
f y f(t)dt convergent.

Dans ce cas, pour tout ¢ € Ja; bJ, facf(t)dt et fcbf(t)dt
convergent, et fabf(t)d = facf(t)dt + fcbf(t)d t.

= Définir une fonction intégrable sur un intervalle.

On dit qu'une fonction est intégrable sur I lorsque

L elle est continue par morceaux sur I,

son intégrale sur I est absolument convergente.

= Quelles sont les fonctions intégrables de référence ?

r

@®t— tia est intégrable « en 00 » si, et seulement si, Re(a) > 1,

@ t— ﬁ est intégrable « en a » si, et seulement si, Re(a) < 1.

® Soit a € C, la fonction x — e™** est intégrable sur [0 ; +o00[ si, et
seulement si, Re(a) > 0.

® Le logarithme est intégrable sur ]0 ; 1].

= Donner les trois critéres de comparaison.

(mis a jour le 18 octobre 2024)
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Critere de domination:
f et g sont continues par morceaux sur I,

Vx el [f(x)] < |g(x)l,

I'intégrabilité de g sur I implique celle de f sur I.

Critére de domination: .
+ f et g sont continues par morceaux sur [a ; b[

(resp. 1b ; al),
b r=o@,

1 g est intégrable sur [a ; b[ (resp. sur b ; a]),

f est intégrable sur [a ; b[ (resp. sur ]b ; a]).

Critére d’équivalence:
P f et g sont continues par morceaux sur [a ; b[

(resp. ]b ; al),
-+ ~
f~g
alors | f est intégrable sur [a ; b[ (resp. sur ]b ; a]) si, et seule-
ment si g I'est aussi.

les fonctions f et g sont de classe 6" sur ]a, b[,
- ]: fetg Ja, b[

f % g a une limite finie a droite en a ainsi qu'a gauche en b,

> fabf(t)g’(t)dt et fabf’(t)g(t)dt sont de méme nature,

1 en cas de convergence, on a |'égalité :

b b
Jf(t)g’(t)dtz[fXg]:—f F(Dglt)de,

ol on note [f X g]: = lizn fO)glx)— li£n fx)glx).
x—b x—>a
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Exercice 1

1 sh(t)In(t)
T dt
o Vt—sin(t)

Etudier la nature de l'intégrale :

Exercice 2

+00 1
Etudier la nature de I'intégrale J sin (t_2) dt.
0

Exercice 3

Montrer que la fonction 6 — est intégrable sur ]0 ; g [
tan 0

\ J

Exercice 4

Etudier I'intégrabilité sur ]O ; +o00[ de x — In (1 + xl—z) .

\

Exercice 5

e*X

vV x2-4

La fonction x — est-elle intégrable sur ]2 ; +oo[ ?

Exercice 6

Soit a > 0, la fonction x — % est-elle intégrable sur ]0 ; +oo[ ?
X a

-

Exercice 7

1. Montrer la convergence de I'intégrale f0+ * ;Iﬁg dt.

2. Calculer la valeur de cette intégrale en utilisant le changement de variable
1

u=-.
t
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Exercice 8

Montrer que l'intégrale ci-dessous est convergente, et la calculer :

f sin(t)In(sin(t))d t.
0

Exercice 9

400

dx converge, et en posant y = x3,

Montrer que l'intégrale I = J

. x+xt

1™ 1
montrer que [ = — ———dy, puis calculer la valeur de I.
3 Jl yiy+1)

Exercice 10
+00 1
On définit pour n e N*, I, = ——dx.
P " fo 1+ x%)"
1. Justifier I'existence de I,, pour n € N*.
1 1 (™ 1+u? o
2. En posant x = =, montrer que I; = = ——du, puis a l'aide du
u 2 ), 1+ut
changement v =u — %, calculer ;.
3. (a) Montrer que pour tout n e N*, I, ,; = 4’;—;11,1.
(b) Calculer alors I,, pour tout n € N* sous forme d’un produit.

4. En déduire la limite de la suite (I,,),ep-

\ J

Exercice 11

Pour tout n €N, on note I,, = f0+°o sin®*(t)e~tdt.
1. Justifier 'existence de I,, pour n € N et calculer I,,.
_ 2n(2n-1)

2. Montrer que pour tout n € N*, onal, = a1 In-1-
3. Déterminer un équivalent de 21(:2?11) — 1 et en déduire la limite de I,,.
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Exercice 12

Soit f continue par morceaux sur [0 ; +oo[, montrer que si f admet une
limite finie £ en 400 et si f 0+ * f(t)dt converge, alors £ = 0.

\

Exercice 13 — Centrale

+00 dt
1. Justifier pour tout n € N*, I'existence de u,, = e
o @+
2. Trouver une relation entre u, . et u,.

o

3. Montrer qu’il existe un réel a >0 tel que u,, ~ —=.
n——+oo nl/S

[«

Exercice 14 — Mines

1. Soient a € R, f une fonction continue et positive sur [a ; +oo[, et (u,),en
une suite strictement croissante qui tend vers +oco qui vérifie ugy = a.

+00 . . ..
Montrer que fa f(t)dt converge si, et seulement si, la série de terme
n+1

général f; f(t)dt converge.

n

2. Montrer que la fonction x — est intégrable sur [0 ; +oo[.

1+e* sin®(x)

Exercice 15 — Mines

X ot
B} e
Etudier l'intégrabilité sur ]0 ; 1[ de f: x — J Td t
1

N

Exercice 16 — Mines

+00
t2

Pour n € N*, on pose I, = ——dzt.
s f 1+ o

0
1. Trouver une relation entre I, et I, ;.

2. Déterminer un équivalent de I,,. Nature de la série .1, ?

.
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Exercice 17 — Mines

1

Existence et calcul de f

X
dx.
0 (1+x2)y/1—x*

Exercice 18 — Mines

+00 d

Nature et calcul de J

X
—00 (1+X2)\/4+X2

Exercice 19 — ENS

Soit u € €'(R,R) telle que u et u’ soient de carré intégrable sur R.

1. Montrer que u(x) — 0.
x—>%o00

+00 +00 1/2
Vx eR, (u(x))?*<2 (f u® x f u'z) )

Exercice 20 — X ESPCI

2. Montrer que

L’intégrale f 0+ * sin(x?)dx est-elle convergente ? Absolument convergente ?

Exercice 21 — X-ESPCI

Etudier la convergence et la convergence absolue de f 700500 45 selon les

0 xb
valeurs des réels strictement positifs a et b.
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Solutions

Une correction de l’exercice 1 énoncé

= La fonction t — % est continue sur ]0 ; 1], comme rapport de fonc-

tions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
= «En0»:

1 1
sh(t) = 5(e —e™) = = ((1 Yeto(t)—(1—t+ o(t)))

=t+o(t) ~ t
t—0 ()t—>0 ’

—>

et sin(t) ot tzoo(ﬁ), donc +/t —sin(t) s VE.

@ Rappelons qu’une somme de termes est équivalente au terme do-
minant.

Par conséquent,

sh(t)In(t) - t xIn(t) (rappelons qu’équivalences et produits, et
Jt—sin(t)t—0 ¢  donc les fractions, font « bon ménage »!)

= /tIn(t) —— 0.
t—0

(un argument:) la fonction t — % est prolongeable par conti-

nuité sur [0 ; 1] donc intégrable sur 10 ; 1];
sh(t)In(t

L.() = 0O(1), et t — 1 est intégrable sur

V't —sin(t) t—0

10 ; 1] donc par équivalence la fonction t —

sur ]0; 1].

donc:  (autre argument :)

sh(t)In(t)

Ji—sn(o) &5t intégrable

Donc l'intégrale :

Y sh(t)In(t)
o Vt—sin(t)

converge.

\
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Une correction de 'exercice 2 énoncé
= La fonction t — sin (tlz) est continue sur 0 ; +oo[.

w Sur ]0 ; 1].
Pour tout t € ]0 ; 1], |[sin (tlz)
donc t — sin (t%) est intégrable sur 10 ; 1].

= Sur [1; 4oof.
sin (tlz) el tlz, ett— tlz est intégrable sur [1 ; +oo[, donc t — sin (t%)

< 1, et t — 1 est intégrable sur ]0 ; 1],

est intégrable sur [1 ; +ool.

= On peut conclure que t — sin (lz) est intégrable sur ]0 ; +oo[.

Donc a fortiori, I'intégrale f+ sin ( ) dt converge.

\

Une correction de l’exercice énoncé

comme composee de

l_|

=

1
v/tan 6
® tan, qui est continue sur [

® a valeurs dans tan (] 0; % D =10 ; +ool,
1
® par O~ O 2 qui est continue sur ]0 ; +oo[.
= Sur ]O ; %] («enO »)
tan(@) 9 donc W o f

3
est continue sur ]O %

le

Or 6 — ﬁ = W est intégrable sur ]0 ; %] (c’est une fonction de Rie-

mann), donc par équivalence, t — m est aussi intégrable sur ]O ; 4]

= Sur I:% R %I: («en g »).
1 1
N o) :; 0, donc me_—PO(l) et & — 1 est intégrable sur

2
I: [
4 2

Ainsi t — ﬁ est intégrable sur ]O ; ﬂ et sur [% ; % [, donc elle est inté-

grable sur ]O 5 [

-
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Une correction de 'exercice 4 enoncé
= La fonction x — In (1 + J%) est continue sur ]0 ; +oo[.
w Sur ]0 ; 1].

Pour tout x €]0 ; 1],

1 Z+1
In (1—0——2) =In (x 5 ) =In(x?+1) — In(x?)
X X

=In(x?+1) - 2In(x)

(une somme de termes est équivalente

NO -2 IH(X) au terme dominant),

x—)
or x — — 2In(x) est intégrable sur ]0 ; 1] (car In I'est aussi), donc par
équivalence x — In (1 + %) est intégrable sur 10 ; 1].

= Sur [1 ; 4oof.
1

In (1 + #) e %, et x — = est intégrable sur [1 ; +oo[, donc par équi-

valence x — In (1 + #) aussi.

= x — In (1 + %) est intégrable sur ]0 ; 1] et sur [1 ; +oo[, donc elle est
intégrable sur ]0 ; +oo[.

Une correction de I’exercice 5 énoncé
e—X

= La fonction f : x —> ——— est continue sur ]2, +oo[.
x2—4

w= Sur ]2 ; 3].

e ™ e 2 1 1
() = S-S S (_)
Sl V(x —2)(x +2) 2 2 X(x—2)§ =2\ (x —2)2

1 1
Or x — ——— est intégrable sur ]2,3] car — < 1 donc c’est une fonc-
(x —2)2 2
tion de Riemann intégrable sur ]2,3].

Donc, par équivalence, f est intégrable sur ]2,3].
= Sur [3 ; +oo[.

f(x)x :Jrooo(e_x), or x — e~

—

* est intégrable sur [0 ; +o0o[ donc sur
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[3,400[, on en déduit par équivalence que f est intégrable sur [3,+oo[.

On peut conclure que f est intégrable sur ]2, +oo[.

Une correction de l’exercice 6 énoncé

Soit a un réel strictement positif.
Inx

\/1—|-x2“.

On pose pour tout x € ]0,4o00[, f(x) =

= f est continue sur ]0,+oo[.

= Pour tout x > 0, |f(x)| < |In(x)|, et In est intégrable sur ]0 ; 1], donc f
est intégrable sur ]0,1].

Inx
= f(x) ~ ——, etla fonction x — M

est continue sur [1 ; +oo[.
x—+00 X

® sia>1,
In(x) __ 1
é xa - o ( a+l )7
X—>+OO x 2

> x — — est intégrable sur [1 ; +oo[ car %
x 2

1>1

I

- donc par domination, x — est intégrable sur [1 ; +oo[,

- donc par équivalence f aussi est intégrable sur [1 ; +oo[.
@ sia<

N _a = o (ln(x) ,

> x— % n’est pas intégrable sur [1 ; +oo[ cara > 1,

- donc par (la contraposée de la) domination, x — m}ff) n’est pas

intégrable sur [1 ; +o0[,

- et par équivalence, on en déduit que f n’est pas intégrable sur
[1; +oo[.
En bref, f est intégrable sur ]0 ; +oo[ si, et seulement si, a > 1.

Une correction de 'exercice 7 enoncé
In(t)
1+¢2
qui est intégrable sur ]0 ; 1], et négligeable en +o0co devant # (voir le

1. La fonction t — est continue sur ]O ; +o0o[, équivalente en 0 a In
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raisonnement pour les intégrales de Bertrand), donc intégrable finalement
sur ]O ; 4oo[.

2. Le changement de variables u = % ou t =1 licite car t — % est 6 stric-
tement décroissante sur ]0 ; +oo| et bijective de ]0 ; +oo[ sur ]O ; +oo],

donne
+00 0 1
J ln(t)dtzf ln(u) (—l)du
T T TR ER

+00 +o00
-1 In(¢t
=J n(uz)duz—f ) 4,
0 1+u 0 1+t

Donc f;“’ﬁ%dt:o.

Une correction de l’exercice 8 énoncé
(i) = La fonction t — sin(t)In(sin(t)) est continue sur ]0 ; «[.
= D’une part sin(t) =0(t +o0 (t2) ~, b
t— t—

et In(sin(t)) = In (t +0 (H)) = In(t(1+o0(1)))

t—

= In(t)+1In(1+o(t)) ~ In(t),
=0~ S———-——t—0

—00 —0

donc « compatibilité des équivalences et du produit »

sin(t) In(sin(t)) o tn(t)

(par croissances

10 o(1) comparées)

donc comme

t — tln(t) et t — 1 sont continues par morceaux
. I
sur ] 0 5 ] ,

et t — 1 est intégrable sur ]O ; g] ,
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on en déduit par domination que t — tIn(t) est intégrable sur
]0 ; %] , puis comme

t — sin(t)In(sin(t)) et t — tIn(t) sont continues
par morceaux sur ]O ; g] ,

et t — tIn(t) est intégrable sur ]0 ; E] ,

on en déduit par équivalence que t — sin(t)In(sin(t)) intégrable sur
Jos Z].
> 2

Donc foi sin(t) In(sin(t))dt converge.
= [e changement de variables u = m — t (dont on ne vérifie méme pas
les conditions tellement il est banal) dans I'intégrale ci-dessus donne
exactement f;‘ sin(t) In(sin(t))dt, donc celle-ci aussi converge.
2

On peut conclure que fon sin(t) In(sin(t))dt converge.

Dans cet exercice, vous remarquerez qu’en plus de prouver sa
D convergence, il faut calculer la valeur de cette intégrale. En gé-
néral, le calcul de I'intégrale, par divers moyens comme la re-
cherche d’une primitive, un changement de variables, une inté-
gration par parties, etc, donne en méme temps la convergence.
Ainsi les personnes malveillantes pourraient se moquer de moi,
voire me harceler sur les réseaux sociaux, en disant que j’ai fait
tout ¢ca pour rien, mais qu’elles sachent que j’ai préféré le faire
quand méme pour les éléves qui en souhaitent la correction.

T

(ii) On applique a l'intégrale f o sin(t)In(sin(t))d t le changement de va-

riables u = — cos(t), car — cos est bien une bijection strictement crois-
sante de classe €' de 10 ; m[ sur ]—1 ; 1[.

Ce changement de variables donne du = sin(t)d t, sin(t) = v/ 1—u?
(car sin > 0 sur ]O ; m[), et permet d’affirmer que fo sin(t)In(sin(t))dt

est de méme nature que f _111n (\/ 1 —uz) du, et sont égales si elles
convergent.

o
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Or pour tout u € ]-1 ; 1[,

In (\/ 1- uz) - %(ln(l —w)+1n(1 +u)

est comme In est intégrable sur ]0 ; 1], on en déduit

= par le changement de variables t = 1+ u, que f_l In(1+u)du est de

méme nature que foz In(t)d t qui converge et vaut
2
[tln(t)— t] =21In(2) -2,
t—0
donc f_ll In(1+u)du=2In(2)—2;
= de méme avec t =1 —u, que f_ll In(1—u)du=2In(2) — 2.
Ainsi, par combinaison linéaire, f _11 In (\/ 1-— u2) du converge et vaut
1
1
J In (\/ 1- uZ) du=3(21n(2) - 2+2In(2) ~2) = 2In(2) - 2.
-1
(iii) Donc par changement de variables

T 1
J sin(t)ln(sin(t))dtzJ ln(\/l—uz)du=21n(2)—2.
0

-1

Une correction de 'exercice 9 enoncé
(i) La fonction x — — = est continue sur [1; +oo[. De plus, quand x tend
1 1

vers +00, PR

+
. +1X4 est intégrable sur [1 ; +oo[, et a fortiori fl ® . J:x4dx converge.

(ii) L'application x — x3 est une bijection strictement croissante de classe
%', de [1; +oo[ sur [1; 4+oo[. Le changement de variable y = x3 (qui
équivaut & x = y!/3) donne d y = 3x2d x, donc dx = 3y#mdy, et trans-

et x — % est intégrable sur [1 ; +oo[, donc x —
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forme l'intégrale I en

J+oo 1 1 : 1 J~+oo 1 :
X y== y
) y1/3 +y4/3 3y2/3 3 ) yz/s % (y1/3 +y4/3)

1J+oo 1 d 1J+oo 1 d
=3 Yy = — 4,
3); y+y? 3);, y+1

et comme on a vu que I converge, cette derniére intégrale est aussi

convergente.
) s 111
(iiij On remarque que pour tout réel y différent de 0 et —1, oSy Ty
donc
j+oo 1 ; i J«A 1 .
————dy= lim | ————=dy
Y+ A—+too |1 y(y+1)
A
~ lim f 1 g
A-too [ y(y+1)
:Al—lgloo(J Sy - J y+1 )
= lim (In(A)—In(A+1)+1In(2))
A—+00
A+1
= lim (ln(Z) —In (—))
A—+00 A
1
= A1_1>mOo (ln(z) —1In (1 + 7\)) = In(2).
Ainsi

I—ll

Une correction de l'exercice 10 énoncé
1. Pour tout n € N*, f, : x

— m est continue sur [0 ; +oo[ et
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fn(x) ~ ﬁ est intégrable sur [1 ; +oo[, donc f, est intégrable sur
X—T00

2. u— % est de classe ¢, strictement décroissante sur ]0 ; +oo[, et bijective

de JO ; +oo[ sur ]O ; +oo[, donc en posant x = %

+00 1 +00 2
I, = ——dx=(.)= u—du
T, 1+t o 1+ut

+00 1
Il:f 4du
o 1+tu

R
211 =11+Il =J —du
o 1+ut

ce qui donne le résultat voulu.

or

donc par linéarité :

La fonction u — u— 1/u est 6! sur 10 ; +oo[ de dérivée u— 1+ 1/u® >
0, donc strictement croissante sur ]0 ; +oo[, et réalise une bijection de
10 ; +oo[ sur ]—oo ; +oo[ =R.

_ » 82 _u*tt1 w41 u? 1 ) s
Onposev=u—1/u,douv+2= -, et u4+1(1+u—2),dou

ut+1 T
L= o d
== v
T2 v2+2

B |:i . L +00
[pen ()]
T
C2v2

3. Avec une intégration par parties

+00 X4
In = ‘]'T'lJ‘0 de

B O 14xt -1
=4n . de

= 4n(ln - In+1)-
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4n 11

donc I, ;= n, et

I":“g (4p4;1) zfl_[( 4p)

4. Pour tout n € N, on montre par récurrence que I, > 0, donc en prenant
le logarithme :

n—1 1
In(1,) =ln(11)+;1n (1 - 5) .

1 1
In{1-—— ——
4p p—>+oo 4p

donc par équivalence >’ 1n (1 — i) est une série divergente. Comme les

termes de cette série sont négatifs, par le théoréme de la limite monotone :

n—1 1
In (1 - _) .
4p n—s+o00

Ainsi In(I,,) —— —00, et en composant par I’exponentielle, I, —— 0.
n—+oo n—+00

Une correction de I’exercice 11 énoncé
1. La fonction t — sin®*(t)e! est continue sur [0 ; +oo[, et

Vte€[0; +ool, \sinzn(t)e_t| <ef,

or t — e ! est intégrable sur [0 ; 4+oo[, donc t — sin®*(t)e~" est intégrable
sur [0 ; +oo[.

On sait que Iy = f(;roo e fdt=1.
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2. Avec deux intégrations par parties successives, on obtient

+00
I,=2n (J ((Zn —1)sin®"2(t) cos?(t) — sinzn(t)) e 'd t)
0
=2n((2n—-DI,_; —2nl,)

d’oul le résultat.

n
On en déduit que I, =1, [] (Z&&t1) — o
" k=1( e+ ) [T(4k2+1)
k=1

_ —2n—-1 _ 1
3. v—l=705 oo 20

n
In(I,) = Y. In(v;), or In(v,) = In(1+(v,—1)) ~ — %, donc série divergente
k=1

n
a termes négatifs, avec Y. In(v)
k=1

—00, —00, d’olt I, tend vers 0.
o0

Une correction de l'exercice 12 énoncé

T~

Soit f continue par morceaux sur [0 ; +o0o[. Supposons que lim f=L.
o0

= Dans le cas ou £ > 0, par définition de la limite, il existe un réel A > 0 tel
que pour tout x = A, f(x) > %
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Ainsi pour tout X > A, par croissance de l'intégrale

Jf(t)dt f —dt—é(X A),

donc comme %(X —A) P +00, on en déduit par comparaison que
—+00

X
fAf(t)dt <
f(;roof(t)dt diverge aussi.

= Dans le cas ol £ < 0, alors —f tend vers —{ > 0, donc d’apres le cas
précédent, I'intégrale de —f diverge, donc celle de f aussi.

+00, donc que f : * £(t)dt diverge, et a fortiori que
o0

Une correction de l’exercice 13 énoncé
1. Soit n € N*.

= La fonction t — ﬁ est continue sur [0, +o00[.

= De plus
1 1
(1+ £3)" t—too 30

ett— % est intégrable sur [1 ; +oo[, donc par équivalence, la fonction
t— g + Toy est intégrable sur [1,+o0[.

= On en déduit que la fonction t — Troy et intégrable sur [0,+o0[,

donc que l'intégrale définissant u,, e(s}[+b1er1 convergente.
2. Soit n € N¥,
= les fonctionsu:t—tetv:t—
sur [0 ; +oo[,
et u(t) x v(t)=

ﬁ =(1+t3)"" sont de classe ¢*

1
_— — >
(Htg)n oo BT 7 rm Ocar3n—1>0,

A N e 1= . . +o0o
donc grace a une intégration par parties, comme u, = fo uxv est

+00 .
convergente, on peut affirmer que u, = fO u xv converge aussl, et
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qu’on a l'égalité :

+00 dt +00 )
un:f m:L u'(e) xv(e)dt
0

too +00
= [u(t) X v(t)}o —f u(t) xv'(t)dte
0

1 +00 +0o
=|ltx ——— —| tx(—nx32x @A+t N)de
|: 1+ tg)n]o L ( )

o0 t3
=[0-0] +3nJO —(1+t3)n+1dt

“a+e3)-1

+0o0 1 1
=3 - dt

+00 1 +00 1
3 —— _dt— | ————dt
" (JO 1+ L (1 + )t )

(car on sait que ces deux intégrales convergent)

=3n (U, —Upy1) -

=3n dt (« I'astuce du belge »)

Ainsi u, = 3n (u, —u,;1), d'ol

3n—1 1
Up1 = Uy = (1= 5= |up.

3n

3. Pour tout n € N*, on pose v, =1In (n%un), alors

1
v, = 3 In(n) + In(u,,),
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et
1
Vi1 = 3 In(n+ 1)+ In(u,4 1)

1 1
= gln(n+ 1)+1In ((1 - 3—n)un)

1 1 1
=— (ln(n) +1In (1 + —)) +1In (1 - —) + In(u,)
3 n 3n

—11 1+1 +In|1 ! +11()+1( )
—3n " n 3 3nn n(u,
~—_——

=V,

donc, grace au développement limité de In(1 4+ ) en O :
_ 1/1 o 1 1 o 1
T Sz a0\ )) T e O
o n——+00 Tl2 ’

d’ott la sommabilité de la suite (v,;; — v,) ,en» Qui entraine la convergence
de la série > (v,11 — v,), qui enfin par la relation suite-série permet de
conclure la convergence de la suite (v,)ex-

Si on pose £ = liI_il:l (vp), alors par composition des limites
n—-+oo

1
n3u, —— ee > O,
n—-+oo

{ a

, on peut conclure que u, ~ —.

d’oti, en posant a =e
n—+oo 1

Une correction de I'exercice 14 énoncé

1. = Supposons que f :Oo f(t)dt converge, et montrons que la série de

terme général I, = [ :"“ f(t)dt converge.




Quinzaine de colles 4. Intégrales généralisées

Soit N € N, alors

N N Upt UN+1
Zln = Zf f(t)dt = J f(t)dt (par la relation de Chasles)
n=0 n=0vJu, ug
+00
or (up),ey tend vers +oo, donc uy,; — +o00, et f f(t)de
N—+00 a

converge donc par définition

O +00
J; f(t)dt E’L f(t)dt,

ainsi
UN+1

N a '
ZIH _ f F(0)dt +J F(6)de (Chasles car f est conti-
n=0 ug a

nue sur [a ; ugy])

(par composition des li-
mites)

a +00
TR Juof(t)dt +L f(t)dt
+00
= J f(t)dt qui est bien une limite finie,
U

donc Y1, converge.
= Supposons que la série de terme général I, = f :”“ f(t)dt converge,
et montrons que l'intégrale f:oo f(t)dt converge.

Comme f est continue sur [a ; +oo[, et uy > a, la convergence de
f:oo f(t)dt revient a la convergence de f :oo f(t)dt.
0

Soit X un réel supérieur a a, alors comme u,, ——— 400, il existe N

n—-+oo
tel que X < uyy 1, ainsi
X UN+1 X UN41 UN41
f f(t)dt = f(o)dt + f)dt = f(t)de — f(t)de.
o Uo UN+1 U X

Or f est positive continue sur [a; +oo[, donc en particulier sur

[X ; unt1 |, donc par positivité de 'intégrale, f ;:N“ f(t)dt = 0.

21/29
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Ainsi

X UN+1 N UN+1 .
_ (avec la relation de
Juof(t)dt < L f(t)dt = HEZOJH f(t)de Chasles).

0

P P u
Or la série de terme général fu e

|

f(t)dt est convergente, a termes
positifs, donc

UN+1

100 rUnt
fle)de<)] J ()t
n=0Ju,

n

X +00 (UN+1
j f(t)dt < ZJ f(t)dt.
Ug n=0Ju,

X
Ceci est vrai pour tout réel X > a, donc la fonction X — f i (t)dt est
0

majorée. Or elle est croissante, puisque la fonction f est positive sur
[a ; +oo[, donc par le théoréme de la limite monotone, la fonction X —

fi( f(t)dt admet une limite finie en +00, ce qui prouve que 'intégrale
0

la fonction f:oo f(t)dt converge, c.Q.F.D.
0

2. La fonction x — est continue sur R comme inverse d’une fonc-

1

14e* sin(x)

tion continue qui ne s’annule pas.

D’aprés la question précédente, comme f est positive, elle est intégrable
1

sur [0 ; +oo[ si, et seulement si, la série de terme général f TE:L I f(t)dt.

Or pour tout x € [nm ; (n+ 1)7]

Une correction de l’exercice 15 énoncé

. t . 0 oy
= [a fonction t — eT est continue sur ]0 ; +oo[, donc sa primitive x —

f 1x e%d t, primitive sur ]O ; +o0o[ qui s’annule en 1, est de classe ¢! sur

10 ; +oo[, et a fortiori continue sur ]O ; 1].
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= Pour tout x >0

Y et Tel—1 1 Yel -1
—dt= de+ —dt = dt+In(x).
1 t 1 t 1 t 1 t

ef—1

Or la fonction t —

est continue sur ]0 ; 1], et tend vers 1 (voir le

développement limité de I'’exponentielle en 0) en 0, donc elle est intégrable

sur 10 ; 1].

Ainsi f 1x ©-14¢ a une limite finie en 0, donc a fortiori est négligeable

t
devant In(x) (qui tend vers l'infini) quand x tend vers 0. Par conséquent

J e—tdtzln(x)+0(1n(x)) ~ In(x),
. t x—0

et comme In est aussi intégrable sur ]0 ; 1], on peut conclure par équiva-

lence que fonction t — % est intégrable sur ]0 ; 1].

Une correction de l’exercice 16 énoncé

2

On pose f,: t € [0,+00[ — RETOLE

Comme f,(t) ~ t4,+_2 au voisinage de

l'infini et comme 4n — 2 > 2, la fonction f,, est intégrable sur [0,+oo[ et

I'intégrale I,, est bien définie.

1. On intégre I,, par parties en dérivant le dénominateur :

I t3 oo N T 43 % 4nt3 4 4n [+ t6 4
= _ —_dt = — At
" 3(1+tH" |, o 3 +Hnt! 3 ), @@+cHrtt

4n +°ot2(1+t4—1) t_4n
3 ), (@+tHmt 3

(In - In-i—l) .

4n-3
4n

Il en résulte que I, = L,=(1- 4%)1,1 pour tout n > 1.

n
2. On déduit de la question précédente que I, =1; [ [ (1 — 4%).
k=1

n
La question revient donc a calculer un équivalent de p,, = [ [(1 — ﬁ).
k=1
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On va montrer qu’il existe une constante k > 0 et un exposant o € R
tels que p, ~ n%, ce qui revient @ montrer que la suite de terme
général a, = n%p, converge vers une limite strictement positive, on
encore que la suite de terme général b, = In(a,) converge, ce qui,
par la relation suite-série, revient a prouver que la série de terme
général ¢, = b, ; — b, converge.

Prenons un réel a, et pour tout n € N*, posons b,, = In(n%p,,).

Alors
_ Ant1 _ 1 * _ 3
rnen(32)w(5+2) ()

=aln|1 1 In|1 3 (0] 1
conld)eno- o)
oa—3/4 1
()

n n

Il en résulte que si a = %, la série de terme général b, — b, converge,

donc par la relation suite-série la suite (b converge, vers une limite
n/neN

b, d’ol (a,),cy converge vers a = eP qui est strictement positif donc non

nul.

Ainsi p, ~ —z,etenfin
n—+oo 1

I aI]_ 0
M nrtoo 34 nroo - \ 34 )

On en déduit que la série Y1, diverge.

Une correction de 'exercice 17 énoncé
On pose f: x € [0,1[ — ————. Cette fonction est continue sur [0, 1]

(1+x2)v/1—-x

P 1 1 . -
et vérifie f(1 —h) o 3R avec h+— Wi intégrable sur ]0,1]. En effectuant

le changement de variable de classe 4! et bijectif p:u € [0,1[ — x =u? €

o
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[0,1[, pour lequel dx = 2udu, on obtient
du

1 1!
I:= f(x)d =—J - .
Jo T 0o (1+uw)y1—u?

En effectuant le changement de variable de classe 6! et bijectif : t €
10,Z]— u=cost €[0,1[, pour lequel du = —sin tdt, on obtient

1[“/2 sint 1 (™ ar
0

(1+cost)y/1—cos2t 2Jo 1Hcost

puisque /1 —cos?t = |sint| = sint sur ]0, %]. Enfin, le changement de va-
riable de classe ¢! et bijectif 8: v € [0,1[ — t = 2arctan(v) € [0, Z[, pour

lequel dt = 12~S1‘:2’ ainsi que la relation cost = ;“ﬁ, fournissent
1" 2 v 1 (" 1
I=3 121442 2 dv:?
=¥ v
o 1+ 14v2 0
Une correction de ’exercice 18 enoncé

Onpose f:xeER— —L
P f ~ (14x2)y/ 4+x2

Il s’agit d’'une fonction continue et paire, et I'équivalent f(x) ~ # au voisi-
nage de l'infini prouve que f est intégrable sur R. Le changement de variable
x = @(t) := 2sh(t) avec ¢ de classe ¢! et bijective de R, dans lui-méme
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montre que

+00 too

J f(x)dx=2j (f o)D)’ (0)]dt
—00 0

[Fe° 2cht

=2 de
.Jo (14+4sh®t)V/4+4sh?t

oo dt

2 -
Jo 1+4sh?t
+oo €2t
2 —dt.
Jo et —e2t +1

Le changement de variable t = {P(u) = %lnude classe ¢! et bijectif de
[1,4+00[ dans R, donne ensuite

+00 +00 du
f—oo f(x)dx:fl u?—u+1
B +o00 du
), w-1/2*+3/4

= [i arctan (—2(u _ 1/2))] "
V3 V3 1
_2\/§'Tl'.

==

. J

Une correction de 'exercice 19 enoncé
1. L'inégalité |2uu’| < u? + u’?> montre que 2uu’ est intégrable sur R. La
fonction F: x € R — ffoo 2u(t)u’(t)dt est donc définie sur R, et est de
classe 6!, car u l'est, avec F’ = 2uu’ = (u?)’. Il existe donc une constante
¢ telle que u? = F +c. Comme lim_, F =0, on a lim_., u? = ¢, et comme
u? est intégrable sur R, on ne peut avoir que ¢ = 0. Il en résulte que
lim_,, u? = lim_ F = 0, et on en déduit que lim_.,u = 0. On établit le
résultat analogue en +oo en utilisant la fonction G: x — f;oo, qui est une
primitive de —2uu’ (ou bien en considérant la fonction v: x € R — u(—x)).
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Finalement,
limu =0.
+o00

2. La question précédente a montré que F = u?, et I'inégalité de Cauchy et
Schwarz montre que

X

-
VxeR, (u(x))?= 2J u(t)u'(t)de

—00
X

<2 Ju(ou'(o)lde

—00
r-‘roo

< 2J lu(t)u’(¢)|dt

—00

+00 +00 1/2
<2(J (u(t))zdtf (u’(t))zdt) )

\ J

Une correction de I’exercice 20 énonce

La fonction x — sin(x?) est continue sur R,. Il suffit donc d’examiner la
convergence de f 1+o° sin(x?)dx. Le changement de variable t — /t de classe
61, effectué sur un segment [1, y], suivi d’une intégration par parties, donne

y ¥y
fl sin(xz)dxzf1 S;njft)dt

[ cos(t) y? v cos(t)dt
_|:_ 2\/?i|1 - 1 4t3/2

2 y?
cos(y?) cos(1) IJ cos(t)
= +
£3/2

2y 2 4

2 2
Il est clair que lim,,_, , o, % =0,etque [ ly Cf;ﬁ; )dt posséde une limite finie

. . t . - .
quand y tend vers +oo, car la majoration |C‘t’§/(2)| < ﬁ% prouve l'intégrabi-

lité de la fonction en jeu. Par conséquent, f ly sin(x?)dx possede une limite
finie quand y tend vers +oo, et on a démontré que l'intégrale de Fresnel



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

f0+ ® sin(x?)dx est convergente.

N

Une correction de I'exercice 21 enoncé
3. a

Soit f: x — % la fonction intégrée. On sépare la résolution en deux

parties.

Etude « en 0 » : comme f(x) ~ X = —— au voisinage de zéro, et comme
b xb a

xb
les fonctions intégrées y sont de signe fixe, I'intégrale f 10.1] f converge si
et seulement si b —a < 1.

Etude « en +o0o »: soit M > 1. Le changement de variable u = x9, qui est
licite car x — x* est %' sur ]0 ; +oo[, strictement croissante (puisque a >
0), et bijective de [1 ; +oo[ sur lui-méme, montre que

J f(x)dx

est de méme nature que

1 * sinu b+a-1
- X du, avecc=—-
a

u¢ a

Cette derniére intégrale est la partie imaginaire de f 1+ * i—itd t.

C

On pose u/(t) =elt, d’ot u(t) = —ielt, et v(t) = tlc donc v'(t) = .
Les fonctions u et v sont ¢! sur [1 ; +oo[, et
1 0,
X [ —
lu(t) x v(t)| = i

donc

est de méme nature que

+o0 eit
—lCXf tc+1dt
1

o
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qui de la méme maniére est de méme nature que

+00 ei[
Cstte x J dt
1

tC+2 ’

et cette derniére intégrale est convergente si, et seulement si, converge

absolument car ‘%‘ = ﬁ% qui est intégrable sur [1 ; +oo[ car c+1 > 1.

Donc par l'intégration par parties, f 1+o° %dt converge, d’ol la conver-
gence des deux intégrales de départ.

sinu
uE
??). Comme a > 0, on a limy;_,, ., M* = 400, et f[1 ool f converge si et
seulement si b+a —1 > 0. En conclusion, I'intégrale ﬁroposée converge si
et seulement sil—a<b<1+a, ouencore |b—1|<a.

du converge si et seulement si ¢ > 0 (voir I'exercice

Or on sait que f 1+o°
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