Colles de la semaine 20. Intégrales a paramétre

Questions de cours 1

1. Théoréme de convergence dominée a parameétre continu.
Caractere ¢* d’une fonction définie par une intégrale & parameétre.

Caractére ¥ d’une fonction définie par une intégrale a parameétre.

Ll

Soient a et b des fonctions continues sur un intervalle 1.

Si on connait une solution f sur I de y’ + a(x)y = 0, et une solution
g sur I de y’ 4+ a(x)y = b(x), quel est 'ensemble des solutions sur I de
¥ +a(x)y =b(x)?

5. Soient ¢ une fonction continue sur un intervalle I, et (a, b) € K2

Si on connait deux fonctions f et g non colinéaires solutions sur I de
y”+ay’+ by =0, et une solution h sur Ide y” +ay’+ by = c(x), quel
est 'ensemble des solutions sur I de y” +ay’+ by = c(x)?

Exercice 1
Montrer que la fonction

+o00
1 —cos(t
LZXHJ —ZUG_Xtdt
t
0

est définie et continue sur [0 ; +oo[, et de classe €2 sur ]0 ; +oo[.
Calculer L”(x) pour tout x > 0, et en déduire L(x), en admettant que L et L’
tendent vers 0 en +oo0.

€ J

Exercice 2

Montrer que la fonction

+00 1
F:x— dt
X Joo 1+ 2)(1+itx)

est continue sur R.

€ J

(mis a jour le 19 mars 2025)
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Exercice 3

1. Montrer que f : x — oo In(t)e *td t est de classe ¢! sur ]O ; +ool.
0

2. Montrer que f est solution d'une équation différentielle du premier ordre,
et en déduire une expression de f (x).

. )

Exercice 4

1. Montrer que la fonction f : x — fOJFOO e~ cos(xt)dt est de classe €™
sur R.

2. Montrer que f admet un développement en série entiére que I'on préci-
sera.

3. En déduire une expression explicite de f(x) en justifiant grace a une
intégration par parties que f est solution d’'une équation différentielle.

Exercice 5

T

On pose F(a) = J sin(a sin(x))d x.
0

1. Démontrer que F définit une fonction de classe 6¢* sur R.
2. En déduire

1 T
lim — f sin(a sin(x))d x.
0

a—0a

Exercice 6

Soit f : x — fon/z arctan(x tan t)dt.
1. Déterminer le domaine de définition de f. Ftudier la continuité et la
dérivabilité de f .
2. La fonction f est-elle monotone ?
3. Déterminer les limites de f aux bornes du domaine de définition.

4. Calculer f'(x).

2/3
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Exercice 7

Soient

+00 eitx +00 eitx
PX ————dt, et X de.
/ Jm A+ 07 $ foo 1+

1. Montrer que f est de classe 62 sur R.
2. Montrer que g est de classe 6! sur R*.

3. Trouver une équation différentielle vérifiée par g. En déduire g puis f.

Exercice 8

Soient £ €R et f € €}(R,,R), telle que f'(x) + f(x) P—— L.

0.
xX—>+00
(On peut peut-étre commencer par le cas £ =0.)

Montrer que f'(x)

3/3
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Solutions

Une correction de I’exercice 1 énoncé

(i) = La fonction ¢ : t — % est continue sur ]0 ; +o0o[ comme rapport

de deux fonctions continues sur ]0 ; +oo[ dont le dénominateur ne
s’annule pas.

= On connait le développement limité de cos en 0
1
cos(t) =, 1-— Etz +o(t?),
qui nous donne
1 1
@(t) 02 +0(1) 03
donc ¢ est prolongeable par continuité en 0 et par conséquent inté-
grable sur ]0;1].
®  On peut aussi déduire de la limite finie que ap(t):OO(l), et
comme t — 1 est intégrable en 0, et conclure par domination.

w Pour tout t > 0,
2
lp(t)] < 2

ort— t% est intégrable sur [1 ; +o0o[, donc comparaison, ¢ est inté-
grable sur [1; +ool.

On peut alors conclure que y est intégrable sur 0 ; +o0[.

(i) Soit f définie sur R* x ]0; +oo[ par f : (x,t) — %e_’“.

= Pour tout t > 0, x — f(x,t) est continue sur R* (la fonction expo-
nentielle est continue)

= Pour tout x € R™, t — f(x,t) est continue par morceaux sur ]0;+oo[
(produit de fonctions continues).

= Pour (x,t) € RT x ]0;+oo[, xt = 0 donc 0 <e ** < 1. Ainsi

|f (O, )l < ()
1—cost

ol ¢ : t — <=7 est intégrable sur ]0; +oo[ d’apres le point précé-
dent.




Colles de la semaine 20. Intégrales a paramétre

Le théoréme de continuité des intégrales a paramétre permet donc de
conclure que L est définie et continue sur R*.

(i) Soient a, b deux réels tels que 0 < a < b. Montrons que L est €2 sur le
segment [a ; b].
= Pour tout t > 0, x — f(x, t) est de classe € sur [a ; b], car la fonc-
tion t — 1‘“—‘;5(” est un rapport de deux fonctions € sur ]0 ; +oo[
dont le dénominateur ne s’annule pas, et la fonction exponentielle est
aussi € sur ]0 ; +oo[.
Pour tout x € [a ; b],

of _ l—cost _,
E(X’ t)= —— e

et
o%f

——(x,t)=(1—cost)e ™.

~ 5500 =(1 - cos0)

= Pour tout x € [a ; b], on sait déja que t — f(x,t) est continue par
morceaux et intégrable sur ]0 ; +o0[.

2
= Pour tout x € [a ; b], t — %(x, t)ett — %(x,t) sont continues
par morceaux sur |0 ; +oo[.
= Pour x € [a; b], t >0, et k € {1,2},

N

k
< up(t)tke_at.
ox

La fonction t — (t)tke™@ est continue par morceaux sur ]0; +ool,
prolongeable par continuité en 0 et négligeable devant ¢ en +o0 car
par croissances comparées, . 1121 tke—at = 0.

—>T 00

Comme ¢ est intégrable sur ]0 ; +oo[, par comparaison, t —
@(t)tke™ P'est aussi.
Le théoréme de dérivation des intégrales a parametre nous permet alors
de conclure que L est de classe 62 sur [a ; b].

Comme ceci est vrai pour tout segment de ]0 ; +oo[, on peut conclure
que L est de classe 62 sur ]0; +o0[.
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(iv) Pour x > 0, la fonction t — e™™! est intégrable sur [0 ; +oo[, donc la

fonction t — cos(t)e ™" aussi qui est majorée par la premiére, et par
dérivation d’une intégrale a paramétre :

, 1 —cost et
Va>0, U= |  —o(-Dxe e

0

+00
1—cost
__ J 12008t iy,
0 t

+00
etLl’(x)= J (1 —cost)e ™dt.
0
Par linéarité de l'intégrale :

+00
L'(x)= f (1 —cost)e ™ dt
0

+00 +00
=J e Xtdt —J coste *idt.
0 0

Or la fonction t — e~ ™Dt gst une fonction intégrable de référence sur
10 ; +oo[ de référence car Re(x —i) = x > 0, donc

+00 +00
J coste Xtdt = f Re (e_("_’)t) dt
0 0

+o0 _ (d’aprés ce résultat sur
=Re J e~ =Dt q ¢ | TPintegration des fonctions
0

complexes)

— Re 1\ (toujours par le méme re-
x—1i) sultat

1
X241

On obtient donc

L//(X):l——'
x x?+1
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(v) Par le théoreme fondamental de I'analyse, comme L' est 4! sur
10 ; 4+oo[, pour tout x € ]0 ; +o0[,
/ / ) " 1 2
L'(x)=L(1)+ | L (t)dt=C+ln|x|—§ln|x +1]

1

1 x? X
=C+§ln P (ot C€R).

Or lim m( x? ):o, donc lim 1/(x)=C.
X—>T1T00

x—+00 x2+1
Ainsi, puisque I’énoncé suppose que liT L'(x) = 0, on obtient que
X—T00
C = 0 puis, pour tout x >0, L'(x) =Inx — %ln(x2 +1).
Une primitive de In sur R*™* est x — xInx — x, ainsi de nouveau par le
théoréme fondamental de I'analyse

x x 2
(e + e = [en(@+ DI — | ——dt
. v 241
TrP4+1-1
=x1n(x2+1)—1n2—2f ———dt
L 21

=xIn(x?4+1)—1n2 — 2(x — 1) + 2Arctan(x) — 2Arctan(1)

Par conséquent (grace une fois de plus au théoréme fondamental de I’ana-
lyse) pour tout x > 0,

X

L(x)=L(1)+ J L'(t)dt =D+ xInx — %x In(x? 4+ 1) — Arctan(x)

1

2 x2

1 x2
=D+ =xIn — Arctan(x)
+1

1
=D+ Exln (1 — ) — Arctan(x).

x2+1

x21+1 =0 donc

D’une part, lim Arctan(x)= I, et d’autre part, lim
x—+00 2 x—+00

1 1
xIn|1- ~ xX |-
x2 41 ) x>0 x2+1

x—+00 X x—+00
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Comme I'énoncé suppose aussi que liril L(x) = 0, on obtient finale-
X—T00

ment D = %

Enfin on obtient que, pour tout x > 0,

1
Lx)=xIlnx — Exln(x2 + 1) — Arctan(x) + g

Une correction de I'exercice 2 enoncé
On applique le théoréme de continuité des intégrales a parameétre avec en
particulier 'inégalité de domination :

1
(1+t2)(1+itx)

1
A+ ) 1+itx])

VteR, Vxe€R,

1 1
= <
= 2
1+ e)y1+e2 1HE
1

o est intégrable sur R, en appliquant ce résultat du cours, car sa
primitive arctan tend vers une limite finie en +oco.

ett —

Une correction de l'exercice 3 énoncé

On rappelle que la fonction In est intégrable sur ]0 ; 1] avec fol In(t)dt =—1.

1. On applique le théoréme de dérivation des intégrales a parametre, avec
(et je vous laisse vérifier les autres conditions) pour tout segment [a ; b] C
10 ; +oo[, I'inégalité de domination :
Vxe€la;b], Vte]0; +oo[,
’ o

—=(x,t)| =|—tIn(t)e ™| < |tIn(t)[e™™
dx

ol la fonction t — |tIn(t)]e %

est continue sur ]0 ; +o0[,
tend vers 0 en 0 par croissances comparées,

et est dominée par tlz en +00 encore par croissances compa-
rées,



http://pc.cassin.free.fr/2024-2025/10-integrales-generalisees.pdf#tcb@cnt@proposition.1.5
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donc est intégrable sur ]0 ; +oo[.

2. Pour tout x > 0, les fonctionsu: t — —tln(t) etv:t— — %e_”

sont 6! sur ]0 ; 4+oo[,
et vérifient u x v 5 Oetuxv — 0 par croissances comparées,
o0

donc par intégration par parties

+
fl(x)= J ) —tln(t)e ™" dt
——
0 REEIRLO

—e—Xt +oo +00 —e—Xt
= |:—t1n(t)>< } +f (In(t)+1) x dt
X 0 X

0

1 +00 +00
=0-0—— [J ln(t)e_"tdt+f e_”dt:|
X LJo 0

1 1 1 1
- [z =
X X X X

ainsi f est solution sur ]0 ; +oo[ de I’équation différentielle y’ = —% y—
5.

L’application x — % est solution de I'équation homogene y’ = —% y, et
par la variation de la constante x — — @ est une solution de y’ =
—% y— é, donc les solutions de y’ = —% y+ x—12 sont de la forme

—In(x)+C _
x— ——— ouCeR.
x

Donc il existe un réel C tel que pour tout x > 0,

= THEIE

mais pour l'instant je n’arrive pas a voir comment trouver la valeur de C
correspondante.




Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

Une correction de 'exercice 4 énonce
1. Pour tout (x,t) € R x [0 ; +oo[, notons u(t,x) = et cos(xt).

= Pour tout t € [0 ; +oo[, la fonction x — u(x,t) est €* sur R, de
dérivées successives données pour tout k € N par
ofu (x,t)— etk ( t+kﬂ)
— i (x,t)—e cos | x — .
dxk 2

?’ Je vous rappelle les dérivées successives des fonctions trigono-
métriques

® () = T
cos*™(0) = cos IZ|—|—k><2 ,
)y m
et sin'™(0) = sin IZ|+k><—2 .

k
= Pour tous x € R et k € N, les fonctions t — %(x, t) sont continues

par morceaux sur [0 ; +oo[, et de plus
o*u k —t2
Vte [0 ; +oof, —k(x,t) <tfe
Jx

>

N . .
et t — tke™" est intégrable sur [0 ; +o0o[ car continue sur R et domi-
née par croissances comparées en 400 par tlz

= En particulier les majorations ci-dessus assurent par domination que
pour tous x € R et k € N, la fonction t — g—f{’,f(x, t) est intégrable sur
[0 ; +o0o[ ; donc pour k = 0, on a bien I'intégrabilité de t — u(x,t).
Les conditions du théoréme donnant le caractére 6> d’une intégrale a
parametre sont bien vérifiées, donc f est €* sur R.
2. Soit x € R, alors

(f+0oo

flx)= J e~ cos(xt)dt
0

oo o +00 (—1)”(xt)2“
Jo € HZ:(:) (2n)

[0 foo (_Dne—tz ¢2n

Z —(Zn)! x2nde,

0 n=0

de

o
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notons pour tousn € N et t € [0 ; +oo[,
(_1)ne—t2 t2n
(2n)!

L'Pn(t) = n

Alors pour tout N € N,

N N 2n 2n
;fn(t) se—fzgl(x;')' fZZ 'g;j)! — e x ch(|xt])

_¢2 _
<e t e|x|t —e t(|x|+t)

Y Je vous laisse vérifier que pour tout réel u, ch(u) < e

et la fonction t — e ™  x  ch(xt) est

continue sur [0 ; 4+oof,
et dominée par croissances
comparées par = en +0oo,

donc elle est mtegrable sur [0 ; +ool.

Je vous laisse vérifier les autres conditions du théoréme de convergence
dominée pour les séries qui nous permet d’affirmer alors que

+oo 1)le—t*¢2n
f(x)—Zf - zzn),t e

+oo n,—t%,2n
— ( 1) t 2n
= HZ:(:) (JO —(2n)! dt) x".

On a bien prouvé que f est développable en série entiére sur R.

3. Pour tout réel x, f'(x) = fom —te sin(xt)dt.
Mais une intégration par parties (que je ne détaille pas) donne pour tout
réel x,

, X
£/ = =S,
Donc il existe un réel C tel que f est de la forme x — Ce /4,

Orf(O)zf e dt = ‘F douC—£ et pour tout réel x,

F) = ?e—*/‘*.
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Une correction de 'exercice 5 énoncé
1. Notons f : (a,x) — sin(asin(x)).
= Pour tout a € R, f(a,e) : x — sin(asin(x)) est continue sur [0 ; n],
donc en particulier intégrable sur ce segment.
= Pour tout x € [0 ; m], f(e,x):a~ sin(asin(x)) est €* sur R.
= Pour tout a € R, %(a, x) = sin(x) x cos(a sin(x)), donc
<1,

of
V(ia,x)€[0; ] xR, [=—(a,x)
da

et x — 1 est intégrable sur [0 ; mt].

On peut donc appliquer la régle de Leibniz (de dérivation des fonctions
définies par une intégrale), qui nous permet d’affirmer que :

= Ja fonction F: a — fon sin(asin(x))d x est de classe €' sur R,
= Pour tout réel a,

F(a)= J sin(x) x cos (asin(x))d x.
0

2. En particulier, on peut en déduire que F est dérivable en 0, autrement dit
par définition :

w = lf sin(a sin(x))d x —— F/(0)
a— 0 a 0 a—s0
et

F'(0)= J sin(x) X cos (0 x sin(x))d x
0

=J sin(x)d x = 2.
0




Colles de la semaine 20. Intégrales a paramétre

Une correction de l’exercice 6 énoncé

1.().

(i).

La fonction tan est continue sur [0 ; % [, et arctan est continue sur R,
donc pour tout x € R, la fonction t — g(x,t) = arctan(x tan(t)) est
continue sur [0 ; %[

De plus, |arctan| < % sur R, donc pour tout x eR et t € [O ; % [,
T
|gCx, )] = Jarctan(x tan(6)] < -

Ort— % est continue sur [0 ; %], donc a fortiori intégrable sur
053]

Ainsi, non seulement pour tout x € R par domination t — g(x,t) est
intégrable sur [0 ; %], ce qui assure le fait que f est définie sur R,
mais aussi par le théoréme de continuité des intégrales a parametre,
f est continue sur R.

Pour tout t € [0 ; %], x — g(x,t) est €' sur R, pour les mémes
raisons que sa continuité, et a pour dérivée

og tant
PEICHD Rt e
dx 1+ x?tan?(t)

Pour tout réel a > 0, on a
tan(t)
1+ a?tan?(t)

V(x,t) €[a; +oo[ x [O,g [, ‘z—{c(x,t)‘ <

Comme t — —20L - est continue sur [0 ; %] et de limite nulle en g,

14a? tan?
elle est prolon;eable par continuité sur [O ; %], donc intégrable sur
05 5[

Ainsi le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres permet
d’affirmer que f est de classe 6¢* sur [a ; +oo[ pour tout a > 0, donc
sur 0 ; +oo[, avec

tan(t)
1+ x2tan®(t)

/2
Vx eR*, f'(x)= J
0

Comme arctan est impaire, on en déduit que f aussi est impaire, donc
qu’elle aussi €* sur ]—oo ; 0.
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(iii). Pour la dérivabilité de f en zéro, on va utiliser le théoréme de limite
de la dérivée.

Pour tout x > 0, par positivité de l'intégrale, comme arctan(%) €

o5,

f/( ) N arctan(1/x) tant
X) =2 S ———
0 1+ (xtant)?

1 arctan(1/x)
= —J tant dt
2 0

1 1 1
= —[—Inlcost|] (a)man(l/x) =——1In{ cos | arctan | —
2 2 X

Comme le minorant tend vers +o0o quand x tend vers zéro a droite,
on conclut que lim f ' =+400.
0

Et comme de plus, f est continue en zéro, cela prouve par le théoréme
de limite de la dérivée que f n’est pas dérivable en zéro et que son
graphe y présente une tangente verticale.

2. La fonction arctan étant croissante sur R, et tan(t) étant positif sur
[0 ; %] , on montre par inégalités successives, avec la croissance de I'in-
tégrale que f est croissante sur R.

3. Le théoréme de convergence dominée a parameétre continu, avec la do-
mination de |g(x, t)| par % comme pour la continuité de f, permet d’af-

firmer que
y 2 ’J'Ed m?
Am )= gde=o
Du caractére impair de f on déduit que lim_, f (x) = —“72.

4. Déja fait.
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Une correction de 'exercice 7 énoncé
Préambule : on pose
itx itx

e
h: (x,t) €R? —» ——— et k: (x,t) € R? .
(x, ) H(1+t2)2 (x,6) BETYE

Ce sont des fonctions %42 sur R? en tant que fractions rationnelles définies
sur R2.

Pour tout réel x, pour tout réel t,

1
h(x,t s—etht < ,
|h(x, t)] 17 27 lk(x, )] < 112
et les majorants sont des fonctions intégrables de la variable t car conti-
nues sur R et équivalentes a = = ou tz en +o00, donc par domination les
fonctions t — h(x,t) et t — k(x, t) sont mtegrables sur R.
?’ On a prouvé en passant que f et g sont définies sur R. Et méme

qu’elles sont continues sur R grdce aux inégalités ci-dessus qui
donnent de bonnes inégalités de domination.

1. On sait que la fonction h est de classe 6?2 avec

itx 2 itx

Jh
v R2, ——(x,t)=i t ’
(ROERS, FO=itgogy et s 0=00"Hy

Ces dérivées partielles satisfont les hypothéses de domination

|t

V(x,t) e R? 8h( )| < ()
x —(x, )| < =,
’ © o lax oS Y 1+ c2)2
2°h 2
t == <Y(t) 1= ——,
e 8x2(x’ )| <(t) ENGE

ol y et 1 sont continues et intégrables sur R (équivalentes a # oua 12 en

+00). Le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres s apphque
et prouve que f est de classe 62 sur R, avec

te

+oo t eitx +oo 2 itx
V(x,t) €RZ, f’(x)zif % it et fUx)= —f 4
oo (1H1t2)? oo (1H1t2)?
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?’ Pour la fonctlon g, on ne peut pas faire la méme démonstration,
car t — —(x t) = iel™ x 1J:t2 n’est intégrable sur R pour aucun
x réel. On commence donc par transformer 'expression de g par
une intégration par parties dont je vous laisse vérifier les condi-
2. tions.

Pour tout x € ]0 ; +oo[,

eitx +o0 2 +0o teltx
glx)= [—} +—= ———dt
ix(1+t2) o X (A+2)

2 J+OO teitx

== = dr
. 2 2 J
ix )_ o (1+¢t2)

et on montre alors comme a la question précédente que x —

:L;o a +l:)2dt est de classe 6! sur R, ce dont on déduit que g est de

classe ¢! sur R*.

3. On déduit de I'égalité ci-dessus que pour tout x € ]0 ; +oo[,

+00 teitx
ixg(x)=2 ———dt
g(x) L}o TENTE

et on en déduit que
itZeitx

+00
i(xg'(x)+g(x)) = ZJ_OO mdt

Une intégration par parties (que je vous laisse justifier en amont) consis-
tant a dériver t — te'*! et a intégrer t — —=2t AR ainsi que 1’égalité

1+t
+00 feltx ix - (
f_oo pdt= ?g(x) vue au début de cette question, conduisent &

el 17 T (1 4 itx)eltx
i(xg'(x)+g(x)) =i [— ° ] +iJ A+itx)e™
e )

1+ t2 1+ t2

X‘2 )
(1 - —) g(x).

o
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On en déduit que g est solution, sur R*, de I'équation différentielle linéaire
du premier ordre

‘+Zy=o0
y+35y=0

Cette2 équation (plutét élémentaire) a pour solutions les fonctions t —
Ce™™/4 ot CeR, donc il existe un réel C tel que

Vxe€]0; +oo[, glx)= Ce /4,

Comme g(0) = f+o° de

= [arctant]*® = n et comme on a démontré

—00 1+t2
la continuité de g sur R dans le préambule, on en déduit que C = =, et
que
Vxe€]0; 4o, glx)= ne /4,
Enfin, en posant t' = —t, on montre que g est paire, ce qui permet de

justifier que cette expression reste valable sur R.

On note que cette méme expression prouve que g est de classe €' sur
R tout entier.

Je vous laisse combiner certains calculs précédents et I'équation différen-
tielle satisfaite par g pour établir que

VxeR', f(x)=-38(x)=g/(x)

Cette égalité reste vraie en x = 0 (par continuité, ou par calcul explicite),
et on en déduit I'existence d’une constante ¢ € R telle que f = g+c. On
détermine la valeur de ¢ par le calcul de f(0), effectué au moyen d’une
intégration par parties sur I’expression de g(0) :

+00 de t +00 +00 t2
n=g(0)= = +2 ———dt
8(0) J_ 14 t2 [1+t2}fz_m JOO (1+41t2)?

_2J+°°t2+1—1dt
oo (IF12)2
2f+oo d de 2J+Oo d 21 — 2£(0)
= _— —_ —_— =27 - .
oo 1412 o (1122
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On en déduit que f(0) = 7, donc que ¢ = —7 et finalement que

Tl'.
VxeR, f(x)= me /4 — 7

\a )

Une correction de l'exercice 8 énoncé

La premieére idée est d’écrire f en fonction de f’+ f au sujet duquel
on a le renseignement de la limite.

Notons g = f’ + f, et considérons cette égalité comme une équation diffé-
rentielle d’'inconnue f :

= x — e~ ¥ est solution de y’ +y=0,

= et par la méthode de variation de la constante, une solutionde y'+y =g

est
X
X — (J etg(t)dt) xe .
0

Ainsi il existe un réel C tel que

X

VxeR,, f(x)= (C—l—f etg(t)dt) xe ¥,
0

et pour x = 0, I'égalité donne C = f(0).
On peut donc écrire, pour tout x € [0 ; +oo[, f(x) sous la forme

fx)= (f(o)‘i‘f e (f'(0)+f(1) dt) x e X
0

=f(0)e ™ + fet(f’(t)—l—f(t))dt xe ™,
0 %’_/

=g(t)

d’ol1 par inégalités triangulaires (discréte et continue)

X

IfF GOl < If(0)e™ +J e [g(t)lde xe™.

0
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On remarque déja que f(0)e™™ tend vers 0 quand x — +o00.

A ce stade, on se dit que si g = f' + f tend vers 0, alors I'intégrande
e'g(t) sera négligeable devant e, donc que l’intégrande sera négli-
geable devant e* — 1, et comme le tout est multiplié par e™, que f(x)
va aussi tendre vers 0.

Premiére étape: supposons que { = 0, autrement dit que g = '+ f - 0.
o0

Alors pour tout € > 0, il existe un réel A tel que pour tout t > A, |g(t)| <e.

D’ot, avec les inégalités triangulaires (discréte et continue), la relation de
Chasles, et la croissance de l'intégrale :

X A x
J etlg(t)ldt<f etlg(t)Idt+J et x edt
0

0 A

A
SJ et |g(t)|dt +¢ x (ex —eA).
0

De plus, comme f est 6!, alors g = f’ + f est continue sur [0 ; +oo[, et
I'’hypothése qu’elle tend vers 0 en +0o permet d’affirmer qu’elle est bornée
sur [0 ; +0o[ (mais on est capable de la prouver si le correcteur ’exige), ainsi
par croissance de 'intégrale

X
J e'g(t)de < [l x (ef—1) +& x (¥ —et).
0

Ainsi pour tout £ > 0, il existe A € R tel que
Vx = A,

II s’agit de montrer que f(x) — { quand x — 400, c’est-a-dire que
X
e ™ fo g(t)e'dt — ¢ quand x — +00. Comme

e_xf g(t)etdt = e_xf [(g(t)—0)+L]e'dt = e_"f (g(t)—0)e'dt+L(1—e™),
0 0 0

cela revient encore a démontrer que e™* f ; h(t)e*dt — 0 quand x — o0,
sous I'hypothése ol la fonction continue h est de limite nulle en +oo.



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

Soit £ € RY.. Il existe x5 € R, tel que Vit > X, |h(t)] < % Alors, si x = x,, on
a

X
e_xf h(t)etdt
0

Xo X
se_xf |h(t)|etdt+e_xf Ih(O)lefde < e [IRfl2¥) (e — 1) +
0

X0

€
<Mge ™ +—,
0 2

ot I'on a posé M, = ||h||([)g’x°](e"0 —1). Comme lim(Mye™™) = 0 quand x —
+00, il existe x; € R, tel que Vx = x1, Mge™ < % On pose x5 = max(x, x7).

Alors

Vx = x,, <e.

X
e_xJ h(t)e'dt
0
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