Colles de la semaine 9. Nom et prénom?

Questions de cours 1

Réponses

Q1. Cocher le bon mot :

o = B lorsque

+ il (O faut | O suffit) que .«/ soit vraie pour que %

soit vraie ;

+ i (O faut | O suffit) que B soit vraie pour que .o/

soit vraie ;

~ .o/ est une condition (O nécessaire | [ suffisante)

pour que 98 soit vraie;;

1 % est une condition (O nécessaire | O suffisante)

pour que .« soit vraie;

Q2. Compléter avec =, <, ou < :

w= Sj F et G sont deux parties d’'un ensemble E, alors

G CF si, et seulement si, x €F x €G;
= Soit x € R, alors x? < x x<1;

= Soit f une fonction définie sur l'intervalle I, alors

Y(a,b)€l? a=b [:] f(a)=f(b);

f est décroissante sur l'intervalle I si, et seulement si,

V(a,b)€l? a<b f(a) = f(b);
f0)=1 f est dérivable en 0
= PourtousneN*etzeC, g"=1 z=1,

z"=1 lz| =1

Remplir le cadre, ou cocher les bonnes réponses.

(mis a jour le 20 décembre 2024)
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Q3.

Q4.

Q5.

Q6.

Q7.

Q8.

Si f est solution de y’ = ay + b(x), les autres solutions sont :

O x—Cf(x)+e*™ avec CER, O x— f(x)+Ce*™ avec CER,
O x— f(x)+e’+CavecCeR, O x+— f(x)xe*™+Cavec CeR.

On considere I'équation différentielle (E) : y' — y = e'.

O t+— te' est une solution de (E).
O t — e ! est une solution de (E).
O t+— (1 — t)e' est 'unique solution de (E) telle que y(1) = 0.
O t+— (14 t)e' est 'unique solution de (E) telle que y(0) =1.

Les solutions réelles de (H) : y”/ — 6y’ + 10y = 0 sont les fonctions

Donner une solution particuliere de (E) : y” + 4y =1 — 2x? :

Donner une solution particuliere de (E) : y” — 4y = e* sin(x) — e~ :

Combien y a t-il de solutions de I'équation (2x? + 1) y’—x x y = sin(x)
vérifiant la condition initiale y(0) =27

O o, O 1, O une infinité.
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Exercice 1

Résoudre les équations différentielles :

y+y=t3 2xy' +y=1, et tx'—x=tln(t).

Exercice 2

Résoudre le probleme de Cauchy : (1 —x2)y’ +(x —2)y =0, et y(0) =e.

Exercice 3

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =e ™~ f (;( et’dt.
Etablir que f est solution de y’ 4+ 2xy = 1.

Exercice 4

Résoudre I'équation différentielle  y” — 2y’ +y = e¥(x? + 1).

Exercice 5

Résoudre I'équation différentielle  y” — 3y’ 4+ 2y = e* cos(3x).

Exercice 6

Résoudre I'équation différentielle  y” + 6y’ + 9y = x2 4 &3*.
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Réponses aux questions de cours questions

1. Cocher le bon mot :
+ il (O faut | Ifsufﬁt) que .« soit vraie pour que % soit
vraie ;

|

» il (O faut | O suffit) que % soit vraie pour que .o/ soit
o = 3B lorsque CHERSE
+ .o est une condition (O nécessaire | O suffisante) pour

que 9B soit vraie;

T 9 est une condition (O nécessaire | O suffisante) pour
que .¢/ soit vraie;

2. Compléter avec =, <, ou < :

= Si F et G sont deux parties d'un ensemble E, alors

G C F si, et seulement si, x €F x €G;

= Soit x € R, alors x2 < x x<1;

= Soit f une fonction définie sur I'intervalle I, alors

Y(a,b)€l?, a=b f(a)=f(b);

f est décroissante sur l'intervalle I si, et seulement si,
V(a,b)€l?, a<b fla) = f(b);
f0)=1 f est dérivable en 0

= PourtousneN*‘etzeC, 32z"=1 z=1,

=1 (2] k-1
Remplir le cadre, ou cocher les bonnes réponses.

3. Si f est solution de y’ = ay + b(x), les autres solutions sont :
O x—Cf(x)+e*" avec CER, Iﬁxwf(x)+Ce‘”‘avecCeR,
Ox— f(x)+e+CavecCeR, O x— f(x)xe*+CavecCeR.

4. On considere I'équation différentielle (E) : y’' — y =e'.

™ ¢ — te’ est une solution de (E).
O t— e~ " est une solution de (E).
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O t— (1— t)e' est 'unique solution de (E) telle que y(1) =0.
ot (1 + t)et est 'unique solution de (E) telle que y(0) =1.

5. Les solutions réelles de (H) : y” — 6y’ + 10y = 0 sont les fonctions

X +—>’ e3* (Acos(x) + Bsin(x)), ot (A,B) € R?. l

car son équation caractéristique est

x2—6x+10=0¢=(x—-3P+1=0¢<= (x—3)* =-1=1i2
S x—-3=Fi<c==x=3=%1.

6. Donner une solution particuliéere de (E): y” +4y =1 —2x2 :

1 2
X—=| —ox“+ -
2 2

7. Donner une solution particuliere de (E) : y” — 4y = e*sin(x) — e?* :

x| e* (—lio cos(x) — ésin(x)) + %(4x —1)e?* |

8. Combien y a t-il de solutions de I'équation (2x2 + 1) y’—xxy = sin(x) vérifiant
la condition initiale y(0) =27

0o, ™1, 0O uneinfinité.

Une correction de 'exercice 1 enonce
1. = L’équation homogéne est (H) : y’ = —y, la fonction ¢ : t — e~ " est
solution de H, donc I’ensemble des solutions de H est

Vect(p)={t—Ce™" | CeR}.

= Le second membre t — t2? nous suggere de chercher une solution
particuliere de la forme d’'un polyndme du second degré P : a —
at?+ bt +c.

P()+P(t)=t> < 2at+b+at’?+bt+c=t>
= at’4+2a+b)t+(b+c)=t>
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ceci est vrai dés que

a=1 a=1
2a+b=0 clest-a-dire { b=-2
b+c=0 c=2

Donc P(t)=t2 -2t +2.
= On conclut que I’ensemble des solutions sur R de I'équation y’+y =
t2 est

{t—(*—2t+2)+Ce™" | CeR}.

2. Icile second membre x — % est défini sur R*, donc on résout |'équation
sur les intervalles ]0 ; +o00[ et ]—o0 ; O[.
Sur ces intervalles, sa forme normalisée est

1 1

E) : yV=——y+—-"
(E) + ¥ = T o
Sur le brouillon, on résout I’équation homogéne sans précau-
@ tion :
N — y__ 1
Y= 2xy y o 2x

—In(y)= —% In(x)
1
ﬁ.

On en déduit que x — ix est solution sur ]0 ; +oo[, et on fait

vx 1
Vil

n(x) —

&y=e 2

gaffe de mettre une valeur absolue pour la solution x —
sur ]—oo ; O[.
Puis on rédige la solution comme ci-dessous :

= @ La fonction ¢ : x — \/L? est dérivable sur ]0 ; +oo[, car elle est la

composée de O — /0, qui est dérivable sur ]0 ; +oo[ a valeurs
dans ]O ; +oo[, par O +— é qui est aussi dérivable sur ]0 ; +ool.
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De plus, pour tout x € ]0 ; +o0[,

, _ (-1/2 /) (cette notation est incorrecte,
(x) ( (x ) mais c’est pour détailler...)

_ Lapa_ 1
2 2x+/x
L o)

= —— X X 5
2x ®

donc ¢ est solution de (H) : y’ = —iy sur ]0 ; 4oof.

® Et comme le coefficient x — — == est une fonction continue
sur ]O ; +o0o[, on en déduit grace au théoréme de Cauchy que
I'ensemble des solutions de (H) sur ]0 ; +oof[ est

c CeR
{XHﬁ| S }

Si on était observateur on pourrait remarquer que x — — %
est une solution particuliére de (E), mais on ne [’est pas,
donc on fait la variation de la constante.

=S

Soit A une fonction 46! sur ]0 ; +oo[, alors y : x — A(x) x \/L? est

aussi 6! sur ]0 ; +oo[, et est solution de (E) si, et seulement si, pour
tout x €10 ; +oo[,

, 1
y( )__ﬂy(x)-’__sz
v/ 1 1
= \N(x)= 2—); = WG = (_ﬁ) (on a I’a vu plus haut!)

L

—, ce qui donne la solution par-

donc il suffit de prendre A(x) = —

ticuliere y(x) = —%.

= On conclut que I'’ensemble des solutions de (E) sur ]0 ; +oo[ est
LS | CER
x— ——+— | CER}.
x  Jx
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= De la méme maniére, on trouve que I’ensemble des solutions de (E)
sur ]—oo ; O est

{ 1+ c | C R}
X — —— e — (S .
IRVAPY

3. L’équation différentielle t x’ — x = t In(t) est définie sur ]0 ; +o0o[, et sa
forme normalisée est

(E): x' = %x +In(t).

= |’équation homogeéne est (H) : x’ = %x, dont le coefficient t — % est
continue sur ]0 ; +oo[. Donc I'ensemble des solutions sur ]0 ; +oo[
de (H) est une droite vectorielle.

Or la fonction ¢ : t — t est solution de (H), donc I'ensemble des
solutions de (H) est

Vect(p)={t— Ct | CeR}.

= On cherche alors une solution particuliere de (E) sous la forme x :
t — A(t)t, ot A est €' sur ]0 ; +ool.
Cette fonction x est solution de (E) si, et seulement si, pour tout
t>0

x'(t) = 1x(t)+ln(t)
/ ( ) (1 2 )’
= AN({t)=—==1In'(t) xIn(t) = Eln (t)

donc on peut prendre A(t) = %lnz(t), qui nous donne la solution
xX:t— %tlnz(t).
= On peut donc conclure que 'ensemble des solutions de (E) est

1
{t'—>§tln2(t)+Ct | CER}.
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Une correction de l'exercice 2 énoncé
= Sur]—oo ; —1[,1-1; 1[, ]1 ; +oo[, I'équation (E) : (1—x2)y’'+(x—2)y =
0 équivaut a

(EE):y = -2
Y =TT A
Comme x — — X=2 est continue sur ]—1 ; 1[, le théoreme de Cauchy

nous permet d’affirmer qu’il existe une unique solution y sur cet intervalle
1-1; 1[ qui vérifie y(0) =e.
Il existe a, b € R tels que pour tout x € ]—1 ; 1[,

x—2 a 4 b

1-x2 1-x 14x’

en multipliant par 1 — x des deux cotés et en remplacant x par 1, on
obtient a = %, etdeméme avec 1+ x et —1lonab= %, d’ou

1 3
_x—2= 5 3
1—-x2 1—-x 1+4x

donc une primitive en est

1 3 (@Y (@)
xH—51n<1—x>+51n<1+x>—1n(m)—ln(ﬁ)’

et par conséquent, les solutions de (EE) sur ]—1 ; 1[ sont les fonctions
(1 + x)?

e

Parmi ces solutions, la seule qui vaut e en 0 est
(1 + x)2
Q/ 1 —

= On remarque que |'équation différentielle (E) de départ est définie pour

tout x € R, on se demande donc si on peut prolonger cette solution y :
x o e U gy ]—1; 1[ en une solution sur un intervalle plus grand.
V1-x2
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® En 1 a gauche,

) (14 x)? (14 x)? 4 N
y(x)=e =e ~ 00
Vi-x? /-0 +x) V2T —x o
donc la fonction y ne peut pas étre prolongée au dessus de 1.

® En —1 a droite,

(1+x)? (1+x)? (1+x)vV1+x
yx)=e—== =e 0,

V1—x? \/(1—X)(1+x Vi-x) x>

donc y est continue a droite en -1, et on peut s’intéresser au prolon-
gement de y en deca de —1.
® On remarque d’ores et déja que

NS -2 (x) = x—2 « Q+x)vV1+x
X)=—— = e
A G P TG ) Ja-x
(2 x)y/ (14 x) 0

(1—x)\/(1— x—>—1

donc grace au théoréme de la limite de la dérivée, on peut en déduire
que y est de classe ¢! a droite en —1, avec 3’:1(0) =0

® La résolution de cette méme équation différentielle y’ = — 1"__x22 ¥, mais
cette fois sur l'intervalle ] 00 ; —1[ donne de la méme maniére les
solutions : x — ¢ 02 AtV 1tx
'\/XZ 1 x—1
Ces solutions vérifient aussi, pour tout réel C, y(x) —— 0, et
x——1
y'(x) ——0.
x;—l

Donc pour tout C € R, la fonction

e Giyelo1:1[
1—x2

e
X — 0 six=-1
CE}% six €] ;—1[

est de classe 6! sur ]—oo ; 1[, et est solution du probléeme de Cauchy
initial sur cet intervalle.
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Une correction de 'exercice 3 énonce
. 2 . .

La fonction O — e est ¥ sur R, donc en particulier :
52 .

w x — e " est dérivable sur R ;

= d’aprés le théoréme fondamental de I'analyse x — f: et’d ¢ est dérivable

e 2
sur R de dérivée 00— e ;

donc la fonction f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables.
De plus pour tout réel x,

X

fl(x)= —2xe™*" J e’dt +e ™ xe’ = —2xf(x)+1, c.QF.D.
0

Plus précisément, comme f (0) = 0, comme I'application x — — 2x est conti-
nue sur R, le théoréme de Cauchy linéaire nous permet d’affirmer que f est
I'unique solution du probléme de Cauchy :

y'==2xy+1,
y(0)=0.
Une correction de ’exercice 4 énoncé

1
X (x4 + 6x2)ex + (Kyx +Kp)e*

Une correction de l’exercice 5 énoncé

1 1
x — K@Y + Ke¥ — — cos(3x)eX — — e sin(3x
1627 4 Kye® = = cos(3x) e = - e¥sin (3)

Une correction de l’exercice 6 énoncé

1 4 1 2
2 (-3x) (3x)

Z %2+ (Kox +K S € E il

X g X+ (RKox + Ky Je 27 7 36° 27
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