Colles de la semaine 10. Nom et prénom?

Questions de cours 1 Reéponses

Remplir le cadre, ou cocher les bonnes réponses.
Q1. On consideére I'équation différentielle (E) : y’ — y = e'.
O t+— te' est une solution de (E).
O t+— e~ " est une solution de (E).
O t— (1— t)e' est 'unique solution de (E) telle que y(1) =0.
O t+— (14 t)e' est 'unique solution de (E) telle que y(0) =1.

Q2. Les solutions réelles de (H) : y” — 6y’ + 10y = 0 sont les fonctions

Q3. Donner une solution particuliere de (E) : y” + 4y =1 — 2x? :

Q4. Donner une solution particuliere de (E) : y” — 4y = —e?* :

Q5. Donner une solution particuliere de (E) : y” — 4y = e*sin(x) :

Q6. Donner I'énoncé du théoréme de Gauss :
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Soit n € N*, si 12 divise 'entier 7 x n que peut-on en déduire ?

Q7. Donner I'énoncé du théoréme de la division euclidienne dans Z (il y a
des « ¥V » et des « I ») :

Q8. Donner la factorisation en produit de facteurs premiers des nombres :

4950 = ; 585 =

Compléter :

PCGD(4950,585) = , PPCM(4950,585) = 3

Compléter avec la valeur sous forme de fraction irréductible :

7 11
4950 585
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Exercice 1
Soit y une solution de I'équation différentielle (E) : x2y” — 2y = x sur
10 ; 4ool.

1. Montrer que z(t) = y(e") est solution d’'une certaine équation différen-
tielle

2. En déduire y sur ]0; +oo[

Exercice 2

n
Conjecturer la valeur de la somme )’ k x k!,
k=1
puis démontrer ce résultat pour tout n € N.

Exercice 3

Soient a et b deux nombres complexes. Démontrer pour tout entier n € N la
formule de Bernoulli :

n
an+1 _ bn-‘rl — (a _ b)Za”_kbk.
k=0
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Réponses aux questions de cours questions

1. On considere I'équation différentielle (E) : y’ —y =e'.

™ ¢ — te' est une solution de (E).
O t— e ! est une solution de (E).
O t+— (1 —t)e' est 'unique solution de (E) telle que y(1) =0.
- (1 + t)e* est 'unique solution de (E) telle que y(0) =1.

2. Les solutions réelles de (H) : y” — 6y’ + 10y = 0 sont les fonctions
x — (A x cos(x) +B x sin(x))e*, (A,B)eR>.

3. Donner une solution particuliere de (E) : y” +4y =1 —2x? :

1,1
X— —=x"+ =
2 2

4. Donner une solution particuliere de (E) : y” — 4y = —e?* :
X — i(4x —1)e**
16 ’
5. Donner une solution particuliére de (E) : y” — 4y = e* sin(x) :

X — — % (cos(x) + 2sin(x)) e*.

6. Donner I’énoncé du théoréme de Gauss :

Soient a, b, ¢ trois entiers naturels, si a est premier avec b et divise bc,
alors il divise c.

Soit n € N*, si 12 divise I'entier 7 x n que peut-on en déduire ?

[ Si 12 divise I'entier 7 X n, comme il est premier avec 7, alors il divise n. ]

7. Donner I'énoncé du théoréme de la division euclidienne dans Z (il y a des « V »
et des «3»):

Pour tous n € Z et p € N*, il existe un unique couple (g,7r) €Z x [0 ; p —1]
telquen=pxq+r.
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8. Donner la factorisation en produit de facteurs premiers des nombres :

4950 =| 2x 32 x 52 x 11 585=| 32x5x13 |

Compléter :

PCGD(4950,585) =| 32 x 5=45 |, PPCM(4950,585) = 2x 32 x 52 x 11 x 13 |

Compléter avec la valeur sous forme de fraction irréductible :

7 11 7 11
4950 585 2x32x52x11 32x5x13
7%x13 — 11x2x5x11
T 2x32x52x11x13
373
21450
Une correction de I'exercice 1 énoncé

1. (a) Lafonctionz: t — y(e!) est 62 sur R comme composée de I'expo-
nentielle qui est € sur R a valeurs dans ]0 ; +oo[ par la fonction
y qui est 62 sur ]0 ; +oof.

De plus, pour tout t € R,
Z(t)=e' xy'(e),
et 2’(t)=e"xy’ (e") +e' xe'y” (e')
=z'(t)+e*y” (e").
Or par définition de y,
vOeo; +oo, 0%y () -2y (@) =0,
donc en particulier pour tout t € R, en prenant [ = e’ :
eZty// (et) _ 2_)’ (et) — et
(z"(t) —2'(t)) — 2z(t) = €".

Donc z est solution sur R de I'équation différentielle

2’ —3' —2z=el.
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(b) = L’équation homogeéne z”” — 2z’ — 2z = 0 a pour solutions les fonc-
tions t — Ae~! + Be?! ;

= on trouve que t — — %et est une solution de I’équation avec

second membre ;
donc il existe (A, B) € R? tels que z est la fonction t — Ae ™t +Be?! —
%et.
On en déduit que pour tout x € 10 ; +oo[,

1 A 1
y(x) = z(In(x)) = Ae~ 10  Be2In(¥) Eeln(x) =—+Bx?— 5X
x

Une correction de I'exercice 2 énoncé
= Pour conjecturer la valeur de la somme, je ne vois guére que le calcul des
premiéres valeurs :

1
@ pourn=1, > kxk!=1;
k=1

2
@ pourn=2, > kxk!=5;
k=1

3
@ pourn=3, Y kxk!=23;

k=1
® etc.

mais comme on ne voit rien, le professeur nous dit que c’est normal, et
qu’il faut trouver (n+ 1)! — 1, que I'on va prouver par récurrence.

n
= @ On vient de voir que I'égalité >’ k x k! = (n+1)!—1 est vraie aux rangs
k=1
1, 2, et 3, ce qui est largement suffisant pour initialiser la récurrence ;

® soit n € N*, supposons que |'égalité est vraie au rang n, et montrons
qu’elle est vraie au rang n + 1, autrement dit montrons que

n+1

kak!z(n—i—Z)!—l.

k=1
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?’ Pour montrer une égalité entre deux nombres, on essaie le plus

souvent de partir d’'un membre pour arriver a 'autre. Il est

presque tout le temps une mauvaise idée de partir de I’égalité a
prouver!

n+1 n

D lkxkl=>kxkl+(n+1)x (n+1)!
k=1 k=1

(par hypothése de récur-

=((n+1)!—-1)+n+1)x(n+1) rence)
=(n+1)!'x(1+(n+1) -1
=(n+DIx(n+2)-1

=(n+2)!—1, c.qQ.F.D.

® Conclusion gnagnagnagna.

Une correction de l’exercice 3 énonce

0
Pour n = 0, I'égalité est vraie puisque Y. a" bk =a®h° =1.
k=0
Soit n € N, supposons que 1'égalité est vraie au rang n, et montrons qu’elle

est vraie au rang n + 1, autrement dit que

n+1
an+2 _ bTH-Z — (a _ b)Z a(n-i-l)—k bk.
k=0

f Pour montrer une égalité entre deux nombres, on essaie le plus souvent

de partir d’'un membre pour arriver a I'autre. Il est presque tout le
temps une mauvaise idée de partir de I’égalité a prouver!
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n+2 _ bn+2 —

a =ax an+l _ bn+2

(on fait apparditre ce qu’on
PO +1
—ax (an+1 —pntl 4 b”“) _ pn+2 connait, icia"™ —b""", et on
compense autour pour que
I’égalité reste vraie)

n -~
=ax ((a — b)Za”_kbk + b"“) _ pnt2 (par hypotheése de

récurrence)
k=0

n
=(a—b)ax Y a"*bk+ab™! — p+?
k=0

n
— (a _ b)Zan+1—kbk _+_(a _ b)bn+1
k=0

— (a _ b) (Z an+1—kbk + bn+1)

k=0

n+1
=(a—-D) (Z a”+1_kbk) C.Q.F.D.

k=0
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