Colles de la semaine 18. Nom et prénom?

Questions de cours 1 Réponses

Q1. Donner la définition de la continuité d’une fonction f en un réel a :

Q2. Si f est dérivable en a avec f’(a) # 0, donner un équivalent en a :

Q3. Soient f et g deux fonctions qui ne s’annulent pas au voisinage de a,
compléter avec une propriété simple :

f=0(g) si, et seulement si,
a

f=o0(g) si, et seulement si,
a

f ~g si, et seulement si,
a

Compléter: f~g < f=g+
a a

Q4. Compléter avec les équivalents usuels (a est un réel non nul) :

cos(x)x o L sm(u)u . , tan( )e . |
O_1 ~ In(1+A) ~ 1+¢)* -1~
e e , In( )X 0 L ( q) o0
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Q5. Cocher les affirmations vraies :

1 1
01-3x+5x% ~ 1+—x——x3, O cos(t) ~ 1+ 3t,
x—0 2 6 t—0
O sin(t) ~ t—t2/2, O In(x) ~ x—1
t—0 x—0
1 X
n(x) N i’ - e oo
x2  x—+oo x2 x2 41 x—+oo

Q6. Compléter avec I'expression la plus simple possible :

—x3In(x) — 3e2* 4+ 8x° + e~
X—+00

—x3In(x) — 3e2* 4+ 8x° + e ~
x—)

x2—4 ~
x—0
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Exercice 1
Soient p et n deux entiers naturels, et a un réel non nul, déterminer un équi-
n n
—a
valent quand x tend vers a de )
xP — aP

-

Exercice 2

3
Donner la limite £ de u,, = (1 - %) " quand n tend vers oo, puis un équi-

valent de u,, — .

J

Exercice 3

Donner un équivalent de In(cos(x)) quand x tend vers 0.

Exercice 4
xIn(1+ x)

Etudier la limite quand x tend vers 0 de —
1 —exp(x?)

Exercice 5

In(14+x?)—+v/I—-2x+1

2

Etudier la limite quand x tend vers 0 de -
sin® x

\

Exercice 6
2x2

Etudier la limite quand x tend vers 0 de x — " .
1—vVx*+x3+1

374
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Exercice 7

Soit f une fonction de R dans R, continue en 0, vérifiant f(2x)+ f(x) =0
pour tout réel x.

1. Calculer f(0).
2. Démontrer que pour tout réel x et pour tout n € N,
2 n
f(5)=Cvseo.

3. En déduire que f est la fonction nulle.

. J

Exercice 8

Soit f une application de R dans R, continue en 0, telle que pour tout couple
(x,y)deréels, f(x+y)=f0)+f(y).
1. Montrer que :
(@) pour tout n €N, f(n)=nf(1);
(b) pour tout n € Z, f(n) =nf(1);
(c) pour tout g € Q, f(q) =qf(1).
2. (a) Montrer que f est continue sur R.
(b)

b) En déduire que pour tout x € R, f(x) = xf(1)
(on pourra utiliser ici la densité de Q dans R et approcher x par
une suite de rationnels).

. J

Exercice 9

Soit f une application de R dans R, continue en 0, vérifiant f(1) =a > 0 et
I'équation fonctionnelle V(x,y) € R%, f(x+y)=f(x)f(y).

1. Montrer que f(x) > 0 pour tout x € R.
2. Montrer que f(0) =1 et que f est continue sur R.

3. (a) Montrer que f(r) =a" pour tout r € N, puis pour tout r € Q.
(b) Conclure que f(x) = a* pour tout x € R.
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Réponses aux questions de cours questions

1. Donner la définition de la continuité de f en un réel a :

f est continue en a lorsque lim f(x) = f(a).
xX—a

2. Si f est dérivable en a avec f’(a) # 0, donner un équivalent vérifié par f en a :

f) = f(@) ~ f@)x—a)

3. Soient f et g deux fonctions qui ne s’annulent pas au voisinage de a, compléter
avec une propriété simple :

f

f=0(g) si, et seulement si, < est bornée au voisinage de a.
a

f

f=o0(g) si, et seulement si, . tend vers 0 en a.
a

f ~g si, et seulement si, g tend vers 1 en a.
a

Compléter : f:g = ffg+.

4. Compléter avec les équivalents usuels (a est un réel non nul) :

1.2 s
1 — cos(x) ol 3 sin(u) i (u ) tan(6) 9:0,
o_ ~ ~ C - ~
¢?~1 ~[O) m+1) ~[2] U+ 1~ [oaxd]
5. Cocher les affirmations vraies :

1 1 i
A 1—3x+5x% ~ 14 —x — 2x2, (car {es 'deux expressions
x—0 2 6 sont équivalentes a 1),

~ t) ~ 1~ 1+3t),
ﬁcos(t)t 01+3t, (car cos( )[ 0 )

: o (e 2 in(t) ~ t ~ t—t%/2),
uf sm(t)t 0t t°/2, (car sin( )t o o /2)

O In(x) ~ X 1, ('un tend vers —oo, 'autre vers —1...),
o

In(x) - i (le rapport des deux donne (x) qui ne
x2 x—+o00 x2’ tend pas vers 1 en +00),
er 1

o ax (le rapport des deux donne
x2+1x-+0 ’ tend pas vers 1 en +00).

qui ne

x2+1
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6. Compléter avec I'expression la plus simple possible :
On rappelle qu’une somme de termes est équivalente a son terme
dominant. Et quand on dit « dominant », on peut le comprendre
concrétement en comparant les ordres de grandeur en valeur abso-
lue!
et qu’il faut aller jusqu’a I’équivalent le plus simple possible : on ne
laisse pas f(x)x:0 1+12x —7x? (car 1+ 12x — 7x? i 1) de la méme

maniére qu’on ne laisse x = % a la fin d’un calcul.

—x3In(x)—3e* +8x*+e ™ ~ | —3e*
X—+00

x°In(x) —3e** +8x° +e x—>0
4~ (4]

x—0

R =y

Une correction de 'exercice 1 enoncé
Premiére méthode. En utilisant la dérivation des fonctions f : O — O" et
g:O0—01",
x"—a® x"—a" 1 f'(a) na™' n nep
= X = = — .
xP — aP X —a xXP—aPl  y—sq g/(a) pap_l p
xX—a
ou encore
x"—a" f'(a)(x—a) na™! n
= = —q"P.

XP—aP xvag(a)x—a) paP ! p

Deuxieme méthode. Avec des méthodes algébriques, notamment la for-
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mule de Bernoulli

n—1 n—1
. . (X _ a) Z akxn—l—k Z akxn—l—k
—a k=0 k=0

xXP—agP p—1 ~ p-1
(X _ a) Z akyp—1-k Z akyp—1-k
k=0 k=0
n—1 n—1
Z akan—l—k Z an—l -
k=0 k=0 na Lr—
= =—a"P,
x—a pap_l ol

p—1 - p—1
Z akap—l—k Z aqpP~1
k=0 k=0

Troisieme méthode : on peut se ramener en 0 pour utiliser les formules
connues.
Onposet=x—a,oux=a+t,ainsix a<=t—0,et

x"—a"  (a+t)"—a"
xP—aP  (a+t)P —ab

n((1+4)" =1 npx L
:a (( +a)p ) ~ an a (car(l—l—[l)“—lDNOOtXD)
t _ —0 qP - -
a* ((1+£)"—1)=0aPpx
=L,
p
Une correction de l'exercice 2 énoncé

(1 3 i)zn _ e3nln(1—n%)
2

n
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et
2 3n
(1 _ _) 1 = ert(3) 1
n2 n—-+o00
~ - | (car =% +o0(i)——o0
n—-+00 n+o(n) ( ( ) ot )
6
Tl—Z:‘OO_;
Une correction de l'exercice 3 énoncé
In(cos(x)) = In 1—1x2+o(x3)
x—0 2
=In|1+ —1x2+o(x3)
x—0 2
= ——1x2+o(x3)_ +o —1x2+o(x3)
x—0 L 2 |
(car —2x*+ 0 (x*) X:O—lxz —0)
S _
N 3 2
o i 2x +o(x )_ +o(x )
1 1
) 2\ o 1.2
o 2x +o(x o 2x .
Une correction de l’exercice 9 énoncé

1. Pour tout x € R,

2
=1 (53) =1 (3 o

S’il existe x, € R tel que f(x,) =0, alors
FQQ)=f(xo+1—x0)=f(x0) X f(1—x)=0,

ce qui contredit I’énoncé.
Donc pour tout x € R, f(x) > 0.
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2. Par l'équation fonctionnelle f(0) = f(0 + 0) = f(0)?, donc
f(0)(1—-£(0))=0, oronavuque f(0)#0, donc f(0)=1.
Soit a € R, alors pour tout réel x

f)=fla+x—a)=f(a)f(x —a) Ef(a)f(o) (car f est continue en 0)
= f(a).

Donc f est continue en tout a € R, autrement dit continue sur R.

3. (@ ™= f(1)=a,etsipourneN, f(n)=d", alors
f(n+1)=f(n)f(1)=a"a=a""".
On montre de la méme maniére que pour tout x ER et n €N,
fnx) = f(x)"
w= Pour tout n €N,
1= £(0) = f(n+(~n)) = f(n) x f(~n) = a" x f(~n),
donc f(—n)=a™".
= Soit r € Q, alors il existe p € Z, et ¢ € N* tels que r = g, donc
(") = = f(p)
=flgxr)=FfE)NT,

donc la fonction O — [O? étant bijective sur ]0 ; +00[, on conclut
que f(r)=a".
(b) Les fonctions f et O+~ a sont continues sur R, et coincident sur Q
qui est dense dans R, donc elles sont égales sur R, c.qQ.F.D.
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