Colles de la semaine 19. Nom et prénom?

Questions de cours 1 Réponses

Dans toutes les questions, on note E un K-espace vectoriel, F et G deux parties
de E, et (x1,...,x,) une famille de vecteurs de E.
Compléter :

Q1. F est un sous-espace vectoriel de E lorsque

Q2. F=Vect(xq,...,Xx,) &=

Q3. La famille (x,...,x,) est génératrice de E si, et seulement si,

Q4. La famille (x4,...,x,) est libre si, et seulement si,

Q5. = Donner la définition d’une base de E :
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= Donner une base du sous-espace vectoriel

. a+b—c —a—-2b+c 3
F_{( b+2c 2a — 3¢ )l(a,b,c)eR }:

Q6. Compléter avec la définition :

E=FoG<—

Q7. Si on connait une base de F ainsi qu'une base de G, comment montrer
simplement que F& G =E?

Q8. Justifier (le plus simplement possible) que Vect (—X2,2) et Vect (—3X3,X)
sont supplémentaires dans R [X] :
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Exercice 1

Pour tout k € N on définit la fonction fj : x — cos(kx).
Montrer que pour tout n € N, la famille (fy)y<i<, est libre.

-

Exercice 2
1 -1 1 montrer que € (A) = {M € #;(R) | AM = MA}
SoitA= [0 1 —1]|, estun sous-espace vectoriel de .#3(R) dont on
0o 0 1 donnera une base ainsi que la dimension.
Exercice 3

Soient a € R, u; =(1,-1,1), u, =(1,1,1), et us = (a,1,1).
1. Montrer que (uj,u,,u3) est une base de R3 si et seulement si a # 1.
2. On suppose ici que a =1 et on note F = Vect(uy, uy, us).

(@) Donner une base de F.
(b) Soit v = (0,1,1). Montrer que Vect(v) et F sont supplémentaires dans R?,
puis donner le projeté du vecteur (x, y, ) sur F parallelement a Vect(v).
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Exercice 4

Pour quelles valeurs des réels a 1 2 10 2 2 1 4
et b la famille ci-contre est-elle -1 1)°\1 3/)°\0 a)’\b -1/

libre ?

Exercice 5

On consideére la matrice unité I, et les matrices suivantes de .#5(R) :

P T

1. Donner la base canonique et la dimension de .#5(R).
2. (a) Montrer que (I,,J,K,L) est une base de .#,(R).
(b) Quelles sont les coordonnées de A dans cette base ?

3. Soit Z I'ensemble des matrices M de .#,(R) qui vérifient JMJ =M, et ¢
I'ensemble des matrices M de .#,(R) qui vérifient JMJ = —M.

(@) Prouver que Z et ¢ sont des sous-espaces vectoriels de .#,(R) et
donner une base pour chacun des deux.
(b) Montrer que Z et ¢ sont supplémentaires dans #,(R).

(c) Donner les projetés de A sur & parallelement a ¢ et sur ¢ paralléle-
ment a &.
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Réponses aux questions de cours questions

1. F est un sous-espace vectoriel de E lorsque F est un sous-espace vectoriel de E
lorsque

= F est non vide (il doit contenir en particulier le vecteur nul Og);

= F est stable par combinaisons linéaires, autrement dit

V(x,y) €F*, V(A,u)€K? Ax+pyeF.

-+ | Fc Vect(xy,...,Xx,), ,
c’est-a-dire i
Vx €F, 3(Ay,...,A) €KY, x = D) AeXy,
2. F=Vect(xq,...,x,) = k=1
(ce point est
-+ [ Vect (x1,...,Xx,) CF. ]trop souvent
oubliée!)
3. La famille (x4,...,x,) est génératrice de E si, et seulement si,
[ E =Vect(xq,...,Xx,) ](c’est une double inclusion!).
4. La famille (x,...,x,) est libre si, et seulement si,

La seule combinaison linéaire nulle de ces vecteurs s’obtient uniquement avec
des coefficients nuls :

V(s M) €KY, Y Agxy =0p Ay =... =%, =0.
k=1

5. = Donner la définition d’'une base de E :

Une famille de vecteurs est une base de E si, et seulement si, c’est une
famille libre et génératrice de E.

» Donner une base du sous-espace vectoriel

a+b—c —a—-2b+c ;
F:{( b+2c 2a — 3¢ )|(a,b,c)eR };
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P={a(o 3 )+o(i T)+e(3 L)i@boaer)
el DEDE Y

et aprés avoir montré que ces trois matrices forment une famille libre, on peut
conclure que

une base de F est la famille

(o =) G o)z %))

6. Compléter avec la définition :

E=F® G < | (sachant que F et G sont des s.e.v. de E)
Pour tout vecteur x de E, il existe un couple (xg, xg) dans
F x G unique tel que x = xp + xg.

7. Sion connait une base de F ainsi qu'une base de G, comment montrer simplement
que F&@G=E?

il suffit de montrer qu’une concaténation de ces deux bases donne une
base de E.

I

8. Justifier (le plus simplement possible) que Vect (—X?,2) et Vect (—3X>,X) sont
supplémentaires dans R [X] :

Les familles (—X?2,2) et (—3X3,X) sont respectivement des bases de Vect (—X2,2)
et Vect (—3X>,X), et leur concaténation donne une base de R;[X], donc ces deux
sous-espaces vectoriels sont supplémentaires dans R4 [X].

Une correction de I’exercice 1 énoncé
Premiére méthode

Notons pour tout n € N, 2, la forme propositionnelle
la famille (fy, fi, ..., f,) est libre.

1. Au rang n = 0, la fonction f; n’est pas la fonction nulle, donc la famille
[fo] est une famille libre, et &, est vérifiée.

o
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2.

Soit n € N, supposons que &, est vraie, et montrons que &, est aussi
vraie, c'est-a-dire que la famille (f, ..., f,.1) est libre.

Soient A, ..., A1, N+ 2 réels qui vérifient
Mofot FAgrifur1 =60 (ol 8 est la fonction nulle)

autrement dit
n+1

(B) :© D Mefi=0
k=0

Ou encore
n+1

Vx €R, Z)\.k cos(kx)=0.
k=0

Si on dérive deux fois cette égalité, on obtient

n+1
Vx eR, Y (—k*ycos(kx) =0,
k=0
c’est-a-dire
n+1
S (RS = =Aafy o = 1 hfy = (4 D fr = 0.
k=0

Par conséquent, on va multiplier la premiére égalité (E) par (n+ 1)? et lui
ajouter I'égalité que I'on vient d’obtenir pour éliminer le terme en f,,; :

n+1 n+1
(n+1)*x (Z xkfk) + (Z(—kz)xkkfk) =—(n+1)%0 +6
k=0 k=0

—
k

n
((n+1)% = K*)\efi = 6.

=0

On a obtenu une combinaison linéaire nulle des fonctions fy, ..., f,,. Or par

hypotheése de récurrence, ces fonctions forment une famille libre, donc les

coefficients de cette combinaison linéaire sont nuls. Autrement dit, pour

tout k € [0,n], (n+1)? — k)X, =0, et comme n+ 1 # k, A, = 0.
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Ainsi [ A=A =...=1,=0 ], et il ne reste plus dans I'égalité de départ
que A, 1fne1 = 6, qui donne car f,4q nest pas la fonction
nulle.

On a donc établi &, ;, ce qui achéve 'exercice.

Deuxiéme méthode
Soient Ag,...,A,, n+ 1 réels qui vérifient
Aofo+ -+ A =6 (ol 6 estla fonction nulle)

alors

Vx €R, A cos(kx)=0.

0

n
k=

Donc avec la formule d’Euler

c’est-a-dire, en multipliant par 2 et en séparant les deux sommes :
n . n .
Vx €R, Z Apellr 4 Z e R =0,
k=0 k=0
d’olt en multipliant par e™,
n n
Vx €R, » Ael x4y Ty el < g

k=0 k=0

puis en posant k¥’ = n + k dans la premiére somme, et k' = n — k dans la
seconde,

2n n
VX ER, Y Appe D 0, ke =0
k=n k=0
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ce qui revient a
VxeR, P(e¥)=0,

ol P est le polynéme

n—1 2n
PO =D g X+ 206X+ D N XK
k=0 k=n+1

=Ap F A X+ oo+ A X 22 X"

+ A X X X2

Ainsi le polyndme P ci-dessus admet pour racines tous les e™* pour x € R,
autrement dit tous les nombres complexes du cercle unité, ce qui fait en
bref une infinité de racines.

Par conséquent, P est le polyndme nul, donc ses coefficients sont nuls,
et par conséquent les A pour k € [0,n] sont tous nuls, ce qui achéve de

prouver que la famille [f, f1,..., f,,] est libre.
Une correction de 'exercice 2 enoncé
a b ¢
Soit M= |d e f | une matrice de .#5(R).
g h i
Alors

a—d+g b—e+h c—f+i
AM = d—g e—h f—i
g h i

et

a —a+b a—-b+c
MA=|d —-d+e d—e+f
g —g+h g—h+i
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donc

M € €(A) < AM = MA
a—d+g b—e+h c—f+i
s d—g e—h f—i
g h i
a —a+b a-b+c
=|d —-d+e d—€+f
g —gth g—h+i

d=g=h=0 a b ¢
< -+ (calculs)- - & a=e=1I SM=|(0 a b
b=f 0 0 a
1 00 010 0 01
SM=al0 1 O[+b|0 O 1|+¢c|]0 0 O
0 01 0 0O 0 0O
010 0 01
AinsiennotantJ= [0 0 1| etK=|0 0 0],
0 0O 0 0 O

M e €(A) < M € Vect(I, J,K),
autrement dit
% (A) = Vect(I3,J,K).

On en déduit que % (A) est un sous-espace vectoriel de .#5(R), dont (I3, J,K)
est une famille génératrice. Cette famille est aussi une base car on montre
sans difficulté qu’elle est libre.

On en déduit que dim(%6(A)) = 3.
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Une correction de 'exercice 3 énoncé
On note % la base canonique de R3.

Soit v = (x, y,2) un vecteur quelconque de R3. En travail préliminaire qui va
m’éviter de refaire plusieurs fois presque la méme chose, je vais appliquer le
pivot de Gauss a la matrice M(gat(ul, uy,us,v) comme ci-dessous :

1
-1
1

a x 1 1 a X
1 Yy L2<_L2+L1 0 2 a+1 X+y
1 sz L3(_L3_L1 0 0 1—-a z—x

[

1. L’espace vectoriel R? est de dimension 3, donc la famille (u;,uy,u3), qui
est formée de 3 vecteurs de R3, est une base de R? si et seulement si la
matrice des coordonnées l\/ggt(ul, Uy,us3) est de rang 3.

Or d’aprés le préliminaire,

1 1 a
Mat(ul,u2, u:;)’: 0 2 a + 1 y
¢ 00 1-a

est de rang 3 si et seulement si 1 —a # 0.

Par conséquent | (uy,u,,us) est une base de R® si et seulement sia #1 |

2. (a) Onestdansle casotta =1, donc uy = ug, et dim(F) = rg(u;,uy,u3) =
2.
Notons u = (x, y,z) € R®. On utilise la propriété suivante

u € F = Vect(uy, up, u3) < rg(uy, up, us, u) = rg(uy, uy, uz) = 2

Or d’apreés le préliminaire

1 1 1 x 1 11 X
rg(u,up,u)=rg| -1 1 1 y |=rg| 0 2 2 x+Yy
1 11 2 00 0 z—x

Donc|uefF z—-x=0& x=2 |
(b) On a vu que dim(F) = 2. Ainsi comme (u;,u,) est une famille libre
de deux vecteurs de F, c’est une base de F.
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(c) Premiére méthode :

— v & F car ses coordonnées ne vérifient pas x = z.
Soit u € Vect(v) NF, alors il existe A € R tel que u = A.v. Mais
si A #0, alors v = %.u doit aussi appartenir a Vect(v) N'F (qui est
un sous-espace vectoriel en tant qu’intersection de sous-espaces
vectoriels) donc v doit appartenir a F, ce qui est faux.
On en déduit que Vect(v) NF = {5}.

— On sait que dim(F) = dim(Vect(u;, uy, us)) = rg(uy, uy, uz) = 2. Puis
comme dim(Vect(v)) = 1, on a dim(Vect(v)) + F = dim(R?).

— On peut conclure que : [ Vect(v) @ F = R3 ]

Deuxieme méthode : d’apres le préliminaire

1
Mat = -1
% (ulauz: V)

1 L

= =
[
S O =
O N
== O

donc est de rang 3, d’ott (uy,uy,v) est une base de R3.

On a formé une base de R? en réunissant (u;,u,) qui est une base de
F, et (v) qui est une base de Vect(v), donc

[ Vect(v) @ F = R3 ]

Recherche des projetés : cherchons les coordonnées (a, b,c¢) du
vecteur w = (x,y,z) dans la base (uj,uy,v) en résolvant le systeme
de matrice l\/ggt(ul, u,,v) et de second membre l\/(Iggt(w), qui est

1 10 a b
-1 1 1 bl=1|y
1 11 c b4
équivalent grace au préliminaire a
1 10 a X
0 2 1 bl=| x+y
0 01 c z2—X
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qui donne enfin avec Ly « 1/2(Ly —L3),L; < L; — L,

- _1 1
a = 2y1+221
b = x+3y—32
c = 2—Xx
Ainsi
Ll + x4ty +(z—x)
w=|—— -z |.u x+-y——-z|.u Z2—X).V
77 ToF )M o) Tof )T ET VY
\% eVect(v)
S

(on vérifie vite fait sur son brouillon que la somme donne bien le
triplé (x,y,2))

ce qui prouve que le projeté de w = (x,y,z) sur F parallelement a
Vect(v) est le vecteur (—%y + %z).ul +(x+ %y — %z).uz, qui donne le

triplé [ (e, x+y—2,x) ]

- J

Une correction de 'exercice 4 enonce
Notons respectivement A, B, C,D ces quatre matrices.

Soient a, B, v, 8 quatre réels qui vérifient I'égalité (E) : aA+pB+yC+8D = O,.
Alors

(E) = (a+[5+2y+8 20+ 2y + 48 ) _ (O O)
—a+p+bd a+3p+ay—35 00
a +p +2y 45 =0
] 2 +2y +45 =0
-a 4B +bd =0
a 43 4ay -0 =0
a +B +2y +5 =0
— —2p +2y +285 =0 (apres quelques opérations
(b+3)6 = éléementaires sur les lignes).
(a—4) =0

Par conséquent,
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= sia#4etb#—3,alors le systtme se résout en a ==y =8 =0, donc
la famille (A, B, C,D) est libre;

= sia =4 oub = -3 ce systtme a des solutions non nulles, par exemple
a=-5pB=28=y=1, donc dans ce cas —5A+ 2B+ C+ D = 0,, ce qui
prouve que la famille (A, B, C,D) est liée.

Une correction de I’exercice 5 énonce
1. La base canonique de .#,(R) est 6 = (E{,E,,E3,E4) ol :

10 01 00 00
E1=l0 0) E2=|0 o) E=(1 o) € E4=|o 1)

Mo(R) est par conséquent de dimension 4.

2. (a)
1 0 1 0 1 0 1 0
M ILJLK,L]) = 010 ! 00 ;
<€at([ sJy I, ]) - 0 1 0 -1 L3<—]:>:—L2, 0O 0 -2 0
1 0 —=1 0 Lye—L4—14, 00 0 -2

donc rg(1,J,K,L) =4, et

la famille (I,J,K,L) est une base de .#,(R) |.

(b) Les réels a,f,y,d sont les coordonnées de A dans la base (I,J,K,L)
si, et seulement si, A = al + J + YK+ 8L, qui équivaut a ce que
(a,B,7,8) est solution du systtme de matrice M(gat([I, J,K,L]) et de

second membre M(;t(A) :

10 1 0)\/a 3
01 0 1| -5
01 0 —-1||y|7|1
10 -1 0)\5 -3
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que l'on résout par le pivot de Gauss (je vous laisse les détails) en

= > Q
Il
[
O

autrement dit [ A= —2J+ 3K — 3L |.

3. (a)- SoitM= (Ccl 2) € M5(R), alors IMJ = (C; ccz) donc

a=d

Mef}@JMJ:M@{b_C

a b
S M= (b a) =al+ bJ = M € Vect(1,J)

Donc & = Vect(l,J), ce qui prouve que & est un sous-espace
vectoriel de #,(R) et que (I J) est une famille génératrice de
Z. Comme I et J ne sont pas colinéaires, on peut conclure que

’ [1,J] est une base de & ]

— On prouve de la méme maniére que ¥ est un sous-espace vectoriel
de #,(R) et que [ [K,L] est une base de ¥ |.

(b) Des questions précédentes, on récolte que

(I, J] est une base de &,
[K, L] est une base de ¥,
[I, J, K, L] est une base de .#,(R),

donc[ ZF et ¢ sont supplémentaires dans #,(R) ]

-2Je g
(c) Onavuque A=—-2J+3K—3L, or donc
3BK—3Le ¥

i [ le projeté de A sur Z parallelement a ¢ est —2J ];

> [ le projeté de A sur ¥ parallelement a & est 3K — 3L l
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