Colles de la semaine 21. Nom et prénom?

> Il y a aussi des questions au verso!

Questions de cours 1 Réponses

Dans toutes les questions, on note E un K-espace vectoriel, F et G deux parties
de E, et (xi,...,x,) une famille de vecteurs de E.
Compléter :

Q1. F est un sous-espace vectoriel de E lorsque

Q2. La famille (x,...,x,) est génératrice de F si, et seulement si,

On note alors F =

La famille (x;,...,x,) est libre si, et seulement si,

Cocher la fin de phrase correcte :

n
si (xq,...,X,) est une famille libre, la combinaison linéaire »_ Ajx; est
k=1

. O le vecteur nul.
certainement
O un vecteur non nul.

(mis a jour le 3 avril 2025)
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Q3. Donner la définition d’une base de E :

a+b—c —a—-2b+c .
DormerunebasedeF—{( b+ 9 9q — 3¢ )I(a,b,c)eR }:

Donner la définition de la dimension d’un espace vectoriel :

si on sait que dim(E) = n, a quelle condition suffisante la famille
(x1,...,x,) est-elle une base de E?

Dans un espace vectoriel de dimension finie quelconque, quel est I'in-
térét de choisir une base ?

dim (K") = . dim (K, [X]) = [:] dim (A, ,(K)) = [:]
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Q4. rg((1,1),(-1,-1),(2,2)) = b

rg(X+1,—2X+2,X—2,2X—2,X+2) = |

Q5. = Compléter avec la définition : on dit que les sous-espaces vectoriels
F et G sont supplémentaires dans E lorsque

= Compléter avec une caractérisation en dimension finie :

E=FoG<—=

= Compléter avec une caractérisation utilisant des bases :

E=F®G—

= Justifier (le plus simplement possible) que Vect (Xz,l) et Vect (XB,X)
sont supplémentaires dans R [X] :
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Exercice 1

Pour tout k € N on définit la fonction fj : x — cos(kx).
Montrer que pour tout n € N, la famille (fy)y<i<, est libre.

- J

Exercice 2
1 -1 1 montrer que €(A) = {M € #;(R) | AM = MA}
SoitA= [0 1 -1, estun sous-espace vectoriel de .#3(R) dont on
0 0 1 donnera une base ainsi que la dimension.
Exercice 3

Soient a € R, u; =(1,-1,1), u, =(1,1,1), et us = (a,1,1).
1. Montrer que (uj,u,,u3) est une base de R3 si et seulement si a # 1.
2. On suppose ici que a =1 et on note F = Vect(uy, uy, us).

(@) Donner une base de F.

(b) Soit v = (0,1,1). Montrer que Vect(v) et F sont supplémentaires dans
R3, puis décomposer le vecteur (x, y,z) sur F + Vect(v).

Exercice 4

Ftudier selon les valeurs des 1 2 10 2 2 1 4
réels a et b le rang de la famille -1 1)°\1 3)°\0 a)’\b —-1)["°

ci-contre :

Exercice 5
Onpose Py =1+3X—X3, Py =1+ 2X+ X2+ X3, et P; =1 +4X — X2 — 3X3.
1. Déterminer le rang de la famille [P;,P,,P5].

2. Donner un sous-espace vectoriel supplémentaire G de F = Vect(P;,P,,P3)
dans R4 [X].

3. Donner alors le projeté de P = —2 +X2? — X2 sur F parallelement & G, puis
le symétrique de P par rapport a F parallelement a G.
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Exercice 6 — (*)

On note 2 I'ensemble des fonctions deux fois dérivables sur ]0 ; +oo[.
On considére I'ensemble

E=1{f €2 |VYx >0, x*f"(x)+4xf'(x)+2f (x) = 0}-

1. Montrer que I'ensemble & est un sous-espace-vectoriel de 2.
2. Montrer que y; : x — % et gy :x — é forment une famille libre.
3. (a) Soit f € &, veérifier que x — x2f(x) est un polyndme de degré infé-
rieur ou égal a 1. (On pourra dériver deux fois la fonction)
(b) En déduire que y; et y, forment une famille génératrice de &.

4. Conclure que (1, p5) est une base de & et donner les coordonnées d’une
fonction f de & dans cette base en fonction de f(1) et de f/(1).

Exercice 7

On considére la matrice unité I, et les matrices suivantes de .#5(R) :

(e 2y D)

1. Donner la base canonique et la dimension de .#5(R).
2. (a) Montrer que (I,,J,K,L) est une base de .#,(R).
(b) Quelles sont les coordonnées de A dans cette base ?

3. Soit Z I'ensemble des matrices M de ., (R) qui vérifient JMJ =M, et ¢
'ensemble des matrices M de .#,(R) qui vérifient JMJ = —M.

(@) Prouver que Z et ¢ sont des sous-espaces vectoriels de .#,(R) et
donner une base pour chacun des deux.
(b) Montrer que Z et ¢ sont supplémentaires dans #,(R).

(c) Donner les projetés de A sur & parallelement a ¢ et sur ¢ paralléle-
ment a &.
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Exercice 8 — (*)

1. Montrer que F = {(tt,)pey €KY | VREN, uynyq = Uy}
et G= {(un)neN eK" | VneN, Uont1 = 0}
sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans K.

2. Préciser pour toute suite u = (u,,),cy le projeté de u sur F parallelement a
G, ainsi que son symétrique parallelement & F par rapport a G.

6/3
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Réponses aux questions de cours questions

1. F est un sous-espace vectoriel de E lorsque F est un sous-espace vectoriel de E
lorsque

= F est non vide (il doit contenir en particulier le vecteur nul Og);

= F est stable par combinaisons linéaires, autrement dit

V(x,y) €F*, V(h,u)€K? Ax+py€eF.

-+ | Fc Vect(xy,...,Xx,), ,
c’est-a-dire .
Vx €F, 3(Ay,...,A) €KY, x = D) AeXy,
2. F=Vect(xq,...,x,) = k=1

R [ Vect(xq,...,x,) CF. ]
(ce point est trop souvent oublié!)

On note alors [ F = Vect(xq,...,X,) ]

La famille (x4, ...,x,) est libre si, et seulement si,

La seule combinaison linéaire nulle de ces vecteurs s’obtient uniquement avec
des coefficients nuls :

n
V(o) €K DY A =0 = Ay =... =1, =0.
k=1

Cocher la fin de phrase correcte :

n
si (xq,...,%,) est une famille libre, la combinaison linéaire > A,x; est certaine-
k=1
O le vecteur nul.
ment
 un vecteur non nul.

3. = Donner la définition d’'une base de E :

Une famille de vecteurs est une base de E si, et seulement si, c’est une
famille libre et génératrice de E.

w= Donner une base du sous-espace vectoriel
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a+b—c —a-2b+c
F={(b+26 e )I(a,b,c)eRB}:

F={a(o 3 )+o(3 T)+e(3 L)i@baer)
(o 26 )G )

et aprés avoir montré que ces trois matrices forment une famille libre, on peut
conclure que

une base de F est la famille

(o =) G o)z )

4. = Donner la définition de la dimension d’un espace vectoriel :

La dimension d’un espace vectoriel est le cardinal de ses bases. ]

= Si on sait que dim (E) = n, a quelle condition suffisante la famille (x4, ..., x,)
est-elle une base de E?

(Sachant que cette famille est formée de vecteurs de E et qu’elle est
de cardinal n)
il suffit que ce soit une famille libre pour étre une base de E.

5. = Compléter avec la définition :

E=F® G <| (sachant que F et G sont des s.e.v. de E)
Pour tout vecteur x de E, il existe un couple (xg, xg) dans
F x G unique tel que x = xp + xg.

= Justifier (le plus simplement possible) que Vect (—X?,2) et Vect (—3X?,X) sont
supplémentaires dans R4[X] :

Les familles (—X?,2) et (—3X3,X) sont respectivement des bases de Vect (—X?,2)
et Vect (—3X3,X), et leur concaténation donne une base de R;[X], donc ces deux
sous-espaces vectoriels sont supplémentaires dans R4 [X].

Syt
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10.

Si on sait que dim(E) = n, a quelle condition suffisante la famille (x4,...,x,)
est-elle une base de E?

il suffit que cette famille soit libre, ou bien génératrice, car c’est une |.
famille de vecteurs de E de cardinal n.

- rg((1,1),(-1,-1),(2,2)) =[ 1},
rg(X+1,-2X+2,X—2,2X-2,X+2) = 2}

Si on connait une base de F ainsi qu’une base de G, comment montrer simplement

que F& G=E?

il suffit de montrer qu'une concaténation de ces deux bases donne une

base de E.

. Soit u une application entre deux espaces vectoriels E et F :

u est linéaire si, et seulement si,

I'image d’'une combinaison linéaire par u est la combinaison linéaire des
images :

Y(x,y)€E?% V(A u) ek u(ix+py)=2ru(x)+puly)

u est un automorphisme si, et seulement si,

u est un endomorphisme bijectif, ou si u est un isomorphisme d’un es-
pace vectoriel dans ce méme espace vectoriel.

xeKer(u)(:); xe]lm(u)(:)[ JdO€E, x=u(O) ];

u est injective si, et seulement si, [ Ker (u) = {0y} ]

I’

Soit u € Z(E,F), donner le théoréme du rang en précisant a quelle condition sur
E ou F on peut I'appliquer :

dans le cas ol E est de dimension finie :

dim (E) = dim (Ker (u)) + rg(u)

On considére I'application linéaire :
u: R — R,[X]
(a,b,c)— c—a+(c—b)X+(b—-a)X%

Compléter :

= La matrice de u dans les bases canoniques de R et R,[X] est
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-1 0 1
o -1 1
-1 1 O

= une base de Ker (u) est| ((1,1,1)).

= une base de Im (u) est [ (1+x%,14X) ]

11. Soit p un projecteur de E.
= Quelle propriété caractéristique d’un projecteur vérifie p ?
(pop=p]oul p>=p |

A En mathématiques, une propriété caractéristique, ou caracté-
risation, est une propriété équivalente, appelée aussi propriété
nécessaire et suffisante.

= Qu’est-ce qu’'une base « adaptée a p »?

c’est une base de E formée de la concaténation d’une base de Im(p)
avec une base de Ker(p).

® Pour tout sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E, une
base de E adaptée a F est une base de E obtenue en complétant
une base de F;

® lorsque deux sous-espaces vectoriels F et G sont supplémen-
taires dans E, une base adaptée est une base de E formée par
concaténation d’une base de F et d’une base de G.

= Quelle est la matrice de p dans une telle base ?

C’est une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont 1 répété
rg(p) fois, et 0 répété dim (Ker (p)) fois.

12. Soit A une matrice de ., ,(K). Compléter :

* On rappelle que le noyau et I'image d’une matrice A € #,, ,(K) sont
en vérité le noyau et I'image de 'application linéaire canoniquement
associé a A qui est 'application

KP — K"
X — AX

En vérité les espaces de départ et d’arrivée sont M, 1(K) et M, ;(K),

mais on confond souvent K= et . ,(K) en écrivant les C-listes en
colonne.

o
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= Ker(A)Z[ {XeKP|AX =0k } ];

- ()= ;
= Compléter : si rg(A) = 3, alors dim (Ker(A)) = .

13. Compléter : I'ensemble des solutions du systeme

o 2x=y+2=0
(y)'{ x+2y—22=0

est le noyau de la matrice

il a pour base

Une correction de I’exercice 1 énoncé
Premiére méthode

Notons pour tout n € N, 2, la forme propositionnelle
la famille (fy, fi, ..., f,) est libre.

1. Au rang n = 0, la fonction f; n’est pas la fonction nulle, donc la famille
[fo] est une famille libre, et &, est vérifiée.

2. Soit n € N, supposons que &, est vraie, et montrons que &, est aussi
vraie, c'est-a-dire que la famille (f, ..., f,.1) est libre.

Soient A, ..., A1, 1+ 2 réels qui vérifient
Aofo+ -+ Apifur1 =6 (ol B est la fonction nulle)

autrement dit
n+1

(B) : Y Mfi=0
k=0
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Oou encore
n+1

Vx €R, Zkk cos(kx)=0.
k=0

Si on dérive deux fois cette égalité, on obtient
n+1
Vx €R, (—=k*)A, cos(kx) =0,
k=0
c’est-a-dire

n+1
D (IMafi = =Mfie =P fy = (1 DAt frpr = 6.
k=0

Par conséquent, on va multiplier la premiére égalité (E) par (n+ 1)? et lui
ajouter I'égalité que 'on vient d’obtenir pour éliminer le terme en f,,; :

n+1 n+1
(n+1) x (Z xkfk) + (Z(—kz)xkkfk) = —(n+1)%0+6
k=0 k=0
((n+1)* = k*)Aefic = 6.
=0

—
k

On a obtenu une combinaison linéaire nulle des fonctions f,, ..., f,,. Or par
hypothése de récurrence, ces fonctions forment une famille libre, donc les
coefficients de cette combinaison linéaire sont nuls. Autrement dit, pour
tout k € [0,n], (n+1)?> — k*)A; =0, et comme n+ 1 # k, A, = 0.

Ainsi [ A=A =...=1,=0 ], et il ne reste plus dans I'égalité de départ
que A, 1fne1 = 6, qui donne car f,4q nest pas la fonction
nulle.

On a donc établi £, 1, ce qui achéve I'’exercice.
n+1

Deuxiéme méthode
Soient Ag,...,A,, n+ 1 réels qui vérifient

Aofo+ -+ A fr=0 (ol 6 estlafonction nulle)
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alors

Vx €R, Z Ay cos(kx) =0.
k=0

Donc avec la formule d'Euler

n ei kx + e—ikx

vrer Yoy,
k=0

c’est-a-dire, en multipliant par 2 et en séparant les deux sommes :
n ) n )
Vx €R, Z Xkelkx + Z )\‘ke—lkx =0,
k=0 k=0

d’oli en multipliant par e!™,

n n
Vx e R, Z kkei('”k)x + Z xkei(n—k)x = O,
k=0 k=0

puis en posant k’ = n + k dans la premiére somme, et k' = n — k dans la
seconde,

2n n
VX ER, D hne ¥+ A, et =0
k=n k=0

ce qui revient a
VxeR, P (eix) =0,
ol P est le polyndome
n—1 2n
PX) = D hps X+ 200X+ D7 Ay XK
k=0 k=n+1

=Ap F A X+ oo+ A X 22 X"
F A X X X2,

13/27
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Ainsi le polyndme P ci-dessus admet pour racines tous les e™* pour x € R,
autrement dit tous les nombres complexes du cercle unité, ce qui fait en
bref une infinité de racines.

Par conséquent, P est le polyndme nul, donc ses coefficients sont nuls,
et par conséquent les A pour k € [[0,n] sont tous nuls, ce qui achéve de

prouver que la famille [f, f1,..., f,,] est libre.
Une correction de 'exercice 2 enoncé
a b ¢
Soit M= |d e f | une matrice de .#5(R).
g h i
Alors

a—d+g b—e+h c—f+i
AM = d—g e—h f—i
g h i

et

a —a+b a—-b+c
MA=|d —-d+e d—e+f
g —g+h g—h+i
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donc

M € €(A) < AM = MA
a—d+g b—e+h c—f+i
s d—g e—h f—i
g h i
a —a+b a-b+c
=|d —-d+e d—€+f
g —gth g—h+i

d=g=h=0 a b ¢
< -+ (calculs)- - & a=e=1I SM=|(0 a b
b=f 0 0 a
1 00 010 0 01
SM=al0 1 O[+b|0 O 1|+¢c|]0 0 O
0 01 0 0O 0 0O
010 0 01
AinsiennotantJ= [0 0 1| etK=|0 0 0],
0 0O 0 0 O

M e €(A) < M € Vect(I, J,K),
autrement dit
% (A) = Vect(I3,J,K).

On en déduit que % (A) est un sous-espace vectoriel de .#5(R), dont (I3, J,K)
est une famille génératrice. Cette famille est aussi une base car on montre
sans difficulté qu’elle est libre.

On en déduit que dim(%6(A)) = 3.

.
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Une correction de 'exercice 3 énoncé
On note % la base canonique de R3.

Soit v = (x, y,2) un vecteur quelconque de R3. En travail préliminaire qui va
m’éviter de refaire plusieurs fois presque la méme chose, je vais appliquer le
pivot de Gauss a la matrice M(gat(ul, uy,us,v) comme ci-dessous :

1
-1
1

a x 1 1 a X
1 Yy L2<_L2+L1 0 2 a+1 X+y
1 sz L3(_L3_L1 0 0 1—-a z—x

[

1. L’espace vectoriel R? est de dimension 3, donc la famille (u;,uy,u3), qui
est formée de 3 vecteurs de R3, est une base de R? si et seulement si la
matrice des coordonnées l\/ggt(ul, Uy,us3) est de rang 3.

Or d’aprés le préliminaire,

1 1 a
Mat(ul,u2, u:;)’: 0 2 a + 1 y
¢ 00 1-a

est de rang 3 si et seulement si 1 —a # 0.

Par conséquent | (uy,u,,us) est une base de R® si et seulement sia #1 |

2. (a) Onestdansle casotta =1, donc uy = ug, et dim(F) = rg(u;,uy,u3) =
2.
Notons u = (x, y,z) € R®. On utilise la propriété suivante

u € F = Vect(uy, up, u3) < rg(uy, up, us, u) = rg(uy, uy, uz) = 2

Or d’apreés le préliminaire

1 1 1 x 1 11 X
rg(u,up,u)=rg| -1 1 1 y |=rg| 0 2 2 x+Yy
1 11 2 00 0 z—x

Donc|uefF z—-x=0& x=2 |
(b) On a vu que dim(F) = 2. Ainsi comme (u;,u,) est une famille libre
de deux vecteurs de F, c’est une base de F.
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(c) Premiére méthode :

— v & F car ses coordonnées ne vérifient pas x = z.
Soit u € Vect(v) NF, alors il existe A € R tel que u = A.v. Mais
si A #0, alors v = %.u doit aussi appartenir a Vect(v) N'F (qui est
un sous-espace vectoriel en tant qu’intersection de sous-espaces
vectoriels) donc v doit appartenir a F, ce qui est faux.
On en déduit que Vect(v) NF = {5}.

— On sait que dim(F) = dim(Vect(u;, uy, us)) = rg(uy, uy, uz) = 2. Puis
comme dim(Vect(v)) = 1, on a dim(Vect(v)) + F = dim(R?).

— On peut conclure que : [ Vect(v) @ F = R3 ]

Deuxieme méthode : d’apres le préliminaire

1
Mat = -1
% (ulauz: V)

1 L

= =
[
S O =
O N
== O

donc est de rang 3, d’ott (uy,uy,v) est une base de R3.

On a formé une base de R? en réunissant (u;,u,) qui est une base de
F, et (v) qui est une base de Vect(v), donc

[ Vect(v) @ F = R3 ]

Recherche des projetés : cherchons les coordonnées (a, b,c¢) du
vecteur w = (x,y,z) dans la base (uj,uy,v) en résolvant le systeme
de matrice l\/ggt(ul, u,,v) et de second membre l\/(Iggt(w), qui est

1 10 a b
-1 1 1 bl=1|y
1 11 c b4
équivalent grace au préliminaire a
1 10 a X
0 2 1 bl=| x+y
0 01 c z2—X
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qui donne enfin avec Ly « 1/2(Ly —L3),L; < L; — L,

a = —%y+%z

= 1,1
b = X+35y—5%
c = z—X

Ainsi

1 1 1 1
w= (—Ey+az) Uy + (x+§y— EZ) Uy + (2 —x).v

~ eVect(v)

€F
(on vérifie vite fait sur son brouillon que la somme donne bien le
triplé (x,y,2))
ce qui prouve que le projeté de w = (x,y,z) sur F parallelement a
Vect(v) est le vecteur (—%y + %z).ul +(x+ %y — %z).uz, qui donne le

triplé [ (e, x+y—2,x) ]

Une correction de 'exercice 4 énonce
Notons respectivement A, B, C,D ces quatre matrices.

4

On peut extraire de la famille génératrice (A,B,C,D) une base de
Vect (A, B, C,D), donc chercher la dimension de ce sous-espace vectoriel
revient a chercher le cardinal de la plus grande famille libre extraite
de la famille génératrice (A,B,C,D) (c’est ce qu’on appelle le rang de la
famille (A, B, C,D)).

Soient a, B, v, 8 quatre réels qui vérifient I'égalité (E) : aA+pB+yC+8D = O,.
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Alors

. at+f+2y+06 2a+2y+45 \ (0 O
(E) = —a+p+bd a+3p+ay—-5) |0 O

a +pB +2y 45 =0

] 20 +2y +45 =0
-a 4B +bd =0
a +33 +ay -0 =0
a +p +2y 46 =0
— —-2p +2y +285 =0 (apres quelques opérations
(b+3)6 = élémentaires sur les lignes).
(a—4) =0
Par conséquent,
a +Pp +8 =0
. B . —28 +25 =0
= si a # 4, alors y =0 et le systeme donne (b+3)5 =0
Y =0

® si b# —3, alors a =p =y =58 =0, ainsi la famille (A, B, C,D) est libre,
donc c’est une base de Vect (A, B, C,D) qui est donc de dimension 4 ;
® si b = —3 alors le systéme donne :

a +f =-0 a
Y

donc

2 pour8=—-1onaa=2,p=1 et par conséquent 2A + B =D, donc
Vect (A,B,C,D) = Vect(A,B,C);

- d’autre part, pour & = 0, on remarque que aA+pB+yC = O, donne
a=p =y =0donc (A,B,C) est une famille libre et par conséquent
une base de Vect(A, B, C) qui est donc de dimension 3.

a +f +6 =-2y
=~ si a =4 alors le systeme donne —2p +286 =-2y
(b+3)8 =0
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= _BY

Il
o =

a
. si b # —3 alors le systeme donne { P
5

donc

> pour y =—1onaa=3,p=—1 et par conséquent 3A —B = C,
donc Vect(A, B, C,D) = Vect(A, B, D),

- d’autre part, pour ¥y = 0, on remarque que aA + B + 8D = O,
donne a = f = & = 0 donc (A,B,D) est une famille libre, et
dim (Vect(A,B,C,D)) = 3.

. si b =—3 alors le systtme donne

{a +p 4+ =-2y {a=—28—3y

—2B 4285 =-2y B=5+y
donc
> pourd=—-lety=0,onaa=2,0=1 et par conséquent 2A+B =
D;
- d’autre part, pour § =0 et y = —1, on remarque que a =3, f =1

et par conséquent 3A+B =C.

Ainsi Vect(A,B,C,D) = Vect(A,B) et comme A et B ne sont pas coli-
néaires, Vect (A, B, C,D) est de dimension 2.

4, sia#4etb#-3;

Récapitulons : rg(A,B,C,D) =4 3, sia=4etb#—-3,oua#4etb=-3;
2, sia=4etbh=-3.

Autre méthode :

le rang de cette famille de matrices de .#,(R) est égal au rang de la matrice
de leurs coordonnées dans la base canonique de .#5(R), qui est la matrice
suivante :

Qa oN N
IS TR NG
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Cette matrice est équivalentes par les lignes a

1 1 2 1
0o -2 2 2
0 O 0 b+3
0 0 a—4 0
On en déduit que la famille est :
= derang 4,sia#4ethb#-3;
= de rang 3, si a =4 mais b # —3, ou bien si a # 4 mais b = -3
= derang 2sia=4et b=-3.
Une correction de 'exercice 5 énonce

1. En effectuant les opérations
Py < P53+ P, — 2P, puis Py < P, + Py,
on constate que
rg(P1,P,,P3) =rg(1+3X —X3,2 +5X +X2,0)
=rg(1+3X—-X3,2+5X+X?)
= 2 (au vu des degrés).
2. Par définition du rang, on déduit de la question précédente que dim(F) =

dim(Vect(P;,P,,P3)) = 2, or P; et P, sont deux polynémes non-colinéaires,
et ils sont dans F, donc ils forment une base de F.

3. De nouveau grace a I'opération P, < P, + P;, on constate que
rg(1,X,P;,P,) =rg(1,X,1 43X — X3, 24 5X + X?)
= 4 (encore avec les degrés).
donc ces quatre polyndmes, qui sont dans R5[X], forment une base de
R3[X] car dim(R3[X]) = 4.
On en déduit que Vect(1,X) et Vect(P;,P,) sont supplémentaires dans

R5[X], autrement dit que G = Vect(1,X) est un sous-espace vectoriel sup-
plémentaire a F dans R [X].
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Le théoréme de la base incompleéte affirme que pour toute fa-
mille libre (x4, ...,x,) de p vecteurs dans un espace vectoriel de
dimension n, on peut trouver n — p vecteurs (xp+1,...,xn) dans
n’importe quelle base de E avec lesquels compléter la famille
libre en une base (xi,...,Xp, X, 41,...,X,) de E.

Ici on a complété la famille libre (P;,P,) en une base de R;[X]
avec les polynémes 1 et X pris dans la base canonique.

\

4. Cherchons les coordonnées de P = —2+X? — X3 dans la base (1,X,P;,P,).
Prenons quatre réels a, b, c,d, alors

a+ bX+cP;+dP, =P
= (a+c+d)+(b+3c+2d)X+dX2+(—c+d)X®

=-2+X2-%3
a +c +d =-2 a=-5
— b +3c +2d =0 — b=-8
d =1 c=2
- +d =-1 d=1

donc P=(—5—-8X)+ (2P; +P,), or -5 —8X € G et 2P; + P, € F, donc le
projeté de P sur F parallelement & G est 2P; +P, =3+ 8X+X? — X3, et le
symétrique de P par rapport a F parallelement a G est (2P; +P,) — (=5 —
8X) =8+ 16X+ X2 —X5.

Une correction de l'exercice 6 enoncé
1. = L’ensemble & contient la fonction nulle 6 qui est deux fois dérivable sur
10 ; +oo[ et vérifie bien pour tout réel x > 0

x20”(x) +4x0'(x)+20(x) =x?>x0+4x x0+2x0=0,

donc & n’est pas vide.
= Soient f et g deux fonctions de &, A et p. deux réels, alors d’une part
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2.

3.

Af +ug est deux fois dérivable sur ]0 ; +o0o[, et pour tout réel x > 0,

XP(Af +1g) (x) + 4x(Mf +ug) (x) +2(Af +ug)(x)
=Ax2f(x) +ux?g” () + 4rxf(x) + 4pxg’(x)
+ 20 f (x) +2pg(x)

=0 [2F 700 + 4xf () + 2f ()]

1 [ 178" () + 4xg () + 28(x)
=AX0+ux0 (car f et g sont dans &)
=0,

donc la fonction (A f 4+ ug) est dans &, ce qui prouve que & est stable
par combinaison linéaire.

= [’ensemble & est une partie de 2 non-vide et stable par combinaison
linéaire, donc c’est un sous-espace vectoriel de 2.

Notons 6 la fonction nulle. Soient a et b deux réel qui vérifient a o, +b @, =

0, alors pour tout réel x > 0,

X X

En particulier, pour x = 1, on obtient a+b =0, et x = % donne 2a+4b = 0.
On en déduit par une résolution basique de systétme que a = b = 0, ce qui
prouve que (1, p,) est une famille libre.

(@) Soit f une fonction de &, pour montrer que la fonction ¢ : x — x2f (x)
est une fonction polyndme de degré inférieur a 1 (& vrai dire : est
polynomiale de degré inférieur a 1 sur ]0 ; +oo[), il suffit de prouver
que ¢ est deux fois dérivable sur ]0 ; +oo[, et que sa dérivée seconde
¢”" est nulle.

Par définition des fonctions de &, f est est deux fois dérivable sur
10 ; +oo[, et x — x? aussi, donc ¢ 'est aussi.
Pour tout réel x > 0,

©'(x) = 2xf(x) + x*f'(x)
et o (x)=2f(x)+4xf'(x)+x%f"(x) =0 (car f € &)
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ce qui est le résultat voulu.
(b) = Pour tout réel x > 0, ¢7(x) = —é et 7(x) = —I—%, donc

2 , 1 1 1
x%@ () +4xi(x) +2p1(x)=2x ——4x —+2x —=0
x X b'e
ce qui prouve que ; est dans &.
De méme, ¢;(x) = —% et 5 (x) = +X—64, donc on obtient facile-
ment que x2¢y) (x) + 4xp5(x) + 2¢5(x) = 0 et ¢, est dans &.
Ainsi y; et ¢, sont dans &, et comme & est un sous-espace vecto-
riel, on a
Vect (1, py) C 8.

= Réciproquement, soit f € &.

On sait que x — x2f(x) est une fonction polynomiale sur
10 ; +o0o[, donc il existe deux réels a et b qui vérifient pour tout
réel x > 0, x2f (x) = a x+b. Ainsi en multipliant les deux membres
par é, on obtient

1 1
flx)=ax < + b x 2= ap1(x) + bypy(x).
Autrement dit f = ap; + b ¢,, donc f € Vect(py, ;).
On a donc établi que & c Vect(pq,¥,).

= On peut enfin conclure que | & =Vect(yy,p,) |, c’est-a-dire que

(¢1,9,) est une famille génératrice de &.

4. = On a établi que (1, ;) est une famille libre et génératrice de &, donc
c’est une base de &.

= Pour toute fonction f de &, les coefficients a et b de f dans la base
(¢1,9,), vérifient pour tout x > 0

a b
f(X) =ClkP1(x)+ bkpz(x) = ; + P

En particulier, pour x = 1, on obtient (1) =a+ b.
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En dérivant les deux membres de I'égalité

, a 2b
f(X)Z—;—F

qui donne, a nouveau pour x =1, f/(1) = —a — 2b.
On en déduit que

b=—f(1)-f'(1)
a=2f(1)+f'(1).

On conclut alors que les coordonnées de f dans la base (¢, y,) sont

a=2f(D+f'(Detb=—f(1)—f(1).

Une correction de I’exercice 7 énonce
1. La base canonique de .#,(R) est 6 = (E{,E,,E3,E4) ol :

10 0 1 00 00
Ei=l0 0) E2=|0 o) E=(1 o) € E4=|o 1)

Mo(R) est par conséquent de dimension 4.

2. (a)
1 0 1 0 1 0 1 0
M LJLK,L]) = 010 ! 00 ;
<€at([ sJy I ]) - 0 1 0 -1 L3<—]:>:—L2, 0O 0 -2 0
1 0 —=1 0 Lye—L4—14, 00 0 -2

donc rg(1,J,K,L) =4, et

la famille (I,J,K,L) est une base de .#,(R) |.

(b) Les réels a,f,y,d sont les coordonnées de A dans la base (I,J,K,L)
si, et seulement si, A = al + pJ + yK + 8L, qui équivaut a ce que
(a,B,7,8) est solution du systtme de matrice M(gat([I, J,K,L]) et de
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second membre M(gt(A) :

10 1 0)/a 3
01 0 1| -5
01 0 —-1||y|7|1
10 -1 0)\5 -3

= @ Q
Il
[
Do

autrement dit [ A= —2J+3K—3L .

3. (a)- Soit M= (Ccl 3) € M,(R), alors IMJ = (Z Ccl) donc

a=d

MGE@JMJ:M@{b_C

a b
SM= (b a) =al+ bJ & M € Vect(1,J)

Donc & = Vect(l,J), ce qui prouve que & est un sous-espace
vectoriel de #,(R) et que (I,J) est une famille génératrice de
Z. Comme I et J ne sont pas colinéaires, on peut conclure que

[ [1,J] est une base de & ]

— On prouve de la méme maniére que ¥ est un sous-espace vectoriel
de #5(R) et que [ [K,L] est une base de ¢ |.

(b) Des questions précédentes, on récolte que

(I, J] est une base de &,
[K, L] est une base de ¥,
(I, J, K, L] est une base de .#,(R),

donc[ Z et ¢ sont supplémentaires dans ., (R) ]
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-2Je g
(c) Onavuque A=—-2J+3K—3L, or donc
3K—3Le ¥

i [ le projeté de A sur Z parallelement a ¢ est —2J ];

> [ le projeté de A sur ¥ parallelement a Z est 3K — 3L l

Une correction de l’exercice 8
Les suites de F sont les suites de la forme

(uO: U.o, Uy, Ug, U4, ll4, ey Ugp,Uop, - )
et les suites de G sont les suites de la forme
(UO, 0, Us, O, Uy, O, ceeyUop, O, .. .).

1. (i) F contient la suite nulle donc n’est pas vide.

énonce

De plus, soient (u,),en €t (Vi),en deux suites de F, et A et p deux

réels, alors pour tout n € N
(Augny1 +WVang1) = (Aug, + Wvan)
donc A () pen + 1 (Vi) pen-

En conclusion F est non-vide et stable par combinaison linéaire, donc

c’est un sous-espace vectoriel de K.

(ii) On montre de la méme maniére que G est un sous-espace vectoriel

de KV.

(iii)a Soit (u,),en une suite de FN G. Alors pour tout n € N, uy, 41 = Uy,
et uy,41 =0, donc uy,, 1 = 0 et uy, =0, ce qui prouve que (U,),ex

est la suite nulle.
Donc FN G est réduit a la suite nulle.

. Soit u = (u,),ey une suite de K, cherchons une suite
v = (Vg,Vp,V2,Vas--+>Van,sVop,...) dans F et une suite w =
(Wg,0,w5,0,...,Wq,,0,...) dans G qui vérifient u =v +w.

Cette égalité v +w = u donne pour tout n € N,

{ Von T Wap = Uy, PN { Won = Ugp — Uopiq
Von +0 =1y, Von = Ugpy1



Maths - PCSI - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

il suffit donc de prendre

V= (ul, ul, ceey u2n+1, u2n+1, . .)
W:(UO—U]_, 0, ceey Ugn —Ugnyqs O, ...)

et on obtient bien u =v + w avec v dans F et w dans G.
Ainsi KN =F +G.
. On peut donc conclure que KN =F & G.

. De la question précédente on déduit directement que le projeté de u =
(Up)pen sur F parallelement a G est

pw=v=_(uy, uy, ..., Ugpny1, Upp1s ---)
tandis que le projeté de u = (u,),ey sur F parallelement a G est
qu)=w=(ug—u;, 0, ..., Uy, —Uyps1, 0, ...)

Par conséquent, le symétrique de u = (u,), oy parallelement a F par rap-
port a G est

sw=@-p)W)=w-v

= (uO - 2u1, —Up,...,Ugy — 2u2n+1: —Ugn+t1s-- .)
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