Devoir 1. Pour le vendredi 27 septembre 2024

Le rapport du Jaury

Mes abréviations

« TE » : Type-Error; « ASP » : affirmation sans preuve;

« Al » : argumentation insuffisante; <« CP »: je ne comprends pas;

« VC » : voir le corrigé; « MF » : mauvaise foi;

« AR » : améliorer la rédaction ; « N'importe quoi! » : n’importe quoi!

Les questions marquées par un 8 font partie de la voiture balai de la difficulté ma-
thématique de PC ; tandis que les questions marquées par un Jg sont des questions
trés classiques et récurrentes...

Parfois, un @ peut indiquer une question difficile

Lorsque vous superposez des lignes de
calcul, il est nécessaire de faire figu-
rer des liens logiques entre ces lignes,
comme :

— des « < » ou « = » directement
dans les mathématiques,

— ou bien des mots en francais
comme « donc », « d’oll », « ainsi »,
« par conséquent », etc.

Attention aux TypeError! Dans le pre-
mier exercice, & est une applica-
tion définie sur I'ensemble des suites
réelles, et u = (u,),ey est une suite
réelle, donc les expressions et égalités
S 0d(u,) =u,, 6008 = u,, u, = idgn
n’ont pas de sens.

Si je vous demande de donner le réel

sup -, comme noté sur de nom- .
1+t

breuses copies, que me répondez-
vous ?

Je félicite la conspiration d’esprits
pertinents qui ont décidé d’appliquer

le critére spécial des séries alternées
(j’en profite pour rappeler que I'acro-
nyme CSSA n’est pas officiel) aux séries
Z(—l)”an et Z m

D’ailleurs, deux éleves en ont profité
pour appliquer les réciproques du cri-
tére spécial des séries alternées, et
du critére de d’Alembert, résultats qui
sont faux.

Par (contre-)exemple, la suite de terme
général (i )
7, Sin est pair,
Up = (=1)" . . .
— 7, sin est impair

est de signe alterné, avec une série
Z u, convergente, mais pour autant la
suite de terme général |u,| n’est pas
décroissante.

La suite (uy,|),eyn ci-dessus est aussi
un contre-exemple pour contredire les
éleves qui pensent qu’une suite qui
tend vers 0 est décroissante a partir
d’un certain rang.

(mis a jour le 24 novembre 2024)
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= Le prix Chaprot est décerné aux

éleves qui ont utilisé le théoréme faux
ci-dessous :

Dans le premier exercice, appliquer la
formule du bindme négatif a ﬁ
pour z € 92 est un cas typique d’utilisa-

tion d’une formule ou d’un outil hors ™

de son domaine de validité. (Un peu
comme traverser I’Adour avec un SUV;
ou nommer ministre de I’éducation na-
tionale une personne du milieu médi-
cal uniquement parce qu’elle ressemble
énormément a ma prof de maths de pre-
miere.)

Raisonnement du yéti : écrire tout un
tas de trucs (comme des égalités, des
inégalités, des propriétés, que sais-je ?)
vérifiés par un objet n’a jamais prouvé
que cet objet existe (ou est définie, ou
autre synonyme).

Je rappelle que I'ordre logique des ma-
thématiques est

(1) d’abord on justifie I'existence d’'un
objet (ou bien on suppose claire-
ment cette existence pour 'analy-
ser);

(2) puis, et seulement aprés, on peut
étudier les propriétés de cet objet
ou faire des calculs avec.

@Nole

Par exemple, écrire

A « —,-11 <u, < %, donc en pas-
sant a la limite :

0< lim u, <0,
n—-+o0o

donc (u,),ey converge et a
pour limite 0 »,
est faux car on y écrit des inégalités sur
la limite de u,, pour en déduire I'exis-
tence de cette limite.
De méme, écrire « le yéti est un grand
primate couvert de longs poils qui vit
dans I’Himalaya » ne permet pas d’af-
firmer que le yéti existe.

L’égalité ci-dessous, méme si elle res-
semble comme deux gouttes d’eau
a un raisonnement mathématique
digne, et malgré son caractére extré-
mement pratique pour finir la question
1 de I'exercice 3, est fausse :

{p(x)+q(x) | x €k}
(=] {p()|x€E}
+ {g(x)|x€E}.

La partie de gauche est en effet in-
cluse dans celle de droite, mais I'inclu-
sion réciproque est fausse. Il suffit de
comprendre que p(x)+ q(y) est dans
Im (p)+Im(q), mais ne s’écrit pas for-
cément (p + q)(z) = p(2) + q(z), donc
n’est pas forcément dans Im (p + q).
Comprenez bien les égalités :

Im(p) +Im(q)
={p(x)|x€E}+{q(x)|x €E}

={p(@|O<€E}+{q(0) [0 €E}

= {p@+q(0) 1(O,0) eE*},
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et

Im(p+q)={(p+¢)(O)|O€E}
={p(D+q@)|O€E}.

= ]l est rarement pertinent de raisonner

par I'absurde quand on montre qu’une
famille est libre, en partie parce que
le fait qu'une famille est liée est trés
souvent mal posé. Par exemple, les
phrases

« supposons que (a, f(a)) est liée,
alors il existe A € R tel que
fla)=2a»,

« supposons que (a, f (a)) est liée,
alors il existe A € R tel que
a=2\f(a)»,

« supposons que (a, f(a)) est liée,
alors il existe A # 0 et p. # 0 tels que
ha+pf (@) =0 »,

font démarrer un raisonnement sur
une base fausse.

Toujours dans ce théme, diviser par
A au sein d’'un raisonnement qui finit
deux lignes plus bas par « donc A =
0 » ne devrait pas franchir la censure
d’un esprit qui s’intéresse vraiment a
ce qu'il écrit.

La notion de « raisonnement par
analyse-synthése » est un outil péda-
gogique pour apprendre a réfléchir. Il
est aussi pertinent de le citer dans une
copie que pour un musicien de s’arré-
ter au milieu du concert pour expliquer
qu’il va jouer un La, ou une tierce.

3/6

= Les préconisations générales :

A ® utiliser un brouillon,
® soigner la rédaction,

® et en particulier faire
Ieffort de rédiger une
conclusion,

® en utilisant un fran-
¢ais correct : épargner a
la personne qui corrige
de raisonnements qui fi-
nissent par « donc ab-
surde » ou « donc impos-
sible ».

= Sur un devoir en temps libre, il y a

de nombreuses négligences que je juge
coupables au regard de tous les do-
cuments qui sont a votre disposition
pour vérifier et argumenter vos affir-
mations.

Je ne connais pas de spiritualité ou ci-
vilisation qui ne valorise pas le goit
pour le travail bien fait, et il n’existe
aucune raison d’exclure de ce champ
vos taches étudiantes, comme par
exemple vos devoirs de maths!

Un des avantages entre autres est de
présenter une copie aimable a la per-
sonne qui la corrige, pour attirer sa
bienveillance et gratter ainsi des points
sur la copie repoussante d’autres per-
sonnes candidates.
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Exercice 1— Transformation binomiale d’Euler

On appelle transformation binomiale d'Euler ’application & qui a toute suite
de réels u = (u,),cy associe la suite 8(u) = (5(u),),en définie par

VneN, 5(u), = En:(—nk (Z) .

k=0

1. Démontrer que la transformation binomiale est involutive, autrement dit que
808 =idgn.

On considere une suite a = (a,),cy telle que la série Y.(—1)"a, est convergente.

2. Démontrez que pour tout z € C tel que |z| < 1 la série Y. a,z" est absolument
convergente.
400
On note alors f(z) = Zanz" pour z = —1 et pour tout z € C tel que |z| <1
n=0

3. Justifier que I'application g ci-dessous est définie sur le domaine 2 de C oti z = %

ou Re(z) <1/2,

grmg@=—f (=),

4. @ En notant (b,),ey la transformation binomiale de (a,),cy, montrer que
+00
Vze 9, g(z)= Z b,z".
n=0
G Dans cette question on pourra utiliser la formule du binéme négatif,

et s’autoriser exceptionnellement a intervertir sans justification deux
sommes infinies.

+00 I
b
5. En déduire que Z(—l)”an = Z 2,111 :
n=0 n=0

Ot 4/6
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6. Accélération de la vitesse de convergence grdce a la transformation bino-
miale.

Soit x un réel de [0 ; 1].
-1 ( 1)n n
% _— i l
(@) Montrer que, pour tout n € N*, T = Z( it 4+ —,
. IDlak
(1)~ x‘ N “= )
i o 14t

et en déduire que In(1+ x) = Z de.

i=1

(b) Montrer que lim (J S ndt)
0

n—-+00 1 +
(=1

(c) Conclure que la série Z

& (1"

Z —— =In(2).

n=0

7. (a) Déduire des résultats établis précédemment que
+00

;) T In(2).

(b) Soit p un entier naturel.

Donner un entier N, tel que Z ( approche In(2) a 107P prés dés que

N= N
(c) Prenons derechef un entier naturel p.

(i) Montrer que pour tout entier N > 1,

+00 1 1
o< Y —— <.
N1 (n+1)2n+1 " 2N

N
(i) En déduire un entier N; tel que Y. W approche In(2) a 107P pres
n=0

pour tout N > N;.
(iii) Comparer N, et N’ et commenter.
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Exercice 2

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, avec n € N*, et f un endomor-
phisme de E qui vérifie f2? = —idg.

1. Soit a € E non nul. Montrer que la famille (a, f (a)) est libre.

On pose F(a) = Vect(a, f (a)).

2. Veérifier que F(a) est stable par f, et donner la matrice de I'endomorphisme de
F(a) induit par f dans la base (a, f(a)).

3. Montrer qu'il existe p € N*, et des vecteurs ay,...,a, non nuls de E tels que
E=F(a;)®---®F(ap).

4. En déduire que la dimension de E est paire.

5. Justifier I'existence d’une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale
par blocs, avec des blocs simples ?

[« J

Exercice 3
1. Montrer que si p, g et p + q sont des projecteurs, alors
poq =0y, et Im(p +q) = Im(p) + Im(q).
2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension n et (fi,...,f,) des endomor-

p p
phismes de E tels que Y. f; = idg et > rg(f;) < n.
i=1 i=1

Montrer que : les f; sont tous des projecteurs,
pour tout (i,j) € [1; n]?, sii# j alors f; o fi =0gm),
p
E = @ Im(f).
i=1

Ot 6/6
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Une correction de 'exercice 1 énoncé
1. Montrons que & o & = idgw, pour cela prenons u = (u,),cy Une suite de réels,
montrons que & (8(u)) = u, autrement dit montrons que

VneN, &(8(w), =up,.

Soit n €N,
n n n n K k
5 (5(w)), = Z(_l)k (k) S(u), = Z(_1)k (k) (Z(—l)P ( )up)
e k=0 p=0 P
n k k
=331k (")(—W( )u :
kZ:(; pz:(; k p)?

Or pour tous (k,n) € N?, telsque 0 < p <k <n,

n\ [k B n! k! B n!
(k) (p) T = plk—p)  (n—kIpl(k —p)!

B n! (n—p)!
T pn-p)! (- Kk —p)!
n! (n—p)!

= X
p!(n—=p)!  ((n—p)—(k—p))!(k—p)!
-() ()
p)\k—p)’
@ Ce genre d'identité () (’;) = (;) (Z:Ip)) est assez courante dans les exercices
oll on manipule des sommes avec coefficients du binéme.
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donc

5(5(u), = ZZ

Il
g
= S

oo
=

P\, vk 1vp
— & 0(p)(k p)( D=y

n n—p '
—1D)(=1)
o<p<k<n (P) (k —p)( I (=1u,

SIS
Il

7T

_ z": (n) (Z :p) (1 (=1)u (quec les r.égles de somma-

P tion en triangle)

S

=p

P, I3
Z p (1) |y (en posa/nt k' =k —p,
k P ouk=k"+p)

| k=0

0 (0) v LZ:Z ("7 )(—1)’<] y

= O

la formule du binéme)

" (n 1) — i
_ Z ( ) % 1% [(_1 i 1)n_p] u, (avec (—1) 1, et en reconnaissant

ce qui est vrai pour p < n, mais faux pour n=p!

ny - n I lassi ici est d 0" P =0
n—p erreur classique ICl es e penser que 3
( )0 u,

o
TR
= =
——
(=]
7
3
=
_I_
TR
S =
——
(=)
[=}
=
=

—_

0
Q
Ff
g

2. Clest un résultat classique du chapitre ultérieur sur les séries entiéres, mais qui
est un bon exercice.

Soit z un nombre complexe tel que |z| < 1. Comme ».(—1)"a, converge, a
fortiori (—1)"a,, n e O 0,d’olta, —— 0.
o

@Nole

n—-+oo
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?’ S’il faut vraiment justifier cette derniére étape, il suffit de dire que
a, = 0O((-1)"a,).
n—-+00
Ainsi
a,z"” = o(z"
2= o,

et comme [z| < 1, la suite (2"),ey est sommable, donc par comparaison
(a,2™),en est aussi sommable, c’est-a-dire D a,z" est absolument convergente.

3. Soit z € C, I'expression

s =—7f (=),

1-2" \z—-1
est définie dans le cas ol 2 # 1, et ﬁ < 1, ou bien pour ﬁ =-1.
Or
‘<1<=> 2] < |z — 1]
z—1
— % i
22 < |z — 12 (car O — O est croissante
sur [0 ; +o0o[)
— zxz<(z—-1)(z-1)
— zz<zz—(2+2)+1
1
> z+2z2(=2Re(z)) <1< Re(z)< 3
et
b4 1
=—-lc=z=—2+1—z=—-
z—1 2
Donc g est bien définie sur le domaine 2.
z
4. Prenons un nombre complexe z dans 2, et posons u = T
z_

D’apreés les équivalences de la question précédente :

. u=-lesz=l

= et ul <1< Re(z) < i;
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et on remarque de plus que

Ainsi

b " = b( )
n=0 " n=0 " u—1
+00 1 n
= b2"(-1)" (—)
1—u
n=0
+00 1 n+1
:1_ n_1n - .
CPILER )(1_u)

= Plagons-nous dans le cas ot z € 2\ { % }, alors d’aprés notre préambule
|z] < 1, donc la formule du bindme négatif nous donne

()20

k=n

par conséquent

400 . 400 . n+oo k e
;)bnz —(l—u)anu (-1) Z(n)u
+00 +00
S RN

n=0k=n

—(1—u)ZZb( ()

=0n=0

a%e
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+00 +00 +oo k
(on a effectué une somme sur un triangle «infini»: > > =3 Y : sachez qu'il
n=0k=n  k=0n=0
existe un théoréme dit « de Fubini » qui nous I"autorise parce qu’on travaille sur
des suites sommables)

+00 k k
el —u)Z (Z bn(—l)”( )) uk
k=0 \.n=0 n
+00
=(1-u))  (B(b))u*
k=0

+00
1 k (car b =8(a) donc 8(b) =a
=@ u);(ak)u puisque 808 = idg~)

1 f ( 4 )k (je vous laisse vérifier que
=T 2u%\507) 1-u=L
1—2 pr Z 1 1—z)
—f(25) =s@
= = g(2), c.Q.F.D.
1—2 z—1 g Q
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= Si en revanche z = %, alors

+00 1\ " +00 n n 1\"
_ _1)k _
> (3) - 22 (1) 3)
" (on additionne derechef
dans un triangle infini)

k=0 n=k
+00 k+1 k I b Py Py .
B K 1 1 (avec le binbme négatif
_kZO(_l) X 1_1 X 5 ag car‘%’<1)
= 2
+00 1 k +00
= Z(—Uk x 2k+1 % (5) a =2 X Z(—l)kak
k=0

B 1
=8|35/, cFD.

5. En prenant z = % dans le résultat de cette question ci-dessus, on obtient

1 “+o00 1 n
+(3) =20 (3)

1 1 1 +00 .
et g (5) = 1_%f (%il) =2f(—1)=2nzz(;(—1) ap,

d’oti I'égalité voulue.
(@) Soit x € [0 ; 1], alors —x # 1, donc
“Z—l( yolzCor 1 o
P T Y T 14x 1+4x]

6.

d’oti I'égalité demandée.

@Nole
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Pour tout x € [0 ; 1],
T
——dt =[In(1+ )]} =1n(1
Ll-i—t [In(1+¢)]g = In(1 + x),

et d’autre part, d’aprés I'égalité ci-dessus

X X l (_ )n

= ( 1)lf tide +J (-t dt (par linéarité de 'intégrale)
0

:
,_.

B n—l ) [ tl+1 :I (_1)ntndt
_FO i+1 o 1+t
S ) g e i
2VEAT)) T
_ : (1) X (=" (en posant i’ =i+ 1 dans
— o 1+t la somme),

d’ou l’égalité demandée.
(b) Pour tout n € N* et tout x € [0 ; 1], I'inégalité triangulaire (ou inégalité de
la moyenne) donne

* (Z1yren X n (car les bornes de
1—+tdt SJ T tdt, I'intégrale sont dans
0 0 I’ordre croissant)
Or pourtout t €[0; x], 1+t =1, donc : < t", et par la croissance de

I'intégrale, on obtient

X tn X xn+1 1
dt < t"dt = < (car x € [0 ; 1]),
o 1+t o n+1l n+1

ainsi

x
—1)"t" 1
(=1) <
1+t n+1 n—+oo

(_1)ntn
1+t

0

dt tend vers 0 quand n tend vers +oo.

X
donc par encadrement f o

I

3/23
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(c) Soit x €[0; 1].
Pour tout n € N*, d’aprés la question (a),

(-1

. (=)
—x! —1n(1+x)‘ = i

1+t

dt

b

1

i=1 0

donc d’aprés la question précédente, par encadrement,

n -1 i—1 )
Z( ,) xt " In(1+ x)

-1 L

autrement dit, par définition de la convergence d’une série, Y. %x”
converge et a pour limite In(1 + x).

(-1
n

="
n+1 "’

En particulier pour x = 1, la série )|
converge et a pour somme

, qui est la méme que >

7. (a) Sion note a, = HLH pour tout n € N, alors sa transformée binomiale est la

a%e



Devoir 1. Pour le vendredi 27 septembre 2024

suite de terme général

_N (M1
b”_;( 2 (k)k—i—l

:2“:(_1),{ n! y 1
P kiln—k)!  k+1

= k+Di(n-k)
Y 1 (n+1)!
= (_1)k %
kZ:(:) L k(4 D)= (k1)1

1 & n+1
= —1)k
n+1 Z( ) (k + 1)
k=0
1 W n+1
2:(—1)k_1 ( ) (en posant k' =k +1)
n+1 pa k

n+1 1
:_nqlq (Z(_l)k(nz )_1)

k=0

1
=-— (1411 —1)

_ 1
Cn+1

On constate avec étonnement que la suite (%H)HGN est invariante par la
transformation binomiale.
I n'y a plus qu’a appliquer le résultat de la question 5. pour affirmer que

n+1  &(n+1)2m+

n=0

+00

n=0
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(b) Soit p eN.
La série de terme général % vérifie les conditions du critére spécial des
séries alternées, ainsi pour tout N € N*,

+00 N+1

(D" _|(=1D) 1
ISy~ @) =| > < =
A n+1 N+2 | N+2

Il suffit donc, pour répondre a la question, de prendre N, tel que L <

N,+2
1077, soit | N, =10P —2 |

(c) Soit a nouveau p € N.
(i) Les séries Y. m et ). (%)n convergent, donc pour tout N > 1,
par prolongement des inégalités larges a la limite,

+ZOO: : Jio: : 1 +ZOO: L)
1 1 N+2
N1 (n+1)2n* o] A 2N+ —\2

1 1 1 1

:2N+2X1_1=2N+1<2_N'
2

N
(i) Comme plus haut, )’ W est une valeur approchée de In(2) a
n=0

+00

107P pres lorsque le reste n:%:ﬂ W est inférieur a 107P, ce pour
quoi il suffit que ziN <107P.
Or
1 _ N In(10)
— <107 <= 2">10’ < NIn(2) > pIn(10) <= N> p.
2N In(2)

In(10)
In(2)

On peut prendre par exemple N; =1+ [ pJ (ot O] désigne la
partie entiére).

(iii) La borne N, dépend exponentiellement de p, alors que N; est plus ou
moins une application affine de p, donc N, tend beaucoup plus vite que
N’ vers +o0o. Par conséquent, la série obtenue par la transformation

binomiale converge beaucoup plus vite que la série d’origine.

a%e




Devoir 1. Pour le vendredi 27 septembre 2024

Une correction de l'exercice 2 énoncé
1. Soit a € E— {0g}.
Prenons A et u deux réels tels que
(1): Aa+uf(a)=0g.

Alors en composant par f, on obtient

Af(@)+uf?(a) =0

c’est-a-dire, sachant que 2 = — idg,
(2): Af(a) —pa=0g.

Ainsi, A(1) — w(2) donne (A% + u?)a = Og, donc comme a # Og, on en déduit
que A2 +u? =0, et comme A et . sont réels, A = p = 0.
Ainsi la famille (a, f (a)) est libre.

2. Sans coup férir :

f (F(a)) = f (Vect(a, f (a))) = Vect (f (a),f 2(a)) = Vect (f(a), —a)
= Vect(a, f(a)) =F(a),

ainsi F(a) est stable par f.
De plus, en notant f,, I'’endomorphisme de F(a) induit par f, on a :

fola) = f(a),
et fo(f(a@)=f*a)=—aq,

on en déduit que la matrice de f,, dans la base (a, f (a)) est

0o -1
G o)

3. L’espace vectoriel E est de dimension non nulle, donc E n’est pas réduit au vec-
teur nul, il contient donc au moins un vecteur a; non nul, et d’aprés la premiére
question E contient F(a;).

Supposons qu’il existe un entier k € N* pour lequel il existe des vecteurs ay, ..., a
de E tels que F(a;),...,F(a;) sont en somme directe. On en déduit alors que
dim(E) = dim(F(a;) @ --- ® F(a;)), donc comme chaque F(a;) est de dimension
2, que n = 2k.

Dans ce cas, seules deux possibilités s’offrent & nous :
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= si E=F(a;)®---®F(ay), alors la propriété demandée est établie en prenant
p=k;

= sinon, il existe un vecteur a;; dans E tel que a;,; ¢ F(a;) ®--- ® F(ay).
Etablissons alors que F(ay), ..., F(ay), F(ay41) sont en somme directe.
Prenons (xq,..., Xy, X;41) dans F(a;) x - -+ x F(ay) x F(axq) tel que

X]_+"'+Xk+Xk+1:OE.

@ Alors par définition des F(a;), pour tout i € [1,n], il existe (A;, u;) tels que
x; = Ma; +pif (a;).

Ainsi
k+1

) Y (Mg +uif (@) =0,
i=1

Composons cette égalité par f, on obtient alors comme dans la premiére

question
k+1

(2): Z(xif(ai) - Miai) = Og.

i=1
Derechef la combinaison A 1(1) — pi41(2) élimine f(a, ), et permet
d’écrire

k
(Afy 0y ) + Z (7\1&1 Ai@; + Py f (ai))~
i=1

On en déduit que (A2, +uZ, )axy; est combinaison linéaire des a; et

f(a;) pour i € [1, k], donc que

(Kiﬂ + uiﬂ)akﬂ €F(a))® - ®F(a;)

Or on a supposé que a1 ¢ F(a;)®--- ®F(ay), donc Kiﬂ + uiﬂ =0, et

par conséquent Ayy1 = i1 =0, d'oll [ xy1 =05 |

@ Il reste alors x; + -+ + x;, = O, mais comme on a supposé
que F(a;),...,F(a;) sont en somme directe, on en déduit que
[x1=...=xk=0E ]

® On peut donc conclure que F(a;),...,F(ax),F(ag,;) sont en somme di-

recte. Par conséquent, n > 2(k + 1).

a%e
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La conséquence de notre raisonnement est que s’il n’existe pas d’entier p tel
que E =F(a;) ® - ®F(ay,), alors pour tout k € N*, n > 2k, ce qui est faux dés
que k > n/2. c.Q.F.D

4. De la question précédente, on déduit directement que
n=dim(E) = dim(F(a;)®--- & F(ap)) =2p,

donc que n est de dimension paire.

5. On déduit aussi de I'égalité E = F(a;) @ --- ® F(a,) obtenue dans la question 3
que % = (ay, f(ai),..., ap,f(ap)) est une base de E obtenue par concaténation
des bases des F(q;).

Et en s’appuyant sur la matrice obtenue dans la question 2, on obtient que la
matrice de f dans la base % est une matrice diagonale par blocs, dont les p

1 0

[« J

0 -1
blocs diagonaux sont les matrices ( ) )

Une correction de 'exercice 3 enoncé
1. = On sait que p, q et p + q sont des projecteurs, donc

p’=p, ¢*=q, (p+qQ’=p+gq,
mais en développant
(p+q?=p*+poq+qop+q’=p+poq+qop+gq,
donc apres simplification
poq+qop=0.

En composant a gauche, puis a droite, par p les deux membres de cette
égalité, on obtient sachant que p? = p,

peq+pogop=0,

peqop+qop=0,
d’ol on déduit par différence que pog=gqop.

Ainsi, des deux égalités poq+qop =0 et poq=qop, on déduit alors fort
habilement que 2p o q =0, d’ot finalement p oq = 0, c.Q.r.D.
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= Montrons a présent que Im(p + q) = Im(p) + Im(q), par double inclusion.

® Montrons que Im(p +¢q) € Im(p) +Im(q).

Prenons y € Im(p + q), alors il existe x € E tel que y = (p + ¢)(x) =

p(x) 4+ q(x). Or p(x) € Im(p) et q(x) € Im(q), donc y € Im(p) + Im(q).
C.Q.F.D.

® Réciproquement, montrons que Im(p) + Im(q) € Im(p + q).

Prenons x € Im(p) + Im(q), alors il existe a, b dans E tels que y = p(a) +
q(b).
Mais alors
p(y)=p(p(a) +q(b)) = p*(a) + p o q(b)
=p(a) (car p>=pet poq=0)

et de méme q(y) = q(b), ainsi y = p(y)+q(y) = (p +q)(y) dou y €
Im(p +q). c.Q.F.D

2. On va montrer toute la question par récurrence sur p € N*.

= Aurang p = 1, f; = idg entraine bien que f; est un projecteur, que E = Im(f; ),

et la condition 1 <i# j <1 est vide. Donc pour p =1, c’est une évidence.

= Pour p =2, supposons que f; + f, = idg et rg(f;) +rg(fy) < n.

@Nole

® De f; + fy = idg, on déduit que f, = idz —f;, donc si x € Ker(f;), alors

fo(x) = x donc x € Im(f,). Ainsi Ker(f;) € Im(f;), et par symétrie de f;
et f,, on a aussi Ker(f,) € Im(f;).

La premiére inclusion nous donne I'inégalité dim(Ker(f;)) < rg(f,), mais
par le théoréme du rang,

dim(Ker(f1)) = n —rg(f1) = (rg(f1) +18(f2)) — rg(f1) = rg(f2).

Donc dim(Ker(f,)) = rg(f2) et Ker(f;) = Im(f,).
Encore par symétrie, on a aussi Ker(f,) = Im(f;).

On en déduit que f; o fo = f5 0 f1 = 0 g).
Enfin

ficfi=fiolidg—foi)=fi—ficfa=hH

et de méme

faofo=1fy
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donc f; et f, sont des projecteurs, et

E = Ker(f,) ® Im(f,) (par propriété des projecteurs)
=1Im(f;) ®Im(fy) (car on a vu que Im(f;) = Ker(f,)).

= Soit p > 3.
Supposons que la propriété est vraie pour p — 1 endomorphismes, montrons
qu’elle est alors vraie pour p endomorphismes : soit (fi,..., f,) une famille

p p
de p endomorphismes de E tels que > f; = idg et Y. rg(f;) < n, montrons
i=1 i=1
que les f; sont tous des projecteurs, et que :

® pourtout 1<i#j<p, fiofj=0gm;

® E= & m(f)
i=1

® La famille (fy,fs,...,fp—2,fp + fp—1) est alors une famille de
p — 1 endomorphismes de E dont la somme vaut idg, et comme

rg(fp—l +fp) < rg(fp—l) + rg(fp),

Cette derniere inégalité est un résultat général. En effet si u et
v sont des applications linéaires d’un espace vectoriel E dans un
espace vectoriel F, alors pour tout y € Im(f + g), il existe x € E tel
que y = (f +g)(x) = f(x) +g(x). Or f(x) € Im(f) et g(x) € Im(g),
donc y € Im(f) + Im(g).

Donc Im(f +g) C Im(f)+Im(g), et en dimension finie, on en déduit
que

rg(f + g) <dim(Im(f) + Im(g))

=r1g(f) +rg(g) — dim(Im(f) N Im(g))
(par la formule de Grassman)

<rg(f) +rg(g).
alors

1g(f1) +rg(f2) + - +18(fo-1 + f)
<rg(fy) +rg(fa) +--- +18(fp-1) +18(fp) < n.

21/23
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@Nole

On peut donc appliquer '’hypothése de récurrence a cette famille de p — 1
endomorphismes, qui nous dit que fi,..., f,—2,f,—1 + f, sont tous des

projecteurs, et que :
pour tout 1 <i<p—2, fio(fo—1+ ) =0gm);

1#J<p—2, fiofj=0gm;

NN

pour tout 1

-2
E= %91 Im(f) DImf,_ +f,).

® Ce qui vient d’étre fait avec les deux derniers endomorphismes de la fa-

mille (fi,..., f,) peut aussi bien étre fait avec n’importe quelle paire d’en-
domorphismes de cette famille, ce qui nous donne en prenant en par-
ticulier (fi, f,—1) et (f1,f,) que f,, puis f,_; sont des projecteurs, et en
prenant le couple (fy, f) que f,_1 0 f, =0.

p
Il ne nous reste plus qu’a montrer que E = @ Im(f;).
i=1

@ On déduit des questions précédentes que f,_;, f,, et f,_; + f, sont des

projecteurs de E, on peut donc appliquer le résultat de la premiére ques-
tion et en déduire que f,_; o f, = Og(x), et aussi que Im(f,_; + f,) =
Im(f,—1)+Im(f,).

Mais si on prend x € Im(f,_;) NIm(f,), alors il existe t € E tel que x =
fp(t), et comme f,_; est un projecteur, Im(f,,_;) = Ker(f,_, —idg) donc
fra () = x.

Dot x = f,_1(f,(t)) = (fy—1 © f,)(t) = Og car on a vu que f,_; o f, est
nul.

Ainsi Im(f,,_1) + Im(f,) est une somme directe, donc on peut écrire

Im(f,_1 + fp) = Im(f,_,) ® Im(f,),
ainsi, comme on a déja établi que

p—2

E= @Im(fi)@lm(fp—l +1p)

i=1

on peut conclure que

p—2 p
E=Pm()P (Im(f,_,) &Im(f,)) = Pim(f),
i=1

i=1
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ce qui achéve la preuve.
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