DS 1. (Lundi 2 septembre 2024)

Le rapport du Jaury

Mes abréviations

« TE » : Type-Error; « ASP » : affirmation sans preuve;
« Al » : argumentation insuffisante; <« CP »: je ne comprends pas;

« VC » : voir le corrigé; « MF » : mauvaise foi;

« AR » : améliorer la rédaction;; « N'importe quoi! » : n’importe quoi!

= Les questions marquées par un & font partie de la voiture balai de la difficulté
mathématique de PC;
tandis que les questions marquées par un g sont des questions trés classiques et
récurrentes...

= Lorsque vous superposez des lignes de calcul, il est nécessaire de faire figurer des
liens logiques entre ces lignes, comme :

— des « < » ou « = » directement dans les mathématiques,

— ou bien des mots en frangais comme « donc », « d’oll », « ainsi », « par consé-
quent », etc.

= @ Attention a ne pas confondre les événements et leur probabilités! les expres-
sions P, (xn41) (dans I'exercice 2), ou aussi P (F N 1_3) uPp (1_3 N 13) n’ont aucun
sens. Ce sont des Type-Error caractérisées.
® Dans I'immense majorité des cas, les probabilités conditionnelles P, (B) s’ob-
tiennent directement en évaluant B dans le cas ol A est réalisé.

La formule P, (B) = Pﬁgf) est trés rarement utilisée dans ce sens, en général
on utilise plutét P(ANB) = P(A) x P, (B) (qui n’est autre que la formule des
probabilités composées pour deux événements).

® Attention a la notation FNF pour « face aux deux premiers lancers » ! Je rappelle
que pour n’importe quel événement A, ANA=A et AUA = A. Le mieux est
d’ajouter des indices aux événements pour indiquer le rang de I'expérience ot
ils sont réalisés.

= @ Rappelons que la définition de la dimension d’un espace vectoriel est le cardinal
de ses bases ! Donc dans la question 1(b) de I'exercice 1, il fallait d’abord trouver

une base de F avant d’en déduire sa dimension.
® Dans tout exercice ol une matrice ou un endomorphisme est annulé par un
polyndme, comme dans la relation 2M? = 3M — I, il faut bien comprendre
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que toutes les puissances (de la matrice ou de I'endomorphisme) pourront étre
exprimées comme combinaison linéaire des premiéres puissances !

® Trouvez I'argument manquant :

car d((/i,];)) iS; 11:bl(rie1;n ") } = (A, B) est une base de F.

® La fonction « racine-carrée » est définie sur [0 ; +oo[, mais pas du tout sur
'ensemble des racines carrées, donc résoudre T2 = M par T = +v'M dans la
question 3(b) de I'exercice 1 est une manifestation classique de « pensée ma-
gique ».
Voici dailleurs ci-dessous plusieurs manifestations de la pensée magique :

> ex4q2:«f 1 x— % est décroissante donc (I,),cy est décroissante par
croissance de l'intégrale »;

5 «Yap~ Tag g 2

> exI-gl(ajc MeF et MF € F, donc MF1 =M x MK € F »;

> «a, 0., Gn car (a,)nen est bornée ».

= @ Il faut manipuler avec beaucoup de précautions les inégalités strictes, et ne les
utiliser qu’en cas de nécessité, sinon on s’en tient aux inégalités larges, et ca
suffit largement.

—(n+1)x < e X

Sinon, ca peut donner « pour tout x € [0 ; 1], e
® Malgré cette épée de Damocles de voir un prof de maths se rouler par terre,

des éleves ont encore l'inconscience d’écrire :
o a\n
« 7 <1donc }; (E) converge. »

® La propriété fondamentale que I'on attend d’une fonction f que I'on veut
intégrer sur un intervalle I est qu’elle soit continue (au moins par morceaux) sur
cet intervalle. Si on vous demande de « montrer que fI f existe », le minimum
est d’étudier la continuité de f sur I!
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Exercice 1

Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2, et M € .#,(R) vérifiant
1 2
M#lL, M# T, 2M>=3M—I,.

On note F = Vect(I,,, M, M?).
1. (a) J@ Prouver que pour tout k € N, Mk € F.

(b) s Déterminer la dimension de F, et en donner une base.
2. J@ Montrer que F est stable pour la multiplication des matrices.
3. Soient A=M—1I, et B=M— I,

(a) & Justifier que % = (A,B) constitue une base de F.

(b) 8 Déterminer les coordonnées de AB, BA, A2, et B2 dans la base 2.

(c) Déterminer toutes les matrices T de F vérifiant T?> = M.

4. fg Justifier que Ker(A) et Ker (B) sont supplémentaires dans My (R).

Quelle serait la matrice de (I’endomorphisme canoniquement associé @) M dans
une base adaptée a ces deux sous-espaces vectoriels ?
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Exercice 2

On effectue une suite de lancers d’une piéce de monnaie. On suppose que les
résultats des lancers sont indépendants et qu’a chaque lancer, la piece donne Face
avec la probabilité p € 10 ; 1[ et Pile avec la probabilité ¢ = 1 — p. On s’intéresse
au nombre de lancers nécessaires pour obtenir deux Face consécutivement.
On suppose donné un espace probabilisé, muni d’'une probabilité P, modélisant
cette expérience.
Pour tout entier n > 1, on note U, 'événement « on obtient deux Face de suite,
pour la premiére fois, aux lancers numéro n et n+ 1 », et on pose u,, = P(U,)).
Pour tout entier n > 2, on note A, I'événement « les n premiers lancers ne donnent
pas deux Face de suite et le n® lancer donne Face », et B, I'événement « les n
premiers lancers ne donnent pas deux Face de suite et le n® lancer donne Pile ».
Enfin, on pose x, =P(A,),y, =P(B,).
1. (a) € Déterminer uy, Xy, y5,Us, X3, V3, Us.

(b) Trouver pour n = 2, une relation simple entre x,, et u,,.

(c) Pour tout n = 2, déterminer les probabilités conditionnelles

Pa, (Ant1)> P, (Ans1)s Pa, (Bry1)s Pp, (Brya)-

Xn+1 =PYn
Yn+1 :q(xn+yn)

2. On suppose désormais que p = % et on pose v, = 2"y, pour tout entier n > 2.

(d) J En déduire pour tout n > 2, les relations : {

(a) ¥ Déterminer une relation de récurrence simple entre v, ,v, et v,_; a
l'aide de la question 1.(d).

(b) Montrer alors que :

ﬁn+1_an+1
Vnz2 v,=—
p—a

@ L’énoncé initial était faux : il y avait un 2 erroné au dénominateur de
Ve

1++/5 1—
= et Bp= 5

|3

, ou a

(c) & En déduire, pour tout n > 2, une expression de x,, puis de u,,, en fonction

de n.
+00
(d) Verifier que Y. u, = 1. En donner une interprétation.
n=1
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Exercice 3

Soit (a,)pen+ Une suite de nombres réels.
On dit que la suite (a,) vérifie la propriété (22) lorsque les quatre propositions
ci-dessous sont vraies :
a, =1 5
la suite (a,,) est bornée;
VneN*, a,>0;
la série Y. a, diverge.
L 1 L ag
Onnotealors: VneN*, A. = » a;, et Y/n=2, b,=—— ) —-
§ ; k . ln(An) k=1 Ak
Dans tout I'exercice, on pourra utiliser la propriété suivante, notée (%) :

(’P Soient (u,,) et (v,) deux suites de réels strictement positifs,

I un n_:;_oo vT‘U n n
si alors > u, ~ v
= Y.u, diverge, k=0 "=

1
1. En utilisant les séries de terme général — et In(n+1)—In(n) ainsi que la propriété
n

(%), prouver que

L8 |
2, T ntoo In(n).

In(In(n)).

1
nin(n)’

) Jak Retrouver ce résultat sans utiliser la propriété ().

n
2. (a) De fagon analogue, montrer que Z ~
& (k) n—too

(b) & En déduire la nature de la série de terme général

(c
3. Etude de deux exemples.
(a

) On suppose dans cette question que pour tout n € N*, a,, = 1.
Vérifier que la suite (a,) vérifie la propriété (#), et montrer que (b,)ex
admet une limite que I'on précisera.
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1

(b) On suppose dans cette question que pour tout n € N*, a, = —
18)8) q que p n

n

Vérifier que la suite (a,,) vérifie la propriété (2).
En utilisant la propriété () et la série de terme général #(n), montrer que
(b,)pen @admet une limite que 'on précisera.

4. On revient au cas général et on prend une suite (a,,) qui vérifie la propriété (2).
(a) J@ Montrer que A, ~ A,
(o0)

aTl ATI
(b) Prouver quee. — ~ In .
A, oo An—l

n
(c) Ja Déterminer alors la nature de la série de terme général f\—”.

(d) A l'aide de la propriété (2) et des questions précédentes,n montrer que
(b,)pen @admet une limite que 'on précisera.
5. Soit (1), Une suite a termes strictement positifs telle que la série Y | u,, diverge.
Montrer qu'il existe une suite (v,,),ey @ termes positifs telle que v, e o(u,) et
> v, diverge.

- J

Exercice 4
On consideére les suites (1,,),ey et (Jn)ney définies par
—nx

1, L
VneN, In=J dx et Jn=J —dx.
o 1+x o (1+x)

. J@&Justifier que les suites (I,,), oy et (J,),cy Sont bien définies.

—

2. J@ Démontrer que la suite (I,,),cy est décroissante.

w

1
. (a) j@ Montrer que pour toutneN*: 0<J, <I, < —
n

(b) & En déduire que (I,,),cn et (Jn) ey convergent et donner leur limite.

N

1 e "
. Montrer que pour tout n e N* : [, = — (1 - —Jn) .
n

5. i Montrer que I, ~ I
n

—+4o00 1

Ot 6/6



DS 1. (Lundi 2 septembre 2024)

Une correction de 'exercice 1 enoncé

D’aprés E3A PC.

1. (@) = Aurang k=0, M° =1, €F et M! =M €F. La propriété est vérifiee pour
k=0etk=1.

= Soit k € N*, supposons que MK et MK appartiennent a F, et montrons
que M**! est aussi dans F.

MK — M2 x ML
=(3BM-1,) x M1
= 3MF — Mk,

donc MF*! € F, car par hypothése de récurrence M* et M1 sont dans F,
et F est stable par combinaison linéaire car c’est un sous-espace vectoriel
de ,(R).
= Ainsi, par récurrence (sur 2 termes) on a prouvé que pour tout k € N,
MK € F.
(b) Comme M? est une combinaison linéaire de I, et de M,
on peut affirmer que [ F = Vect(I,,, M) ], autrement dit que

[ (I1,, M) est une famille génératrice de F ]

De plus soient a, b deux réels tels que aM + bI, = 0,,.

= Sia =0, alors bI, =0,, donc b=0 car I, #0,,.

= Sia#0,alors M= —SIH, autrement dit M = AI, en notant (uniquement
par commodité) A = —g.

Comme 2M? = 3M —I,, on en déduit
2021, = 3AI, — I,
202 =3\ -1

dou (2L —1)(A—1)=0et A= % ou A = 1. Ceci n’est pas possible car
M#IL, et M # %In, donc I'hypothése de départ a # 0 est fausse, d’oti
a=b=0.

Ainsi, (I,,, M) est une famille libre.

7/24



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

On a prouvé que (I,,, M) est une famille génératrice de F, et une famille libre,
donc [ (I,,,M) est une base de F l

On en déduit par définition que | dimF = 2 |.

2. Soient P,Q dans F, montrons que P x Q € F.

On sait que F = Vect(I,,, M), donc il existe des réels a, b, ¢, d tels que P = al,+ bM
et Q =cI, + dM. Ainsi

P x Q = (al, + bM) x (cI, + dM) = acl, + (ad + bc)M + bdM?

1
=acl, + (ad + bc)M + Ebd(SM -1,)
1
= (ac — Ebd) I, + (ad + bo)M,

donc P x Q € Vect(I,,M), c’est-a-dire P x Q € F, c.Q.F.D.
3. Soient A=M—1I, et B=M— 1I,.
(a)

Méthode — Pour montrer que (A, B) est une base de F

G on se trouve dans le cas oll on connait la dimension de I’espace en
question : on sait que dim(F) = 2. Donc pour montrer que (A,B) est
une base de F, il suffit de :

+ montrer que A et B sont dans F,

= et que (A,B) est une famille libre;
ou bien de

= montrer que (A,B) est une famille génératrice de F, c’est-
a-dire que Vect(A,B) =F.

Premiére méthode

(par opérations élémentaires sur les vec-
teurs d’une famille génératrice)

= Vect(M — I, 31,,)
= Vect(M —I,,,1,,) = Vect(M, I,,) (méme raison)
=F,

Vect(A,B) = Vect(A,B—A)

ae
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donc (A,B) est une famille génératrice de F, de cardinal 2, et F est de di-
mension 2, donc [ B = (A,B) est une base de F. ]

Deuxiéme méthode

= Dans un premier temps, les matrices A et B sont bien dans Vect(I,,, M),
donc sont des éléments de F.

= Soit (A, ) € R? tel que AA +uB =0,,. Alors
1

7\'(1\/1 - In) + M(M - EIn) =0,

d’ott (A +p)M — (7» + %) [,=0,.

A+u=0

A+E=0"

Or (I,,M) est une famille libre, donc { qui donne aprés ré-

solution A = = 0.
= Ainsi (A, B) est une famille libre, de F, de cardinal 2, et F est de dimension
2, donc [ B = (A,B) est une base de F. ]

(b) Tout d’abord

1 , 3 1
AxB=(M-1,)x (M=, | =M’ ="M+ 1,

1
- 2 _ _
=3 (Zhd (3M In))
=0, (d’aprés I’énoncé)
et de méme BA=0,,.
Donc les coordonnées de AB et BA dans la base (A, B) sont
Mat(AB) = Mat(BA) 0
a = Ma =
(AB) (AB) 0
Puis

1 1
A=M-1,)"=M-1,) (M — ol Eln)

1 1
=AB— —A=——A,
2 2
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et

Donc

-1/2 0
M’%g(AZ)z( 0 ) ?ﬁ,%%wz):(l /2).

4. Soit T € F, alors d’aprés 3.(a), (A,B) est une base de F, donc il existe deux réels
a, tels que T = aA + B.

Ainsi
T? = (aA+ BB)? = a?A% + afAB + PaBA + BB
= %(—(XZA—I- B2B) (d’apres la question précédente).
D’ot

1
T?=M < 5(—0L2A+ B?B) = —A+2B (car M = —A + 2B)

2

—Qa

- =1

2 a?=2 a==+v2
= B2 O\ p2=4 | p==2

=2

2

On peut donc conclure que I'ensemble des solutions de T? = M est

{ﬁA+2B, V2A — 2B, —V2A + 2B, —«/EA—zB}.

5. ?’ Les notations utilisées dans cette question supposent que I’'on confond les
matrices et leurs endomorphismes canoniquement associés. Par exemple,
la matrice A est confondue avec I'endomorphisme X — AX de #, ;(R).
Remarquons qu’on confondra aussi trés souvent 4, ;(R) et R".

= @ Montrons d’abord que Ker(A) et Ker (B) sont en somme directe.

Soit X € ., 1(R), supposons que X € Ker (A) N Ker (B), et montrons que
X est le vecteur nul.

ae
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le vecteur X étant dans Ker (A), il vérifie AX = 0, autrement dit (M —1,,)X =
0, soit encore MX = X.

De méme, comme X € Ker (B), on obtient MX = %X
On en déduit que X = %X, qui donne X=0, c.Q.F.D.
® Montrons a présent que Ker (A) + Ker (B) = ., 1 (R).

Pour cela prenons X € .#,, 1(R) et trouvons X; € Ker(A) et X, € Ker(B)
tels que X =X; +X;.

Méthode - l'analyse-synthese :
G On peut envisager cet exercice comme la résolution dans ['en-
semble Ker(A) x Ker(B) de I’équation X; + X, = X, d’inconnue

(X1:X2)-
Une méthode classique pour résoudre une équation est I’analyse-
synthése :

- on suppose d’abord ’existence de solutions, et on tdche d’en
déduire le plus d’informations possible (une sorte de portrait-
robot des solutions), voire dans le meilleur des cas d’en déduire
carrément leurs valeurs (c’est la partie analyse);

- puis on cherche parmi les valeurs obtenues celles qui sont ef-
fectivement solutions (c’est la synthése).

Remarquons que la résolution
Xx+2=8¢=3x=6&cx=2

est I'analyse et la synthése en méme temps :
2> 3x+2=8=3x=6= x =2 est I'analyse;
> x =2=3x =6 = 3x +2 =8 est la synthése.

- Supposons que X = X; + X, avec X; € Ker(A) et X, € Ker(B).
En mutipliant par M on obtient MX = MX; + MX,.
Comme dans la partie « somme directe » on remarque que MX; = X;
et MX, = 3X,, donc X; + 3X, = MX.
On obtient donc le systéme de deux équations a deux inconnues
{ X, +X, =X
1
X; + 3%, = MX
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qui I'on résout facilement en

{ X, = 2(X — MX) = 2(I, — M)X = —2AX
X, = 2MX — X = 2BX.

?’ Ici la partie analyse donne un unique couple possible pour la
solution (X;,X,), qui serait (2BX, —2AX).
Il nous reste a vérifier que ce couple est bien solution, autrement
dit que

X, +X, =X,
X; € Ker (A) et X, € Ker(B).
Posons X; = 2BX = 2(X — MX) et X, = —2AX = 2MX — X.

= Il est évident que X; + X, =X;
= Enfin AX; = 2A x BX et BX, = —2B x AX, or

3.1 1
— —M\M2_ I J— 2 _
AXB=BxA=M - M+ I,=_ (2M* —3M +1,)

et d’apres I'énoncé 2M? = 3M —I,,, donc Ax B=B x A =0, d'ott
AX; = BX, = 0, ce qui achéve de prouver que X; € Ker(A) et X, €
Ker(B).

On peut donc conclure que Ker(A) et Ker(B) sont supplémentaires dans
'/ﬂn,l(R)'

® Une base adaptée est alors la concaténation d’une base de Ker (A) et d’'une
base de Ker(B), et on a vu dans les calculs précédents que les vecteurs X
de Ker (A) vérifient MX = X tandis que les vecteurs X de Ker (B) vérifient
MX = 2X.
Par conséquent, la matrice de I'’endomorphisme canoniquement associé
a M dans une telle base serait diagonale de termes diagonaux 1 et %

[« J

Une correction de 'exercice 2 enonce
En plus des notations définies dans I'énoncé, on pose, pour tout i € N, F; I'événe-
ment « le i¢ lancer donne Face », et P; = F; =« le i® lancer donne Pile ».

1. (a) L’événement U; est « on obtient Face au premier et au deuxiéme lancer »,
donc les lancers étant indépendants, la piece donnant Face avec la proba-

ae
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bilité p, on obtient
u; =P(Uy) =P (F; NFy) = p*.

Ensuite, A, = P; NF,, donc par indépendance des lancers x, =qp.
Puis sans trop détailler

Yo =P(P,) =q,

uy =P(Uy) =P(P; NF,NF3) =qp?,
x3 =P(PyNF;3)=qp,

y3 =P ((F,NF)NP;) =(1-p?)g,
us = P((Us) =P (P, NF3NF,) =qp*.

(b) J’estime évident que pour tout n > 2, U, = A,NF,;, donc par indépendance
des lancers

U, =P X Xp.

(c) Soit n un entier tel que n > 2.
Sachant A,, la série de lancers se termine par un résultat Face et A,

ne peut donc plus étre réalisé (on aurait eu deux fois de suite Face), ainsi
PAH(AI‘H-l) == 0
Pour le méme genre de raisons,

Py (Apy1) =P(Fry1)=p

Py, (Bnt1) =P(Ppi1) =9

P (Byy1) =P(Pry1)=gq.

(d) Pour n > 2, on remarque C, = A, UB, =« il y eu deux Face de suite au
cours des n premiers lancers ». Comme (A,,,B,,,C,,) est un systéme complet
d’événements, grace a la formule des probabilités totales :

Xpp1 =P (An-i-l)
=P(A)Ps, (Ans1) +PBIPs (A1) +P(CIPe (Any1),

et comme il est clair que P (A, | C,) = 0, on obtient

Xnt1 =Yn XP =D Yn-
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De méme

.yn-i-l =P (Bn+1)
=P(A,) Py, (Ans1) +P(B,)Pg, (Ans1) +P(C,)Pc, (Ans1) s
=Xy X q+ Yn X q=plxy+ ¥n)

2. Dans cette question, p = %, donc pour tout n > 2,

1
Xn+1 = E.ym
1
Yn+1 = E(xn +yn)-
(@) Donc, pour n > 2,
1 1 1
Ynt2 = E(xn-i-l +.yn+1) = Z.yn + Eyn+1

<:;’Vn+2 =Vn+1 + Vn-

(b) On reconnait dans (v,),cyn Une suite récurrente linéaire d’ordre 2, dont le

@Nole

polyndme caractéristique X> — X — 1 a pour racines a = _1+2ﬁ etf= —1_2‘@,

donc (v,),en Peut s’écrire sous la forme
(Vidneny = A (0nen + 1 (B nen »
autrement dit, il existe deux réels A et . tels que
Vn=2, v, =1a"+pup"

Gréace aux conditions initiales v, = 2% x y, = 4 x % =2, et v3 =8y; =3,
d’ott

vy =Aa? 4+ up? =2
vs=Aal+up®=3

mais o et § sont racines de X> —X —1, donc a? = a +1 et B2 =B + 1, puis
a®=a?2+a=2a+1etp>=2p+1.
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Ainsi
AMa+D)+ppB+1)=2
A+p=1
n -
{7 Pu
A+p=1
— =1- =
e B a=p
A+p=1
B
b=
B—a
—
_
{x = ot
d’oti pour tout entier n > 2,
vn — al‘l + [3 [31‘1
a— f—a
[5“+1 _ an+1
- —a
(c) On en déduit
1 Bn+1 _ an+1
e T ey T
d’ott
1 pt—am
Vnz=3, x,= Eyn_l = m,
qui est une égalité encore valable pour n = 2.
Et enfin
Bn —an
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(d) On remarque que la formule donnant u,, est encore valable pour n =1 et
équivaut a

e L (BT 1 oy
yn el ””_Z(ﬁ—a)(Z) Z(ﬁ—a)(z) ‘

Ainsi (u,),ey est une combinaison linéaire de suites géométriques, de rai-
sons % et g qui sont assez clairement dans ]—1 ; 1[, donc sommables.

On en déduit que Y u, converge, et que

+ZOO _ 1 5 5
“Tap-w (1-0 1%

n=1
1

T 2-02-p)

Or

2-a)2-B)=14+p)1+a) (encore avec a+p =1)
=l14+a+p+ap=1 (car af =—-1).

+00

Ainsi ) u, =1, ce qui prouve que |'on est quasi-certain d’obtenir au moins
n=1

une fois deux Face de suite dans une succession indéfinie de lancers d’une

piéce honnéte.

Une correction de I'exercice 3 énonceé
1. = Les suites (u,),en+ €t (V)pen+ SONt & termes strictement positifs.

= De plus, par télescopage classique,

> v =In(n+ 1)~ In(1) = In(n +1) —— +o0,
n—mroo
k=1

donc (par définition de la convergence d’une série) Y v, diverge.

ae
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= Comme % —— 0, on sait que

n—-+o00

vnzln(n+1)—ln(n)=ln(n:1)

1 1
=In|{1+=-] ~ —=u,
n ) n»+oo n

Donc d’aprés la proposition (%)

Hy 21, D
k=1
1
=In(n+1)=1In (n(1+—))
n
1
=In(n)+In (1 + —) ,
n

orln(1+l) ~ 1 o0etn(n) —— 400,
N/ n—+oo M n—-+oo n—-+00

donc de toute évidence In (1 + %) =0 (In(n)), ainsi
n—-+oo

H, = In(n)+o(In(n)) ~ In(n) c.Q.F.D.
n—+o0o n o

—+

» Bien comprendreque :u, ~ v,=u, = v,+o(v,)!
n—+o00 n—+00

Autrement dit deux quantités sont équivalentes lorsqu’entre I'une
est 'autre il n’y a que des termes négligeables devant ces quantités.

2. (a) On pose cette fois u,, = nlnl(n) et v, =In(In(n+ 1)) — In(In(n)) (définies pour
n=2).

= Ce sont bien des suites a termes strictement positifs.
= Tout d’abord

v =1In (1n(n)+ln(1+ 1/n)) I (1 L ln(1+1/n))

In(n) In(n)
N In(1+1/n) (cqr RA+1M 1 0
n—+00 ]n(n) In(n) pogtoonln(n) p—ioo
1

~ = un .
n—-+o0 nIn(n)
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= De plus, par télescopage,

n

Z v =In(In(n + 1)) ~ In(In(2)) —— +o0
k=2

ce qui montre que Z vy diverge.
On peut donc encore utiliser (2) pour conclure que

n

k; KK too MR 1) =1n(In(2)) ~ In(in(n +1)).

@ Le fait que les séries soient définies a partir du rang 2 seulement ne
change rien a I'utilisation de (), on ne fait qu’ajouter ou retrancher
une constante a une quantité qui tend vers l'infini, donc I’équivalent

reste le méme.

Comme

In(In(n+ 1)) = In(In(n) + In(1 + 1/n))
In(1+1/n)
In(n) )

(voir la remarque dans la
Ooln(ln(n)) question précédente),

=In(In(n)) + In (1 +

on conclut que

I 1
k; o In(In(n)).

(b) En particulier, on vient de voir que la suite des sommes partielles de la sé-

rie de terme général nlnl(n) a une limite infinie, donc par définition la série

1 .
> gy diverge.

Pour le terme général nlnl(n), les méthodes de comparaison (équiva-

lences, grand O, inégalités) ne marchent pas. Je me résous donc a
effectuer une comparaison somme-intégrale, comme détaillé en page
10 des révisions sur les intégrales définies.

(© Plus précisément je vais utiliser la solution de ['exercice 3.12.

1
x In(x)

La fonction f : x — est décroissante sur [2 ; +oo[, donc

ae
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= Pour tout entier k > 2, par la décroissance de f,
Veelk; k+1], f(k+1)<f(t) < f(k)
ainsi par croissance de l’intégrale :

f flk+1)dt < f(t)dt<J flkydt,
k

k+1
c'est-a-dire f(k+ 1) < f(o)dt < f(k).
k

= Pour tout entier n > 3, en additionnant ces inégalités membre a membre
pour k allant de 2 & n — 1, on obtient grace a la relation de Chasles

n—1 n n—1
Zf(k+1)$J ORI}
k=2 2 k=2

n

soit en notant S, = Z kh}(k)’
k=2

Sn—f(Z)SJ flo)dt<S,—f(n),
2

d'ott f f(t)dt+f(n)<8n<f F(Odt+ F(2).
2 1

n n In(n)
Fl)yde = 1 di = 1d (en posant u = In(t), ou
5 tIn(t) oy U =€)

n(2)
[ (u)] ) ln(n(n) - In(In(2)),

donc en ne gardant que I’ 1negahte de gauche :

In(In(n)) — In(In(2)) + ; <S,,.
nln(n)

Mais In(In(n)) — In(In(2)) + nln(n) N—>+00

cipe du « gendarme infini » (appelation non standard), cela entrame que

S, N +00, ce qui prouve que la série de terme général — (n) di-
o0

verge.

+00, donc par le prin-
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3. (a)

@Nole

Les trois premiers points de la propriété (%) sont immédiats et le quatrieme

aussi car Z ap =n ——— +o0.
k=0 n—s-+00

Ici, A, =net

x In(n) (d’aprés la question 1),

b = ln(n) Z K n—rtoo ln( )

donc
lim b,=1.
n—+o00
Les quatre points de la propriété (#) sont immédiats (on reconnait le terme
général de la série harmonique qui diverge).
k
lcia, =Y et
i=1'
1 1
b, = —
1H(An) =1 kAk
Posons u, = ann etw, = #(n) Les suites (u,),>, et (w,),>, sont stricte-

ment positives a partir du rang 3. Ce sont des suites équivalentes (d’aprés
la question 1) et ne sont pas sommables (voir la question 2.(b)).

La propriété () indique alors que

Z ka n—>+ooZ kln(k)

Ici non plus, ajouter les termes d’indices 1 et 2 ne change rien a I'équiva-
lence car les sommes sont de limites infinies et les constantes sont alors
négligeables. Donc avec la question 2.(a) on a

n

2. k_Ak ety In(In(n)).
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Enfin,

In(n)
In(A,) = In(In(n)) + In ( A )

n

I
(car ln(%:)) — 0 et

— In(In(n)) + n_g_oo(ln(ln(n))) In(In(n)) —0 +00)

ety In(In(n)).

On a finalement

4. (a) Pourtoutn>1,A,=A,_;+a,.
Par ailleurs A, — +00, car la suite (a,,) est a termes positifs, donc la
n—+oo
suite (A,,) est croissante, et divergente puisque Z a, diverge.

De plus la suite (a,) est bornée donc a, = o(A,).
n—-r+oo

Ainsi, A, =A,_1 +0(A,) autrement dit A, ~ A,_q.
n—-+00

(b) On en déduit que lim AA” =1 et donc que

n——+o00 Hn-1

n () =m (4 [25 1))

An _ An _An—l _ an

~ .
n—+00 An—l An—l An—l

&) =3
In ~ —
An—l +oo An

(c) Le réel u, =In ( AA" ) est le terme général (n > 2) d’une suite strictement

n—1

positive de série divergente, car

Enfin, A,_; ~A, donne

n

> Jux =In(A) ~ In(A;) = In(A,)

k=2

+00.

n—-+o0o

21/24



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

Comme u, ~ % qui est aussi a termes positifs, on peut utiliser la pro-
n—-+od “*n

priété (%) pour obtenir que

Comme i _,u, —— +00, on en déduit que D}, & ——— o0,
n—-+4o00 k  n—+o00
donc par définition que la série > % diverge.
k
(d) L’équivalence obtenue ci-dessus s’écrit

n

Z % ~In(A,).

k=2"k

Ajouter a la somme le terme pour k = 1 ne change rien a I’équivalence car
les deux membres tendent vers +o0. Ainsi
HETOO bn - 1.
5. On va essayer d’utiliser le résultat précédent pour construire (v,).
Pour cela, il nous faut une suite vérifiant (#). Nous distinguons donc deux cas.
= Si (u,) est bornée, on pose a; =1 et pour tout n > 1 a, =u,.

Alors (a,) vérifie la propriété (22), donc d’aprés la question 4.(c), la série
3 % diverge, et Z—" = o(a,), car le quotient vaut 1/A,, et tend vers 0. Ainsi la

. PO a .
suite de terme général v, = 2* convient.

n
= Sinon, on pose w, = min(u,,1). Ainsi w,, > 0 et Y. w, diverge car u, étant
non bornée, elle ne peut tendre vers 0, donc w,, non plus, ce qui donne la
divergence grossiére de la série.

Le premier cas donne alors une suite v, a termes > 0 et de série divergente,
et a fortiori v, = o(u,,), puisque 0 < w, < u,.

Une correction de I’exercice 4 énoncé

—nx

1. Pour tout n € N, les fonctions x — $— et x — ont continues sur le

e nx
14+x (1+x)? S
segment [0 ; 1], donc les intégrales qui définissent I,, et J,, existent bel et bien.

ae
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2. Soit n €N,

1 e—(n-‘rl)x 1 e X
IL..—1 = —dx — dx
ntl o n L 1+x L 1+x

—(n+1)x _ @ X
= ———dx (par linéarité de I'intégrale)
0 14+ x

1 -X _ nx
= f e ———= (e dx = J (e — 1) X,
0 1+x

—X

or la fonction x — e™ — 1 est négative sur [0 ; 1], tandis que x — i—; est posi-
tive, donc par croissance de l'intégrale, I'intégrande étant continue et négative
sur l'intervalle d’intégration, on peut affirmer que I, ; —I,, est négative pour tout
n € N, donc que la suite de terme général I,, décroit.

3. (a) Soit n e N*.
Pour tout x € [0 ; 1],

1<1+x<(1+x)?

donc par décroissance de la fonction inverse sur ]0 ; +oo[,

1 1
< <1
(1+x)? 1+x

—nx

puis en multipliant par e™™* qui est positif

e—nx e—nx

< <e
(1+x)? 1+4x

et enfin par croissance de I'intégrale

! 1 1 em"—1 1 e 1
J <L < | e™dx= [——e_""] —_ - _<-.
0 n n

0 n n n

Comme de plus la fonction x — > est continue et strictement positive

(1+ )
sur [0 ; 1], on peut affirmer par stricte positivité de I'intégrale que 0 < J,,,
ce qui achéve de répondre a la question.
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(b) Comme % ——— 0, on déduit de la question précédente que, par enca-

n—-+o00
drement, I, et J,, tendent vers 0.

1
1+x

4. Les fonctions u : x — — %e_”x etv:xw—

donc par intégration par parties,

1 ) 1
InZJ u’xv=[uxv] —J uxvy
0 o Jo

sont de classe ¢! sur [0 ; 1],

5. D’aprés la question précédente, pour tout n € N*

1—1 1 e_n-I-J
"n onl\ 2 m

Or on sait que J, et e™" tendent vers 0 quand n tend vers 400, donc

1e_”J 1
H 2+nn—>_+ooo;’

donc

ce qui prouve que I, ~ =.
n—-+oo 1
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