DS 2. (Lundi 7 octobre 2024)

Le rapport du Jaury

Mes abréviations

« TE » : Type-Error; « ASP » : affirmation sans preuve;
« Al » : argumentation insuffisante; <« CP »: je ne comprends pas;

« VC » : voir le corrigé; « MF » : mauvaise foi;

« AR » : améliorer la rédaction ; « N'importe quoi! » : n’importe quoi!

= Les questions marquées par un & font partie de la voiture balai de la difficulté
mathématique de PC;

tandis que les questions marquées par un J&& sont des questions récurrentes qu'’il
faut savoir faire par coeur les yeux fermés sans hésiter...
Certaines questions difficiles peuvent étre signalées par @.

= Vous devez savoir ce que I'on attend de vous quand on vous demande de montrer
qu’'une fonction, dont I'expression est une intégrale généralisée ou une somme
infinie, est définie sur un intervalle ; ou quand on vous demande de donner I'en-
semble de définition d’'une fonction dont I’expression est une intégrale généralisée
ou une somme infinie!

= Absurdités, Type-Error, phrases incompréhensibles, et vocabulaire au pif.
® Confondre un nombre avec une fonction ou une suite ou une série :
400 4t . . no
« f 0 f—adt est continue, convergente, et décroissante », « ﬁ—a diverge »;
® des intégrales intégrables, ou des fonctions convergentes :
+00 .t oL .
« f 0 f—adt est intégrable », « t — %2 est une fonction convergente »;
® Laissons le choix de la variable au correcteur :

t
« t* le7t est continue sur ]0 ; +oo[ », « % est continue sur ]O ; +oo[ »,
« tx_le_t =0 (lz) ». « t_x_le_t ~ e ly.
t ’ +o0 ’
® égalité a bornes sans grand O ni petit © : « F(l)x = 1»;
—+00

® des endomorphismes de E confondus avec des vecteurs de E confondus avec
des parties de E :

«x =Im(u)+Im(v)», «uo(u—kidg) = 04y donc u—kidg € Ker (u) », « g = Au
donc gog =g (Au) ».

= Grossiéres erreurs a comprendre pour ne plus jamais les refaire :
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® le raisonnement du yéti;

n
® «510L<0,;‘—a—+>+oo»,
X—>1T00

® «u est bijectif si, et seulement si, uou =1idg », « x € Im(u) donc x = u(x) »,

® simplifier par un endomorphisme : « uo (u—kidg) = 04 g), Or u # 04 (x), donc
u—kidg = Og)

® comparer f(x + 1) et f(x) pour étudier les variations d’une fonction f,

® confondre un cas avec une généralité : « f4(x,) = x, donc f*=1idg »,

® appliquer le théoréme du rang sans vérifier si on est dans un espace vectoriel
de dimension finie,

® appliquer un théoréme a l'aveugle : « la série ZZ—Q est convergente, donc
I'intégrale f+oo Xt »
g O nCL N

w Mention spéciale a tou-te-s les éléves qui ont répondu a la question 3(b) de I'exer-

cice 1 en se contentant de noter 'expression de f,,(x) dans laquelle on a substitué
0, puis —1, puis 1, a a.

STk
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Vous choisirez de traiter :
= soit le sujet 1, composé des trois exercices;

= soit le sujet 2 qui est formé de I’exercice 1 et du probléme.

Exercice 1 — Exercice commun au deux sujets

1. &

(@) Démontrer que la fonction
+00
F:x»—>f t* " le7tdt.
0

est définie sur ]0 ; +oo[.
Cette fonction est connue sous le nom de fonction Gamma d’Euler.
(b) Démontrer que pour tout x >0, I'(x + 1) = x I'(x).
(c) Prouver que pour tout n € N*, I'(n) = (n — 1)!.
2. Pour tout réel a, on considére la fonction

+00 xn

fa:x'_)z_a'

n=1

J@& Déterminer, suivant les valeurs du réel a, le domaine de définition 2, de la
fonction f,.

(On pourra distinguer les cas a. € ] —00,0], a €]0,1] et a € ]1,4+00[.)
3. Dans le cas ot a > 0, déterminer, pour tout x € 2, le signe de f,(x).
4. Expliciter f,, f_; et fi.
5. Dans toute cette question, on suppose que a € ]0,1[.
L’objectif est de donner un équivalent de f,(x) quand x tend vers 1.
Pour tout x € ]0,1[, on consideére I'intégrale

+o0o _ ¢
)= X de
0 tu .

(a) J@ Justifier que, pour tout x € ]0,1[, I'intégrale I(x) est convergente.
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(b) Pour tout x € ]0,1[, déterminer une expression de I(x) faisant intervenir

In(x), a et T'(1—a).

X
(c) 8 Prouver que, pour tout x € ]0,1[, la fonction t — = est décroissante
sur ]O ; +oof.
(d) J& En déduire, pour tout x € J0,1[, I'encadrement :

+00 _ ¢t +00 _ ¢t
X X
fl t_adt < fu(X) S f t—adt.
0

(e) En déduire un équivalent de f,(x) quand x tend vers 1.

Exercice 2 — Sujet 1
Soit E un R-espace vectoriel.
Pour tout réel k, on définit I'ensemble A, = {u € £(E)|u? = ku} (ot u* =uou).
1. Soit u un endomorphisme appartenant a A, pour un k € R.
(@) L’endomorphisme u peut-il étre bijectif ? Préciser u dans ce cas.
(b) Si k =0, peut-on avoir Ker(u) & Im(u) =E?
2. Soit f un endomorphisme de E de rang 1. Montrer qu'il existe un réel k tel que
f €A
On suppose dans toute la suite de l'exercice que k est un réel non nul.
3. Soit u € A;.
(@) 8 Veérifier qu'il existe un réel non nul A tel que g = Au soit un projecteur
de E.
(b) 8 Montrer que Ker(u) ® Im(u) = E.
4. Soient u et v dans Ay.
(@) Montrer que siuov+vou=0,alorsuov=vou=0.
(b) A quelle condition nécessaire et suffisante I'endomorphisme u+v est-il aussi
dans A ?

Montrer dans ce cas que

Im(u + v) = Im(u) + Im(v) et Ker(u + v) = Ker(u) N Ker(v).
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(c) Montrer que si uov =vou, alors il existe k’ tel que uov € A/, et que dans
ce cas

Im(uov)=Im(u) NIm(v) et Ker(uov) = Ker(u) + Ker(v).

Exercice 3 — Sujet 1
Définition

Soient E un espace vectoriel sur C, et p € N*,
On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d'ordre p s’il existe un vecteur
X, de E vérifiant les trois conditions suivantes :

P fP(xg) = xg (on rappelle que fP=fofo---0of);

p fois

+ la famille (fk(xo))ogkgp_1 = (xg,f(x0), ..., fP"(xy)) est génératrice de E;

+ la famille (fk(xo)) L (x0, F(x0), ..., fP71(x)) est constituée de vec-
teurs deux a deux distincts.

On dit alors que la famille ( f k(xo)) o<k<p-1 est un cycle de f.

Etude d’un exemple

Dans cette partie, E est un C-espace vectoriel de dimension 3, et B = (e, e, €3)
est une base de E. On considére 'endomorphisme f de E dont la matrice associée
dans la base 28 est :

1 2 2
A=1| 1 1 2
-2 -2 -3

1. Verifier que (eq, f(e1), f2(e;)) est une base de E.
2. @& Déterminer la matrice de f dans cette base.

3. Montrer que f est cyclique d’ordre 4 et que (ey, f(e7), f2(eq), f3(e;1)) est un cycle
de f.

4. 8 Prouver que f*=idy.
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Cas général

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur C de dimension n, et on considére
un endomorphisme f de E cyclique d’ordre p.

Soit (xg, £ (x0), ..., fP71(x0)) un cycle de f.

5.
6.

7.

10.

€ Montrer que p > n.

Montrer que f? =idg.

€ En déduire que f est bijective.

On note m le plus grand des entiers ¢ € N tels que la famille ( f k(xo)) e
est libre.

(@ Montrer que f™(x,) est combinaison linéaire des m vecteurs

X0, f (%), -+, f ™ (xg).

(b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier k > m,
F4xo) € Veet ( (£4(0)) gcrem-1 )

(c) En déduire que m = n, et que (fk(xo))0<k<n_l est une base de E.

On note alors ay,ay,...,a,_; les coordonnées de f"(x,) dans la base
k ) ~ q
( f (xo)) ogken—1’ © est-a-dire les n nombres complexes tels que

n—1

fxo) = ) i fK(xo):
k=0
n—1
J& Montrer que f* = Zakfk.
k=0
(a) & Déterminer la matrice associée a f relativement & la base
(fk(XO))osksn—1 a l'aide des coordonnées ay, ay,...,a,_;.

(b) & En déduire que pour tout A € C, rg(f — Aidg) = n— 1.
On suppose dans cette question que f est cyclique d’ordre n (on rappelle que
dim(E) = n), et on considére un cycle (fk(xo))KKn_1 de f.
Soit A un nombre complexe. Montrer |'équivalence des deux propositions ci-
dessous :

(i) il existe un vecteur non nul u de E vérifiant f(u) = Au;

(ii) A est une racine n® de I'unité, autrement dit A" = 1.
(Pour (ii) = (i), on pourra résoudre f(u) = Au dans une base pertinente.)

STk
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Probléme — Sujet 2
Notations

Dans tout le probléeme, X est un R-espace vectoriel de dimension n > 2, et T
un endomorphisme non nul de X.

Soit 2 une base de X, on note T4 la matrice représentant T dans cette base. On
note N(T) le noyau de T et R(T) 'image de T.

On note I 'endomorphisme identité de X, I, la matrice identité de .#,,(R) et O, la
matrice nulle.

1- Traces et projecteurs

1. 8 Soient A et B éléments de .#,(R), démontrer que A x B et B X A on la
méme trace :

Tr(A x B) = Tr(B x A).

2. 8 Montrer que la trace de la matrice T4 ne dépend pas de la base 4.

On appelle alors trace de T, notée Tr(T), la valeur commune des traces des matrices
représentant T. On dit que la trace est un invariant de similitude.

On considére un projecteur de X nommeé P.
3. #& Démontrer que X = R(P) ® N(P) .
4. i@ En déduire que rg(P) = Tr(P).
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On pose P =1—P.
5. Montrer que R(P’) = N(P) et que R(P) = N(P").
6. Démontrer que la dimension de la somme de deux sous-espaces F et G de X

est inférieure ou égale a la somme de leurs dimensions.

n
7. Montrer que si 'endomorphisme S = »_ P; est une somme finie de projecteurs
i=1
P;, alors Tr(S) € N et Tr(S) > rg(S).

2-Projecteurs de rang 1

On suppose dans cette partie que le rang du projecteur P est égal a 1.
8. Démontrer qu'’il existe uw € R tel que PoToP = yP.
Soit € = (f1, f2," "+, f,) une base de X adaptée a la décomposition X = R(P) @ N(P).

9. Montrer que dans la base € la matrice représentant T s’écrit

u est le nombre réel dont I'existence a été prouvé en question 8,
etBe #,_;.

10. Montrer que si P’ o To P’ n’est pas proportionnel a P/, alors B, défini en (1),
n’est pas la matrice d’'une homothétie. On rappelle que P’ =1—P.

3- Endomorphismes différents d’'une homothétie

On suppose dans cette partie que I'endomorphisme T n’est pas une homothétie.

11. Démontrer qu’il existe un vecteur x € X tel que x et T(x) ne soient pas liés
(c’est-a-dire ne soient pas colinéaires).

STk
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12. Montrer qu’il existe une base % = (e;, e,, ..., ,,) dans laquelle :

(0] x x-ox)

1
T@= O OOAE%H_]_.

0

13. En déduire que si Tr(T) = 0, il existe une base %’ dans laquelle la diagonale de
T 4 est nulle.

n
Soit (t;);<;<n, Une suite de n nombres réels vérifiant Tr(T) = ) t;.
i=1
14. En dimension n = 2, démontrer qu'il existe une base 8" dans laquelle T 4~ a

pour éléments diagonaux t; et t,.

Soit t € R, on admettra qu’en dimension n > 3, il existe un projecteur L de X de
rang 1, tel que d’'une part LTL = t L et d’autre part L’ TL’ ne soit pas proportionnel
aLl'=I-1L.

15. En dimension n > 3, a 'aide des questions 9 et 10 démontrer qu’il existe une
base ¢ dans laquelle la matrice représentant T s’écrit

ol B n’est pas une homothétie.

16. En dimension n > 3, démontrer par récurrence qu'il existe une base %" dans
laquelle la diagonale de T~ ait pour éléments diagonaux les t; ot i € [1 ; n].
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4 -Décomposition en somme de projecteurs
On suppose désormais que T est un endomorphisme de X vérifiant Tr(T) € N et
Tr(T) = rg(T). On pose p =rg(T) et 6 = Tr(T).

17. Montrer qu’il existe une base % dans laquelle T4 est de la forme suivante :

T, O
T, O
ol T, est une matrice de taille p x p.

Supposons tout d’abord que T, n’est pas la matrice d’'une homothétie.

18. A l'aide de la question 16 montrer qu'il existe une base %’ dans laquelle

o (T O
#~\1, 0
ol T} admet comme termes diagonaux des entiers non nuls t; avec i € [1 ; p].

19. En déduire que T est la somme d’'un nombre fini de projecteurs.
On suppose maintenant que T, est la matrice d’'une homothétie.

20. Démontrer que la encore, T est la somme d’'un nombre fini de projecteurs.

a%e
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Une correction de I'exercice 1 enoncé
1. La fonction Gamma d’Euler

(a) f Quand on demande de vérifier qu’une fonction dont I’expression f(x)

est une intégrale généralisée, ou la somme infinie d’une série, est

définie sur un intervalle 1, il faut montrer que pour tout x €1 cette
intégrale ou cette série converge.

Soit x un réel strictement positif.

= La fonction t — t*~'e™! est continue sur ]0 ; 4+o0[ ;
= en +00, par croissances comparées t* e~ = o (lz),
t—+oo \

G En général, quand [l’intégrande étudiée contient une exponen-
tielle qui tend vers 0 en 400, elle est négligeable en +o0 par crois-
sances comparées devant tlz
or la fonction de Riemann t — % est intégrable sur [1 ; +oo[, donc par
domination, t — t¥"le™t est aussi intégrable sur [1 ; +oo[ ;
= en 0, t*"le7t ~
t—0

; or, comme 1 —x < 1 car x > 0, la fonction de

tl—x ’

Riemann t — est intégrable sur ]O ; 1], donc par équivalence t —

tl—x
t*"le~t est aussi intégrable sur J0 ; 1];
= on en déduit que la fonction t — t*~le~t est intégrable sur ]0 ; +oo[, ce

qui prouve la convergence de l'intégrale définissant I'(x).

En conclusion, la fonction T' est définie sur ]0 ; +oo].
(b) Soit x > 0. On effectue dans I'intégrale I'(x + 1) = f 0+ * t*e~td t une inté-
gration par parties dans laquelle on pose u(t) = t* et v(t) = —e ™.

Ces fonctions u et v sont de classe %! sur 10 ; +oo[, et de plus
—0 carx>0,
u(t) x v(t) = —t¥e™" t—0

P 0 par croissances comparées.
t—>+00

donc cette intégration par parties est licite. Comme I'intégrale de départ est
convergente, on obtient alors I'égalité

+00 +oo
F(x—|—1)=f t*e”'dt = [—txe_tjgoo+f xt*leTtde
0 0

+00
= xJ t* le7tdt = xI'(x) C.Q.F.D
0
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(c) Pourn=1,

A—+o00

+0o0 A
1"(1)=f0 e ‘dt= lim J;) e_tdt:Al_i)rilOo [—eTg

:AETOO [1 _e—A] =1=(1-1)

Puis, si pour un entier n € N*, I'(n) = (n — 1)!, alors au rang suivant, grace
a la question précédente,

I'h+1)=nxI'(n)=nx(n-1)!=n! c.QFr.D

2. - ?0 Quand on demande de trouver le domaine de définition d’une fonc-
tion dont I'expression f (x) est une intégrale généralisée, ou la somme

infinie d’une série, il faut trouver '’ensemble de | TOUS | les x pour

lesquels cette intégrale ou cette série converge.

Soit x €R tel que |x| > 1.
Alors pour tout réel a, par croissances comparées :

n

n nln(]x . -
X |x| _ ¢ () too (par croissances comparées
no n® n%  n—4oo car In(|x|) > 0).
xn x" . s . .
donc =% ne tend pas vers 0 et > -5 diverge grossierement. Ainsi x ¢ 9.

On a d’ores et déja prouvé que [ 2, C [-1;1] ]

= Pour tout réel x tel que |x| < 1, alors, en appliquant le critére de d’Alembert

n a
=|x| X X
=kl x (=) I,

or on s’est placé dans le cas ol |x| < 1, donc on peut affirmer que la suite de
terme général % est sommable, donc que la série > ;‘—a converge, autrement
dit que f,(x) est défini.

On en déduit que[ 1-1;1[c 2, ]

= Pour x =1, f (1) est la somme de la suite de Riemann de terme général n%,
donc f,(1) est défini si, et seulement si, a > 1.

ae
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= Pour x = —1, f,(—1) est la somme de la suite de terme général (_n—i)n Cette
suite est alternée, et elle vérifie les conditions du critére spécial des séries
alternées si, et seulement si, a > 0.

Ainsi f,(—1) est défini si, et seulement si, a > 0.
Résumons-nous :

[-1;1] sil<a;
De=1 [-1;1] si0O<a<1;
1-1;1[ sia<0.
3. On suppose que a > 0.
too
Alors pour tout x € 9, fo(x)= . =5 est
n=1

= positif si x > 0, comme somme de termes posmfs

= négatif si x < 0, car la suite de terme général % = = CWxl |x| est alternée, et

vérifie les conditions du critére spécial des séries alternees donc en particulier
+00

on sait que f,(x) = ;C—Z est du signe de son premier terme x, qui est négatif.
n=1

4. = sia=0, pourtout x€ g, =1-1; 1]

“+00 n

+00 +00
fo(x) = Z ZX (I'erreur classique est ici de confondre Y. et Y.)
n=1 n=0 n=1
+00 +00 1 X
=xx > X" T=xx) x"=xx - )
; nzo 1-x 1-x
= sia=—1, pourtout x € 9, =]1-1; 1[
+00 +00
fo(x)= Z nx™=x X Z nx"1
n=1 n=1
— 1 (avec la dérivée de la série
- (1 — x)2 géométrique)
X
(1-x)*

I

3737
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= si =1, pour tout x € 9, =[—1; 1[

+00 _.n (car c’est un développement en série
f1(x)= Z — = —In(1 — x) entiére usuel que 'on verra dans le
n=1 chapitre sur les séries entieres).

5. On suppose que a € 10 ; 1[.

(@)

(b)

Soit x €]0 ; 1.

. t .
= La fonction t — f—a est continue sur [0 ; +00[ (en 0 car a. > 0).
= Par croissances comparées, puisque In(x) < 0,

xt eln(x)x t 1
_— — o) —_
t® t%  to+oo \ t2)°

or t — t% est intégrable sur [1 ; +oo[, donc t — f—; I'est aussi, et
par continuité elle est intégrable sur [0 ; +o0o[, ce qui prouve que I(x)
converge.

Le changement de variables u = (—1In(x)) x t est licite car —In(x) étant
strictement positif, la fonction t — (—In(x)) t est €*, strictement croissante,
bijective de [0 ; +oo[ sur [0 ; +ool.

—(_-_1_ = (_-_1_
Il donne t = ( ln(x)) u donc dt = ( ln(x)) du, et {
et transforme I(x) en

J+oo e—LL % ( 1 )d ( 1 ( ))a—1J+OO —a —lld
— u=\(—In{x u u
. (_ ! u)“ In(x) . ¢

In(x)

t=0=>u=0
t—>+o00o=>u——+00

’

= (=In()N*I1(1 — ).

Ainsi, sachant que I'intégrale initiale I(x) est convergente d’aprés la question
précédente, on sait de toutes fagons que I'intégrale obtenue aprés change-
ment de variable reste convergente, donc on peut écrire |'égalité

I(x) = (=In(x)* (1 — a).

(c) Pour tout x €0 ; 1[,

@Nole

In(x)t

= lafonctiont — t* =e est décroissante sur ]0 ; +o0[ puisque In(x) <

0, et positive ;
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w= la fonction t — t% est aussi décroissante sur ]0 ; +oo[ puisque a > 0, et
positive ;

donc leur produit reste une fonction décroissante sur ]0 ; +oo[.

En effet, pour tous réels 0 < a < b,

0<b*<a" donc (en appliquant les b a* a*
1 1 régles de calcul surlesin- 0 < — ( a \) -
et 0< X < pry égalités) b® b

Il n’est pas nécessaire de dériver une fonction pour étudier ses varia-
tions. D’ailleurs les fonctions non dérivables ont le droit d’avoir des
variations (les pauvres)!

(d) On vient de voir que la fonction t — ’:—; est décroissante sur JO ; +oo[, donc
pour tout n € N*,

xn+1 Xt X"

Vte[n;n+1], mﬁt—qﬁ—

donc par croissance de I'intégrale
n+1 Xn+1 : xn+1 - n+1 xtd - Py n+1 xnd
t = —dt _— = J— t,
. (m+1)* (n+1)* .t = ne B

puis, pour tout N € N*, en additionnant ces inégalités terme a terme pour n
allantde 1 a N,

n=1 n=1
c’est-a-dire
N+1 N+1 N
+ %" - t XN
F _adt < F
n=2 1 n=1

Et comme on sait que ces trois quantités ont une limite finie quand N tend
vers +00, on conclut par prolongement des inégalités larges a la limite que :

IR a

I

5/37
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dont I'inégalité de droite nous donne bien une des deux inégalités deman-
dées :

+00 xt +00 X"
f Gt <) o= fulo)
1 n=1
xl’

Mais la fonction t — & étant décroissante sur ]0 ; +oo[, on a aussi

1 t

x x
Vte]o;1], x=— < —,
1¢ t¢

donc, encore par croissance de l'intégrale,

1 lxt
J xdtszf —dt,
t(X
0 0

et additionnant terme a terme avec I'inégalité de gauche ci-dessus, on ob-
tient

t
x+ Z f —de+ J —dt,
autrement dit
+o0 _ ¢t
x
fo(x) < L t_“dt’ C.Q.F.D.
(e) La question précédente a permis d’établir que pour tous a et x de ]0 ; 1[,
1t
I(x) - f t—adt < folx) S I(x).
0
Or In(x) =In(14+ (x —1)) ~ X 1, donc
xX—
I(x) = (~In(x))* 'T(1- ) ~ (1=x)*'T(1 - ),
X—

et 1—x tend vers 0, donc (1—x)*"!, ainsi que I(x), tend vers I'infini puisque
a—1<0.

ae
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. t . .
Mais pour tout t € ]J0; 1[, 0 < £ < tia, et comme ces trois expressions

t
définissent des fonctions intégrables (par rapport a t) sur ]0 ; 1[, on a par
croissance de l'intégrale

Tyt 1 1
0< —adtS —adtz ,
ot ot 1—a

1 ¢
0 t*

ce qui prouve que dt est borné quand x tend vers 1, donc que

1 ¢t
x
I(x) —f —dt ~ I(x) ~ (1- X)*Ir(1 - a).
0 t x—1 x—1
On peut donc conclure par encadrement que

fa(x) ~ (1 =x)*"'T(1 - a).

[« J

Une correction de l'exercice 2 enonce
1. Soit k € R, et u € Ay.
(@) Supposons que u est bijectif, alors on déduit en composant I'égalité u? = ku
par u~! que u = kidg.
Ce qui exclut le cas k = 0 car I'’endomorphisme nul n’est pas bijectif.
En revanche, si k # 0, alors k idg est bien bijectif, et appartient a A, car

(k idg)? = k? idg = k (k idg).

Pour résumer, on a prouvé que A, contient des endomorphismes bijectifs

(ou automorphismes) seulement dans le cas ol k = 0, et que dans ce cas

I’homothétie k idg est le seul automorphisme appartenant a Ay.

(b) Placons-nous dans le cas o1 k = 0.

Alors comme u € A, on a u? = 0, donc (c’est un résultat classique dont je

vous laisse retrouver la preuve) Im(u) C Ker(u), et par conséquent Ker(u)N

Im(u) = Im(u).

= SiKer(u)®Im(u) = E, alors il est nécessaire que Im(u) = {0z}, c’est-a-dire
que u soit 'endomorphisme nul.

w= Réciproquement, si u est I'endomorphisme nul, alors Ker(u) = E et
Im(u) = {0g }, donc on a bien Ker(u) ® Im(u) =E.
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Donc si k =0, Ker(u)®Im(u) = E si, et seulement si, u est 'endomorphisme
nul.

2. Supposons que rg(f) = 1, alors il existe un vecteur non nul e de E qui vérifie
Im(f) = Vect(e).
= Par définition, f(e) € Im(f), donc il existe a € R tel que f(e) = ae.

= Pour tout x € E, f(x) € Im(f) donc de méme il existe A € R tel que f(x) =
Ae, ainsi

F2e0) = F(F(x) = f(he) = 1f (e) = hae = a(he) = af (x)

donc f2=af, ce qui prouve que f € A,.
3. k est un réel non nul, et on prend u dans A;.
(@) Je vous laisse vérifier que g = %u vérifie g2 = g, donc est un projecteur.
(b) L’endomorphisme %u est un projecteur, donc on peut affirmer que
Ker (%u) ®Im (%u) =E. Or pour tout x €E,
= x € Ker (%u) = %u(x) =0 <= u(x) =05 < x € Ker(u);
= x €Im (%u) < Jt€E, x= %u(t) =u (%t) — x €Im(u);
donc Ker (%u) = Ker(u) et Im (%u) = Im(u), et on peut conclure que
Ker(u) & Im(u) = E.
4. Soient u et v dans Ay.
(@) Supposons que uov +vou=0, autrement dit que uov =—vou.
En composant a gauche par v, on obtient

vouov=—viou=—kvou

et en composant a droite on obtient de méme kuov =—vouov.
On en déduit que kv ou =kuov, donc k étant non nul, vou=uov.
Par conséquent, uov +vou =0 entraine alors que uov =vou =0, ce qui
répond a la question.

(b) Tout d’abord (u+v)? =u?+uov+vou+v2=ku+uov+vou+kv=
k(u+v)+uov+vou. Par conséquent, u+ v € A, si, et seulement si,
(u+v)? =k(u+v) si, et seulement si, uov+vou=0.

Dans ce cas, on sait grace a la question précédente que uov=vou=0.

Montrons que Im(u + v) = Im(u) + Im(v).

ae
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(i) D’une part,

Im(u+v)=(@Ww+v)E)={u+v)(x) | x €E}
={u(x)+v(x) | x €E}
C {u(x) +v(y) | (x,y) € EZ} =u(E) +v(E)
= Im(u) + Im(v)

(ii) D’autre part, prenons z € Im(u) + Im(v), alors il existe (x,y) € E? tel
que z =u(x)+v(y).
Ainsi u(z) = u?(x) + (uo v)(y) = ku(x) + Oz (on a remarqué que
uov=0).
De méme v(z) = kv(y), d'ott (u+ v)(z) = ku(x) + kv(y) = kz, et k
étant non nul, z = %(u +v)(2)=(u+v) (%z), donc z € Im(u + v).

(iii) On a prouvé la double-inclusion qui permet de conclure que Im(u+v) =
Im(u) + Im(v).

Montrons a présent que Ker(u + v) = Ker(u) N Ker(v).
(i) Soit x € Ker(u) NKer(v), alors (u+v)(x) = u(x)+ v(x) = 0g + 0 = Og,
donc x € Ker(u + v), et Ker(u) NnKer(v) € Ker(u+ v).
(i) Réciproquement, soit x € Ker(u + v), alors (u+ v)(x) = u(x) +v(x) =
0g, donc en composant par u,
w(x)+uov(x)=0g < ku(x)+0g =0g (caru€ A, et uov=0)
< u(x)=0g (car k#0)
< x € Ker(u).

De méme, en composant par v, on montre que x € Ker(v), donc x €
Ker(u) N Ker(v), ce qui achéve notre raisonnement.

5. Supposons que uov=vou.

= Alors

(uov)>=uo(vou)ov=uo(uov)ov (par hypothése)

=u?ov? = (ku)o (kv)=k*uov

donc uov € Aj.
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= Montrons que Im(u o v) = Im(u) N Im(v).

(i) Si y € Im(uov), alors il existe x € E tel que y = (uo v)(x). Ainsi
y = u(v(x)) € Im(u), et comme uov =vou, alors y = (vou)(x) =
v(u(x)) € Im(v).

Par conséquent, x € Im(u)NIm(v), ce qui prouve l'inclusion Im(uov) C
Im(u) NIm(v).
(i) Réciproquement, soit y € Im(u) NIm(v), alors il existe (x1, x,) € E? tel
que y = u(x;) = v(xy).
Ainsi
u(y) =u*(xq) = ku(x;) = ky (1)
et u(y) =u(v(xy)) = (uov)(xy) = (vou)lxy) (2)
d’out
(vou)(y) =v(u(y)) =v((vou)(xy)) (par (2))
=v*(u(x,)) = kv(u(x,)) = kv ou(x,) = ku(y) (par (2))
=k*y (par (1))
on en déduit que y = k%(v ou)(y) € Im(uov), ce qui achéve la preuve
de I'égalité Im(u o v) = Im(u) N Im(v).
= Montrons que Ker(u o v) = Ker(u) + Ker(v).
(i) Soit x € Ker(u) + Ker(v), alors il existe x; € Ker(u) et x, € Ker(v) tels
que x = x1 + X5. Ainsi
(wov)(x)=(uov)(xi)+ (uov)(xs)
=(wou)(x;)+ (uov)(xy) (caruov=vou)
= v(u(x1)) + u(v(xz)) = 0g (car u(x;) =v(xy) = 0g).
Donc x € Ker(u o v), et Ker(u) + Ker(v) C Ker(uov).
(ii) Soit x € Ker(uov), et donc x € Ker(v o u).
On sait que u € Ay, donc d’apres la question 3, E = Ker(u) & Im(u),
par conséquent il existe x; € Ker(u) et u(t) € Im(u), ot t € E, tels que
x =x7+u(t). On a alors
vou(x)=vou(x;)+vou(u(t))
=vou(x;)+vou(t)
=vou(xy)+kvou(t).

ae
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Or vou(x)=0g car x € Ker(uov), et vou(x;) =0 car x; € Ker(u).

Il reste alors kv ou(t) = Og, or k # 0, donc v ou(t) = O, C’est-a-dire
u(t) € Ker(v).

On a donc montré que x € Ker(u) + Ker(v), ce qui achéve notre raison-
nement.

Une correction de I’exercice 3 énonce
Etude d’un exemple

1. La famille (e, f(e1),f?(e;)) est une famille de 3 vecteurs, dans un espace
vectoriel E de dimension 3, donc cette famille est une base de E si et seule-
ment si elle est de rang 3, ce qui revient a dire que le rang de la matrice

Mat%(el,f(el),fz(el)) est 3.
D’aprés la premiére colonne de la matrice A, f(e;) = e; + e5 — 2e53, puis

Mat g (f(e1)) = Matgs (f (f (e1)) = Mat g (f ) x Mat g (f (e1))

1 -1
=AX 1 =1 -2
-2 2
donc fz(el) = —e1 — 262 + 263.
Ainsi
(1 1 -1
rg(Mat%(elnf(eﬂ,fz(el)))=r8 0 1 =2/ 13<13+2L
\0 -2 2
(11 -1
=rg 01 —-2|=3
\0 0 -2

On en déduit que (ey, f(e1), f2(e1)) est libre.

Et comme c’est une famille de trois vecteurs de E qui est de dimension 3, c’est
une base de E.

2. Méthode du débrouillard : notons %’ la base (e, f(e;),f%(e1)), et cher-
chons comme demandé Mat 4/ (f) = Mat(el’f(el)’fz(el))(f(e1),fz(el),f3(e1)).
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Les deux premiéres colonnes sont évidentes, il reste & exprimer f3(e;) comme
combinaison linéaire de ey, f (e;), f2(e;). On connait f2(e;) = —e; —2e,+2e,
donc en multipliant par A, on obtient f3(e;) = —e; +es.

Or, on remarque que f(e;)+ f2(e;) = —e,, donc que

—ey— fler) = f2(er) = —e; — (f(€1)+f2(€1)) = —e; +ey = f3(eq).

0 0 -1
On peut donc conclure que Matg/(f)=1]1 0 -1
01 -1

Méthode laborieuse mais sure : grace a la formule de changement de bases,
la matrice de f dans cette base (e, f(e1),f%(e1)), que I'on notera &', est

Matgg/(f) == P_l X Matgg/(f) X P

ol P =Mat,4(%).

Je ne détaille pas le calcul de P~!, que vous obtiendrez par la méthode de votre
choix : résolution d’un systtme de Cramer PX = B, ou la méthode de Gauss-
Jordan qui consiste & transformer (P | I;) en (I3 | P~!) par des opérations sur

les lignes.
1 0 1/2
CecalculdonneP~'!=10 -1 -1 |,
0 -1 -1/2
puis par un produit matriciel sans piége
0 0 -1
Mat%/(f) = 1 0 -1
01 -1

3. = On adsjavuque f3(e;) = —e; +e,, doll
fHe)) =F(F3(e)) = f(—e1 +e3) = —f(e) + f(ex) = ey.

= on sait que (eq, f(e1), f2(e;)) est une base de E, donc une famille génératrice
de E, d’ot a fortiori la famille (ey, f(e1), f2(e1), f3(e1)) est génératrice de E.
On a vu aussi que cette famille est formée de vecteurs deux a deux distincts.

= Ainsi f est cyclique d’ordre 4, et (eq, f(e1), f2(e1),f3(e1)) est un cycle de f.

ae
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4. Un calcul matriciel basique montre que

00 —-1\*
Maty (FH=|1 0 -1| =1,
01 -1

donc f*=1idg.

Cas général
5. La famille (xq, f(xg), ..., P }(xq)) est génératrice de E et a pour cardinal p car
ses éléments sont deux a deux distincts. Or dim(E) = n, donc p > n.
6. = On sait que fP(xg) = xq,
= soit u € E, comme (xg, f (x0), ..., fP71(xg)) est une famille génératrice de E,
il existe p scalaires ay, ..., a,_; qui vérifient

p—1
=" arf (xo)
k=0

alors

p—1 p—1
[fP@) =f (Z akfkcxo)) = @ fP(FF(x0))

k=0 k=0
p—1 p—1
= D a0 = D arf (P xo)
k=0 k=0 5

=Xq

p—1
= apf*(xo) =]
k=0

= On vient d’obtenir f? = idg, donc p étant supérieur ou égal a 1, on peut
écrire f o fP~1 =idg, ce qui entraine que f est bijective et que f~! = fP71,
7. (a) Par définition de m, on peut affirmer que (xq, f(xo), ..., f™ *(x0), f ™(x0))
n’est pas une famille libre.
Or la famille (xg, f(xg), .., f™ 1(xy)) est libre, donc f™(x,) est redondant,
autrement dit f™(x,) € Vect(xq, f (x0), ..., f™ 1(x0)), ce qui revient a dire
que f™(x,) est combinaison linéaire des m vecteurs xg, f (xg), ..., f™ 1(xp).

23/37
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(b) Pour tout k € N, notons 22 (k) la proposition

« f¥(x,) est combinaison linéaire des m vecteurs xo, f(xg), ..., f™ *(xo). »

= On a prouvé dans la question précédente que #(m) est vraie;
= soit k = m, supposons que Z(k) est vraie, c’est-a-dire qu’il existe m
scalaires a, ..., a,,_; qui vérifient

m—1

FR(x0) = oo+ + o1 f ™M (g) = D i ()

i=0

alors au rang suivant

i=0

m—1
ka(Xo) :f(fk(xo)) =f (Z aifi(xo))

m—1
= > i f T (xg) = o f (x0) + -+ + 1 £ (x0)
i=0
donc f**1(x,) est combinaison linéaire de f(x,),...,f™(xy), et comme
on a vu que f™(x) est combinaison linéaire de x, f (x¢), ..., f™ (xo),
on peut conclure que f**1(x,) est combinaison linéaire des m vecteurs
X0, f(x0), ..., F™ (x0), ce qui achéve la preuve.

(c) = Comme la famille de m vecteurs (xg, f(xg),...,f™ *(xy)) est libre dans

@Nole

E, et E est de dimension n, on peut déja affirmer que m < n.

= D’autre part, (xq, f(xg),...,fP 1(xy)) est un cycle de f, donc c’est une
famille génératrice de E, ainsi E = Vect(xg, f (xo), ..., P~ 1(x0)).
Or on a vu dans la question précédente que pour tout k = m,

£K(xo) € Veet(xg, £ (x0), -, f ™ (x0))

et ce résultat se prolonge évidemment pour k € [0,m —1]. On en déduit
que

Vect(xg, f (X0, - - -» FP 71 (x0)) € Vect(xg, £ (x0)s - -+, f ™1 (x0))

Ainsi, E C Vect(xo, f(x),-.., f™ *(xq)), et 'inclusion inverse étant évi-
dente, on conclut que E = Vect(x,, f (xg), ..., f™ 1(x0)), donc que la fa-
mille (xq, f(x0),...,f™ 1(xy)) est une famille génératrice de E, ce qui
impose que son cardinal m est supérieur ou égal a la dimension n de E,
c’est-a-dire m > n.
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v On peut donc conclure que ([ m = n J, et qu’étant libre et génératrice de
E, la famille (x,, f(xo),..., f" 1(xq)) est une base de E.
n—1
8. (a) On considere g = > a;f".
i=0
» Pour tout k €N,

n—1 n—1
g(FFGe)) = Y aif {(FF o)) = D aif (o)
i=0 i=0
n—1 n—1
= aif(fixo)) = f* (Zaifi(xo))
i=0 i=0

= FE(F " (x0)) = fH" (%)

= Ainsi pour tout k € N, g(f*(x¢)) = f"(f¥(x,)), donc g et f" coincident
sur la base (xq, f (xg), ..., f" (x)), et cela suffit pour affirmer que g et
f™ sont égales, c’est-a-dire

fn = aoidE + alf + a2f2 +---+ an_lfn_l

@ Rappelons que deux applications f et g définies sur E sont égales
si, et seulement si, [Vx €E, f(x)= g(x)]; mais que dans le cas ot
ces deux applications sont linéaires, il suffit qu’elles coincident

sur une base de E

(b) Notons 2’ la base (xg, f (xq), - .., f" (xy)), par définition

Mat g (f) =Mat g/ (f (xo), f (f (x0)); ., F(F " (x0)))
= Mat%/(f(xo),fz(xo), o f(x0))

donc

—_
.. 9
—

Matg () =

..o. .

25/37
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(c)

De la question précédente, on déduit que

-\ 0...... 0 ao
1 a
Mat g/ (f —Aidg)=| 0 . .70 :
Dol e = An_o
0..... 01 a,_;—-X\

Les n—1 premiéres colonnes forment une famille de rang n—1, donc le rang
de cette matrice est au moins n — 1, autrement dit [ rg(f —Aidg) =2n—-1 ]

9. L’endomorphisme f est cyclique d’ordre n, donc d’aprés la question .2., f" =
idg.

i)

@Nole

Supposons qu’il existe un vecteur u non nul de E tel que f (u) = Au. Alors on
prouve (par une récurrence simple sur k € N) que pour tout k € N fk(u) =
AXu. Ainsi en particulier f™(u) = A™u.

Or f™ =idg, donc f™(u) =u.

Par conséquent, u = A"u, autrement dit (A" — 1)u = Og, et comme u # Og,
on en déduit que A" = 1.

Réciproquement, si A est une racine n-iéme de 'unité, cherchons un vecteur
non nul u qui vérifie f(u) = Au.

On se place dans la base (voir la question 3c) B’ = (xq, f(x0), - > " 1(x))
et on cherche u sous la forme

n
u= Z e f KM (x0) = oy + -+ f T (X0)-
k=1

Comme dans la question (b), et sachant que f(f" !(xy)) = f"(xy) = X, on
obtient

0....... 01
1. .0
Mat g/(f) = 0
g
0...01 0



DS 2. (Lundi 7 octobre 2024)

Alors
0....... 0 1 o, =Aa,
1 -0 ! &1 o = Ay
fw=rues [0 x| = P e
-0 : o,_y =Ad
- . - o oL n—2 n—1
0....0 1 0 n " o, =A\a,

d’oll « en remontant » de la derniére équation

a, =A"a, 1-Aa,=0

a; =A"ta, a; =A"ta,
flW=Aue1 =

a,_p = Aa, a,_s = Aa,

O,_1 = A, O,_1 = A,

Ainsi, comme A" = 1, il suffit de prendre a; = A" ¥ pour tout k € [0,n],
pour avoir une solution a ce systéme.

On en déduit que le vecteur non nul

u=2}\,n—kfk—1(X0)=},n—lxo—|—7\'n—2f(x0)_|_.‘_+7\fn—2(xo)+fn_1(xo)
k=1

veérifie f(u) = Au, ce qui achéve de prouver I'équivalence demandée.

Une correction du probléeme enoncé

1-Traces et projecteurs

Cette partie est essentiellement constituée de questions de cours classiques.
1. Pour toutes matrices A = (ai’j)1$i,j$n et B= (bi’j) de ,(R),

1<i,j<n

Tr(AB) = i (En: ai,jbi,j) = Xn: Xn: a;,;bi;

i=1 \Jj=1 i=1 j=1

= bi’jai,j = Tr(]BA)
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2. Soient B et B’ deux bases de X, et Q la matrice de passage de 8 a %’. On a
alors :

Tg =Q 'T4Q,
En appliquant la question précédente avec A = Q!T 4 et B = Q, on obtient :
Tr(T 5/) = Tr(QQ™'T 5) = Tr(T ).
3. Pour tout vecteur x de X,
P(x — P(x)) = P(x) — P*(x) = Ox (car P>=P)

ce qui prouve que x — P(x) € N(P).

Comme P(x) est élément de R(P), I'égalité x = P(x) + (x — P(x)) prouve que
X = R(P) + N(P).

De plus le théoreme du rang nous donne la condition de complémentarité des
dimensions des deux sous-espaces, d’oti la conclusion X = R(P) & N(P).

4. Soit x un vecteur de R(P). Alors par définition, il existe y € X tel que x = P(y).
Ainsi

P(x) =P(P(y)) =P*(y) =P(y) = x

Soit r le rang de P. Dans une base 98 adaptée a la décomposition X = R(P)®N(P),

on a
I 0
Fa=10 o)
donc Tr(P) = Tr(Py4) = r = rg(P).
5. = On a vu précédemment que si x € R(P), alors P(x) = x, donc
P'(x)=(1-P)(x)=x—P(x) =0,

d’ott R(P) € N(P).
= Réciproquement, si x est un élément de N(P’), alors x = P(x) donc x € R(P),
d’ot N(P) c R(P).

Par conséquent on a bien I'égalité [ R(P) = N(P)). ]

ae
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De plus P’ est aussi un projecteur, car, comme P et I commutent,
P2=(1-P)*=I1-2P+P?*=I-P,

ainsi en échangeant les roles de P et de P’ (puisque P = I — P’), on obtient de
méme R(P’) = N(P).

6. La formule de Grassmann nous dit que pour deux sous-espaces vectoriels F et
GdeX

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G),
donc dim(F + G) < dim(F) + dim(G).
7. Soit Py,...,P,, m projecteurs de X, et S= > P;.
i=1

= Pour m =1, S = Py, et on a vu dans la question 4. que Tr(S) = rg(S), donc
Tr(S) € N et Tr(S) = rg(S).

m—1
= Supposons la propriété vraie & 'ordre m — 1 > 1, et posons S’ = Y. P;.
i=1

Alors S = S’+P,,, et par hypothése de récurrence Tr(S’) € N et Tr(S’) > rg(S’).
La trace étant linéaire, Tr(S) = Tr (S’) + Tr(P,,) € N comme somme de deux

entiers.

De plus, R(S) = S(X) et pour tout x de X, S(x) = S’(x) +P,,(x), donc R(S) C
R(S")+R(P,,).

Ainsi en utilisant la question précédente et Tr(P,,) = rg(P,,), on peut conclure
que

rg(S) = dimR(S) < rg(S’) +rg(P,,) < Tr(S") + Tr(P,,) = Tr(S),

ce qui achéve notre raisonnement par récurrence.

2-Projecteurs de rang 1

On suppose dans cette partie que le rang du projecteur P est égal a 1.

8. L’endomorphisme P est un projecteur de X, donc la question 3 nous donne la
décomposition X = R(P) @ N(P). Prenons une base ¢ = (fi, fs, ..., f,) adaptée
a cette décomposition.



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

10.

L’énoncé nous donne rg(P) = dim (R(P)) = 1, et le vecteur non nul f; est dans
R(P), donc R(P) = Vect(f;). On a vu de plus en question 5 que R(P) = N(I — P),
donc P(f;) = f;.

Ainsi
(PoToP)(f1)=(PoT)(P(f1)) =(PoT)(f1)
= P(T(f1)) € R(P) = Vect(f1)
donc il existe un réel u tel que (Po ToP)(f;) =uf;.

n
Soit x €X, et x = Y. A, f; sa décomposition dans la base €, alors
k=1

P(x) P(;Klﬁ) 7‘1%]%2"‘; k\Pé_g? 1f15

et de méme

(POTOP)(X) = (POTOP) (i?\,lfl)
k=1

n
=X (PoToP)(f1)+ Y Ak (PoToP)(fi)
=ufi =0x
=Apf1 = u(A1f1)
= uP(x) c.Q.F.D (d’apres le calcul ci-dessus).

La réponse a la question précédente donne t;; = w, ce qui répond a cette
question.

0 0
Par définition de P, P!, = Ln=11]
E Op—11 Ih

V)
C B

0 0y
Fere=(o "57)

L
Si on écrit de la méme facon, T, = ( ) , un calcul en blocs donne alors :

ae
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puis
0 0
/ /o 1,n—-1
IP%,T%IP’%, = (On—l,l B )

Par conséquent, si B est la matrice d’'une homothétie, il existe un scalaire a tel
que B =AI,_;, d ol

0 0 0 0
P/ T P/ — 1,n—1) — a( 1,n—1) — )\.P/ ,
ER (On—l,l al, 4 Op-1,1 In-1 ¢
ainsi, en rappelant derechef que ¥ — IV(Igat(\I!) est bijective, on en déduit que
P’oToP = aP’/, donc que P/ o T o P’ est proportionnel a P’.

On a ainsi vérifié par la contraposée que si P’ o T o P’ n’est pas proportionnel a
P’, alors B n’est pas la matrice d’'une homothétie.

3- Endomorphismes différents d’'une homothétie

On suppose dans cette partie que I’endomorphisme T n’est pas une homothétie.

11.

A Cette question est un grand classique

Prouvons la contraposée du résultat demandé : on suppose que pour tout x de
E, (x,T(x)) est une famille liée, alors il existe A, et u, deux réels qui ne sont
pas tous les deux nuls tels que A, x + ., T(x) = O.

Si x # Og, alors p, # 0, car sinon il faudrait que A, # 0, dont découlerait
x = —;—"T(x) = 0g.

Ainsi on peut supposer que pour tout x # Og, il existe un nombre a, tel que
T(x) = —%x =0,X.

Soit u un vecteur non nul fixé et le réel a = a, tel que T(u) = au.
Pour tout x € E :

= si x est colinéaire a u, il existe A tel que x = Au et
T(x)=AT(u) = Aau = ax;
= si x n’est pas colinéaire a u, u + x est non nul et on a alors :

T(x +u) =T(x)+ T(u) = a,.x + au,
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12.

13.

mais par hypotheése il existe un nombre a,,, tel que
Tx+uw)=a,,(u+x)=0, u+a,,x.

On en déduit que a,x + au = a,,u + o,.,x, autrement dit que
(0yyu —)u+ (aAyiy — 0 ) x = O, et la famille (u,x) étant libre, on peut
en déduire que o = o, = a,.

Par conséquent

T(x) = o, x = a,X.

Ainsi il existe un réel a tel que pour tout x non nul, et de maniére évidente pour
le vecteur nul, T(x) = ax. Autrement dit T est une homothétie, ce qui contredit
I'hypothése de départ.

On peut donc affirmer qu’il existe un vecteur x € X tel que x et T(x) ne soient
pas liés.

Prenons donc un tel vecteur e; tel que e; et T(e;) ne soient pas colinéaires.
Le théoréme de la base incompléte nous autorise alors & compléter cette famille
libre (e;, T(e;)) en[ une base B = (e1,T(ey),es3,...,e,) de X ], et dans cette base
T a bien la matrice recherchée.

Soit T un endomorphisme de X de trace nulle qui n’est pas une homothétie.
On va procéder par récurrence sur la dimension n de X.

= Au rang n = 2, grace a la question précédente, on sait qu’il existe une base
B de X telle que
T — 0 b
Z7\1 a)

Ainsi Tr(T) = a, et comme on a supposé que cette trace est nulle, on obtient
que a = 0, donc que la diagonale de cette matrice est nulle.

Ainsi la base 8 convient.
= Supposons la propriété réalisée a I'ordre n — 1.
On a montré dans la question précédente l'existence d'une base B =

ae
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(e1,eq,...,e,) dans laquelle la matrice Ty est de la forme suivante :
[0 | NN X \
1
Tg=10
: A
0

ol A € #,_;. Ainsi Tr(T) = Tr(A), donc par hypothése Tr(A) = 0.

e Si A est de la forme all,_;, alors sa trace est (n — 1)a, mais est aussi nulle.
Ainsi a = 0, donc A est la matrice nulle, et la base % convient.

e Sinon, soit T; I'endomorphisme de X; = Vect(e,, - ,e,) de matrice A dans
la base B, =(ey, - ,€,).
Cet endomorphisme n’est pas une homothétie (puisqu’on est dans le cas ot
A n’est pas un multiple de T,,), et il est de trace nulle.
On peut donc appliquer a T; 'hypothése de récurrence, qui nous donne une
base %B; = (e;, e e;) dans laquelle la matrice A; de T; a sa diagonale nulle.

Ainsi B’ = (el,eg, . ,e;) est une base de X dans laquelle la matrice de T
n’a que des 0 sur la diagonale (voir la preuve ci-dessous), ce qui achéve le
raisonnement par récurrence.

On peut montrer que la matrice dans 8’ de T n’a que des 0 sur la diagonale
matriciellement ou en vectoriellement.

Méthode matricielle : soit Q; la matrice de passage de 98; a %7, la matrice

[1|0 ...... 0\

0
de passage de B a B’ estalors Q= | : et

Te =Q 'TzQ
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14.

15.

Soit

matrice dont la diagonale est composée d’'un 0 suivi des éléments diago-
naux de A; nuls par construction.

Méthode vectorielle : par la matrice précédente, T(e;) € X; ce qui justifie
que dans T g ait un O en ligne 1 colonne 1.
Si x € X;,T(x) = a,e; +Ty(x); aussi, la composante de T(e;) sur e! est la
méme que celle de T;(e;) ; elle est donc nulle. Tous les termes diagonaux
de T4/ sont donc nuls.

Posons T/ = T — t;1. Cet endomorphisme n’est ni une homothétie ni I'’endomor-
phisme nul puisque T n’est pas une homothétie, donc n’est pas colinéaire a 1.
Par la question 12, il existe une base % de X dans laquelle T’ a pour matrice

v (00
2 \1 a

oua = TI'T/ = Tr(T) — tlTr(I)I = (tl + tz) - 2t1 = tz — tl’ ainsi T% =

0 b - ty b
1 t,—t tah=1{4 to

Par la propriété admise, il existe un projecteur L de X de rang 1, tel que d'une
part LTL = t;L et d’autre part L'TL’ ne soit pas proportionnel a L' =1—L . Par
la question 9, dans une base ¢ adaptée a la décomposition E = R(L) & N(L)

ae



DS 2. (Lundi 7 octobre 2024)

16.

et par la question 10 comme L'TL’ n’est pas proportionnel a I, B n’est pas une
matrice colinéaire a I.

La récurrence est suggérée et a été initialisée pour n = 2 dans la question 14.
Supposons la propriété réalisée a 'ordre n — 1 = 2 et démontrons-la & I'ordre n.

Par la question précédente, il existe € = (eq,--- ,e,) telle que :
/ t | X oo % \
1
Te=|0 .
: B
0

n
ol B n’est pas une matrice d’homothétie et Tr(B) = Tr(T) — t; = D, t;.
i=2
Soit T; 'endomorphisme de Vect(e,,--- ,e,) de matrice B dans la base ¢; =
(ey,- -+ ,e,). Lamatrice T; n’est donc pas une homothétie donc par hypothése de
récurrence, il existe 6" telle que T 4~ =B’ est une matrice de termes diagonaux

t2) SRR tn.
1 O
Soit B” = {e;}u€”. La matrice de passage de € a B” est Q = (0 Q ) o
1

1 0
Q, est la matrice de passage de 6, & 6" et Q7! = (0 Q_l)'
1

Un calcul en blocs identique a celui de la question 13 donne alors :

1 1
Tg=Q 1| 0 Q=1|0
B B’
0 0
Cette derniére matrice a bien comme éléments diagonaux tq,- -, t,,.
Ainsi on a vérifié par récurrence que : il existe une base %” dans laquelle la

diagonale de T 4~ ait pour éléments diagonaux les t; ot i € [1 ; n].

4 -Décomposition en somme de projecteurs

On suppose désormais que T est un endomorphisme de X vérifiant
mathrmTr()TeN et TrT = rgT. On pose p =1gT et 6 =TrT.
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17. Par le théoréme du rang, dimN(T) = n — p. Notons X; un supplémentaire de
N(T) et B = (e}, - ,e,) une base adaptée a la décomposition X = F & N(T).

T; O
Dans cette base 8, T4 est de la forme (Tl ©).
2

18. Soit T; 'endomorphisme de X; de matrice T; dans la base %; = (el, e ep).
Comme Tr(T) = Tr(T4) = Tr(T;) = Tr(T;), on peut affirmer que Tr(T;) est
élément de N et Tr(T;) = p.

Posons t; =1 pouri € [1;p — 1], et t, = Tr(T)—(p—1) = 1. Ces p nombres sont
des entiers naturels non nuls dont la somme est égale a Tr(T;). Par la question
16, T' n’étant pas une homothétie, il existe 98;" une base de X; o1 T} la matrice
de T’ dans la base %;" admet comme éléments diagonaux ty,-- , t

Soit alors 8’ = %;'U (ep+1, fe ,en).

p

/

Dans cette nouvelle base, la matrice de T a la forme (’]I"l ©) o1 T} a comme
7

éléments diagonaux des entiers non nuls.

19. Soient Cy, -, C,, les premieres colonnes de T 4. Soit P; I'endomorphisme dont
la matrice dans la base %’ n’a que des colonnes nulles sauf tliCi comme i°
colonne.

Alors cette matrice ayant un 1 sur la diagonale a la ligne i, on a P? = P;, ce qui
prouve que les P; sont des projecteurs. Ainsi T = i tiP; =P+ Py +---+
i=1 —
t; fois
P, +---+P,.
t, fois

20. Comme T; = al,, Tr(T) = p donne a > 1.

= Si a =1, on peut utiliser la méthode précédente (on peut méme I'utiliser si
a € N) en décomposant en somme de p projecteurs de rang 1 .

[1|0 ..... o\

= Si a > 1, soit P, de matrice P, = | : 0 dans la base #’. Alors
0

//
)
T
pour éléments diagonaux (a — 1,a,---,a) : ce n'est donc pas une matrice

ae

T — Py a pour matrice : (T — Py) g = ( 0) o1 T{ est une matrice ayant
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d’homothétie. De plus, T — P, est de rang au plus p (sa matrice dans la base
B’ a n—p colonnes nulles). Ainsi T — P, vérifie

tr(T—Py)=pa—1>p—-1=tr(T—Py) = p =1g(T—Py)

donc on peut appliquer la question précédente. T = T — P, est une somme
de projecteurs et comme T =P, + (T —P,) : T est une somme de projecteurs
On a ainsi prouvé que T est une somme de projecteurs si, et seulement si, sa
trace est un entier naturel supérieur ou égal a son rang.
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