DS 4. (Lundi 06 janvier 2025)

Le rapport du Jaury

Mes abréviations

« TE » : Type-Error; « ASP » : affirmation sans preuve;
« Al » : argumentation insuffisante; <« CP »: je ne comprends pas;

« VC » : voir le corrigé; « MF » : mauvaise foi;

« AR » : améliorer la rédaction ; « N'importe quoi! » : n’importe quoi!

Les zoulies pitites images : les questions marquées par un 8 font partie de la voi-
ture balai de la difficulté mathématique de PC; les questions marquées par
un i@k sont des questions récurrentes qu'’il faut savoir faire par cceur les yeux
fermés sans hésiter ; et parfois, certaines questions difficiles peuvent étre si-
gnalées par @.

Remarques générales :
= Ecrire des trucs archi-faux sur sa copie, dans la plupart des cas en se dou-

tant que c’est archi-faux, c’est se priver de la possibilité de trouver la solu-
tion en cherchant un peu plus fort ou un peu plus longtemps.

= Vous étes la premiére personne qui doit corriger votre copie.
= Sauf cas d’urgence, on utilise des inégalités larges! Si on vous demande
de montrer qu'une fonction décroit, il n'y a aucune raison d’utiliser des
inégalités strictes!
Pour 'exercice 1:

= La fonction t — t2In(t) est continue sur ]0 ; 1], donc il n'y a rien & faire

1
«en 1 » pour prouver que l'intégrale fo t?KIn(t)dt converge!

In(t) _
Y 1—t2 T

= Si on écrit quelques lignes plus haut que pour tout t € ]0; 1]
+00
> t2*1n(t), faut-il démontrer que la série des fonctions t — t2*In(t)
k=0
converge simplement sur ]0 ; 1[?

Pour U'exercice 2.

=S

= Il est impossible de conclure la convergence normale ou uniforme d’une
suite ou série de fonctions si on n’a jamais mentionné la moindre norme
dans notre raisonnement !

1710 (mis a jour le 28 janvier 2025)
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= Qu’est-ce que la continuité des f, sur ]1 ; +oo[ peut-elle avoir a faire avec

400
la limite de > f,, en +00?

n=0
Et qu’est-ce que la convergence uniforme de Z fn sur tout segment de
+00
]1 ; +oo[ peut-elle avoir a faire avec la limite de Y. f, en +00?
n=0

Pour 'exercice 3.

= |'opération Lg < (x —3)Ls —L; est illicite pour calculer un polyndéme carac-
téristique. Les opérations autorisées sont les échanges de deux lignes ou
deux colonnes, en multipliant par —1 ; et ajouter a une ligne (resp. colonne)
une combinaison linéaire des autres lignes (resp. colonnes);

= En dimension finie, deux sous-espaces vectoriels F et G sont supplémen-
taires orthogonaux (autrement dit G = F1) lorsque

F LG,
{ et dim (F)+ dim(G) = dim(E).

En particulier, si on doit montrer que Ker (f) et Im (f ) sont supplémentaires
orthogonaux, la seconde condition est toujours vraie gréce au théoréme
du rang.

= Si 'endomorphisme f est autoadjoint, alors ses sous-espaces propres E;
sont deux a deux orthogonaux, donc en particulier, si i # j, E; C Eji.

= FlGe=FCG < V(x,y)€FxG, (x|y)=0.

= Pour pouvoir dire « f est autoadjoint car sa matrice est symétrique », il faut
absolument préciser que c’est sa matrice dans une base orthonormée.

A N’oubliez pas que la somme Y. m; X Ade toutes les valeurs
AeSp(u)
propres (multipliées par leurs ordres de multiplicité algébrique)

donne la trace Tr(u)! C’est pratique pour vérifier qu’on a les
bonnes valeurs propres!

Le bétisier. Tout ce qui suit va de navrant a extrémement faux en passant par ab-
surde et dénué de sens :

= « pour montrer que f est décrois- | = « Y. f, converge uniformément sur
sante, on va étudier f(x + 1) — tout segment de ]1 ; +oo[, donc
f(x)»; elle converge uniformément sur

STk
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115 +oo[ »;
= VYx > 1, Vn € N¥, nlx est som-
mable;
= Vx €R, F est continue;
. In(t) In(t) 1.
2-1 t—>0 2 Otz ’

= In(t) =0t+o(t),
t—

= In(t) ~, b
t—

= en0,In(t)=t—1=-1;
= |2 In(0)| ~ t%*;
t—0

I
= a4 =0 (*In(0);
- 2k ot ln(t) sont intégrables, donc |

t2KIn(t) est intégrable ;

- & = 0);

T
= Vte]0; 1], Jn(t) <1
= Veelo;1f, |3 <+In(0);

= t — t2kIn(t) est €' sur ]0; 1]

= f est continue sur ]0 ;1] donc|.

donc intégrable sur 10 ; 1];

fol f(t)dt converge;

i

=S

=

fi(x) PR 0, donc )] fi(x)

converge;;
In(m) 1.

a a
" n—o+oo

lr;(:) n—>_+oo (n“ )

(-1,
n(l s n(l K

In(n) e (ln(n)

a
n* potoo

+oo 1 _ +o0 |
J, Ade = [In(6)]7*;
+00
di1=1;
n=1
+00 1 .
fO t_xdt s
S lIflle:b] converge donc Y f,
converge  normalement  sur
115 4o0[;
A est valeur propre de f donc

fx)=2x;

fog=r(g);

deux sous-espaces vectoriels sont
« disjoints »;

« matrice canoniquement asso-
ciée ».
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Exercice 1— (Exercice de CCINP MP) jg i@ Exercice ultra classique!
On note f la fonction définie sur ]0,1[ par :

In(t)
t2—1

f(t)=

1. Soit k € N. Justifier I'existence puis calculer I'intégrale

1
I, = f 2K 1n(t) de
0

2. Justifier que la fonction f est intégrable sur ]0,1[, puis démontrer que :

1 ﬂz
fo f(o)dt = o

Exercice 2 — (

On note  la fonction zéta de Riemann d+éﬁnie sur ]1,+o0[ par
o0
1
)=~
n=1
Partie | — Généralités sur la fonction zéta

. . 1
Pour tout n € N*, on définit la fonction f,, sur ]1,4+o0o[ par f,(x) = —

Inn
1. @ Pour tout a > 1 réel, démontrer que la série ); —- converge.
n

2. J& Démontrer que la fonction  est de classe 6 sur ]1, +oo
puis qu’elle est décroissante.
3. La série de fonctions ) f,, converge-t-elle uniformément sur 11, +oo[ ?
4. g Déterminer la limite de { en +o0.
T q¢

£

5. Soit x > 1. On pose I(x) = J

1
(@) Démontrer que I(x) < T(x) <I(x)+1.
(b) En déduire un équivalent de { au voisinage de 1.

STk
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Partie Il — Produit eulérien

6.

Soit s > 1 un réel fixé. Justifier que I'on définit bien une variable aléatoire X a

valeurs dans N* sur un espace probabilisé (2, ./, P) par

1
Vk € N* =)= :
ke, PU=K)= s

Soit (a, b) € (N*)?. On rappelle que a divise b s’il existe un entier ¢ tel que b = ac,
on note alors a | b, ou encore b € aN*.

7.
8.

1
Pour tout a € N*, démontrer que P(X € aN*) = —..
a

Soient N € N*, et ay,...,a, dans N* des entiers deux a deux premiers entre
eux.

Démontrer par récurrence sur n que a; X a, X - -+ X a,, divise N si, et seulement
si, pour tout i € [1 ; n] a; divise N.

Le résultat persiste-t-il si les entiers a;, a,, ..., a, sont seulement supposés pre-
miers entre eux dans leur ensemble, c’est-a-dire lorsque leur PGCD vaut 1?

. En déduire que si ay,...,a, de N* sont deux a deux premiers entre eux, alors

les événements (X € a;N*),..., (X € a,N*) sont indépendants.

On note (p,)nen = (2,3,5,7,11,...) la suite croissante des nombres premiers.
Pour tout entier n € N*, on note B, I'ensemble des w € Q tels que X(w) n’est
divisible par aucun des nombres premiers py,ps, ..., Pp-

10.
11.

12.

C 1
Soit n € N*. Déduire des questions précédentes que P(B,)) = l_[ (1 — E) .
k

Soit w dans (1) B,. Que vaut X(w)? k=1
neN*
L 1
En déduire que {(s) = nll}}i-loo H —x
= 2

Montrer que si la série Y| pi des inverses des nombres premiers converge, alors
n
1

n
la suite de terme général || — converge vers un réel £, et que pour tout

=il il ==
k=1 Pk

réels > 1, £ =1(s).

Conclure que la série Y| pi diverge.
n
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Exercice 3 — (Extrait de E3A MP)
Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et E un espace euclidien de dimension n,
dont le produit scalaire est noté ( | ) et la norme euclidienne associée || ||.

On considére un endomorphisme autoadjoint f de E que I'on suppose non in-
versible et non nul.

1. J8 Montrer que 0 est valeur propre de f et que f admet au moins une valeur
propre non nulle.

2. i@ Montrer que les sous-espaces Ker(f) et Im(f) sont orthogonaux.
Sont-ils supplémentaires? On justifiera la réponse.

On suppose désormais que f admet exactement k+ 1 valeurs propres deux a deux
distinctes (A;)jeqo; 1] avec

k?]., }\.0=0, €t0<|7x1|S..S|7xk|.

Pour tout j € [0 ; k], on note E; le sous-espace propre associé a la valeur propre
A; et p; le projecteur orthogonal sur E;.

3. Montrer que idg = i ;-
j=0
4. Prouver que pour tout couple (i, j) de [0 ; k]2 tels que i # j, p; © p; est I'endo-
morphisme nul.
5. Démontrer que f = i A;pj.
j=0
On note p le projecteur orthogonal sur Im(f), et f! 'endomorphisme de E défini

k
par f1=7 % pj, appelé inverse généralisé de f.
=l
k

6. Montrer que p = Y, p;.

j=1
7. Montrer que f o fl=p.
8. En déduire pour tout (x, y) € E2, I'équivalence

fx)=p(y) < x—f(y)eKer(f).

STk
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9. Soit y un vecteur de E. Montrer que pour tout x € E,

1) —yll=infllf() -yl <= x — f1(y) € Ker(f).

Application a un exemple.
On prend E un espace euclidien de dimension 4 et 8 = (e, e,,e3,e4) une base
orthonormale de E. Soit f 'endomorphisme de E dont la matrice dans % est :

3 0 -1 0
o 1 0o 4
A=1_1 0o 3 o
0 -1 0 1

10. & Justifier que f est un endomorphisme autoadjoint, non nul et non inversible.
11. Montrer que 2 est valeur propre double de la matrice A.

12. En déduire que f admet exactement 3 valeurs propres, que I'on notera A, <
A < Ao
On note pour tout j € [0 ; 2], M; la matrice de p; dans la base 2.

13. Justifier que I'on peut écrire A sous la forme A = 2M; + 4M,.

14. Montrer que E, est de dimension 1 et déterminer un vecteur v, de E, tel que
llvall = 1.

15. Démontrer que pour tout x € E, py(x) = (x | vo) v,.
16. Déterminer la matrice M,.

17. En déduire la matrice associée a f! relativement a la base 2.
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Exercice 4 — (Extrait de Centrale PC)

Notations et définitions

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
= Si A est une matrice de .#, ,(K) de terme général q;
de A, ,(K) de terme général |al~

j» alors on note |A| la matrice
il

Une matrice A de ., ,(R) est dite positive (resp. strictement positive) lorsque
tous ses coefficients sont positifs ou nuls (resp. strictement positifs). La notation
A > 0 (resp. A > 0) signifie que la matrice A est positive (resp. strictement posi-
tive).

i

i

Si A et B sont deux matrices de ., ,(R), la notation A > B (resp. A > B) signifie
que la matrice A—B est positive (resp. strictement positive). De méme, la notation
A < B (resp. A < B ) signifie que B—A > 0 (resp. B— A > 0).
Les propriétés suivantes pourront étre librement utilisées (sous réserve que les
opérations correspondantes puissent étre envisagées) :

® |A+B| <|Al+B[;

® |AT|=1A";

@ siy €K, alors |[yA| = |y| |Al;

® siA=0etB=>0,alors AB > 0.

= Le rayon spectral d’'une matrice A de .#,(K), de spectre non vide, est le réel
positif ou nul, noté p(A), défini par

i

p(A)zmax{lM | Xesp(A)}.

| - Résultats préliminaires

1. Soient n €N, A et B deux matrices de ., (R), et X un vecteur de ., ;(R).
Montrer que si A> 0, X = 0 et X # 0, alors AX > 0, et que

|A X B| < [A] x |BJ.

2. Justifier que si n est un entier naturel et 2;,...,2,,wy,...,w, sont des nombres
complexes, alors

n n 1/2 n 1/2
PICARI AR (Z |zk|2) x (sz) .
k=1 k=1 k=1
© 8/10
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3. Soit z un nombre complexe tel que |1 + z| = 1 + |z|, montrer que z est un réel
positif.
En déduire que, si les nombres complexes z et z’ vérifient |z +z’{ =|z|+ |z’| et

z # 0, alors il existe un réel strictement positif a tel que 2’ = az.

4. Soient n un entier supérieur ou égal a 2, et z;,...,2, des nombres complexes
non tous nuls tels que

n

2.

2k
k=1

n
= Z |2 | -
=1

Montrer qu'il existe un réel 8 tel que pour tout k € [1 ; n], 2, = e'®|z].

Il - Théoréme de Perron-Frobenius pour une classe de matrices symé-
triques positives

Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et A une matrice non nulle de .,(R),
symétrique, a coefficients positifs ou nuls.
On pose r =p(A).

5. Justifier que A est diagonalisable sur R. Que peut-on dire des sous-espaces
propres de A?

6. Montrer que r > 0.

On note u la plus grande valeur propre de A.

7. Montrer que, pour tout vecteur X € .4, ;(R), unitaire pour la norme eucli-
dienne canonique,

XTAX < p.

On pourra faire le calcul dans une base orthonormée convenablement choisie.

8. Montrer que cette inégalité est une égalité si, et seulement si, X est un vecteur
propre de A associé a la valeur propre p.

9. Montrer que, pour tout vecteur unitaire X,
x"AX| < [X|TAIX| < p.

10. En déduire que, pour toute valeur propre A de A, ona |[A| <y, etquep=r.
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Dans les questions de 11 & 14, on suppose en outre que A est strictement positive.

11. Montrer que, si X est un vecteur propre de A, unitaire, associé a la valeur propre
r, alors |X| est un vecteur propre de A, unitaire, associé a la valeur propre r,
et que [X| > 0.

12. Montrer que X = |X| ou X = —|X].

13. Montrer que le sous-espace propre ker (A — r1,) est de dimension 1 .
On pourra raisonner par I’absurde en considérant deux vecteurs propres de A
orthogonaux associés a r.

14. Montrer que 'ordre de multiplicité algébrique de r vaut 1, et en déduire que
—r n’est pas valeur propre de A.
Ainsi, r est 'unique valeur propre de A de module égal a r.

15. Montrer que cette propriété n’est pas forcément vérifiée si A est seulement
supposée positive.

On pourra chercher des exemples dans #,(R).

On suppose a présent qu'’il existe un entier p > 2 tel que A? est strictement positive.
D’aprés la question 10., r est une valeur propre de A.

16. Montrer que I'espace propre ker (A — rl,) est de dimension 1 , engendré par
un vecteur strictement positif.

17. Montrer que r est I'unique valeur propre de A de module égal a r.

On pourra distinguer deux cas suivant la parité de p.

a%e
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Une correction de I’exercice 1 énoncé

1. Lesfonctionsu: t — ﬁtm‘“ etInsont 6! sur ]0 ; 1], et par croissances com-
parées leur produit tend vers 0 en 0, donc par intégration par parties, comme
on sait déja la convergence de I

1 2k+1 ' ' 1 2k+1 1
L =|———t*"1xIn(t)| - | ——t*x-dt
2k+1 o Jo 2k+1 t

1 1
__ 1 t2kqr — — 1 % 1 p2k+1
2k+1 J, 2k+1° [2k+1 0

B 1
T (2k+1)2

@ Comme on vient de ['utiliser ci-dessus, la proposition qui établit la tech-
nique d’intégration par parties nous donne, en plus de son calcul, la
convergence de l'intégrale étudiée.
Mais comme I’énoncé semble spécifier de justifier I’existence de l'inté-
grale, puis de la calculer, (et comme c’est un exercice que vous devez savoir
faire a cloche-pied les yeux fermés) je rajoute ci-dessous la preuve que !'in-
tégrale existe, autrement dit est convergente.

Soit k €N.

= La fonction t — t2kI"(t) est continue sur 10 ; 1] ;
= t2kIn(t) =OO (In(t)), et In est intégrable sur ]0 ; 1];
t—

donc la fonction t — t2*In(t) est intégrable sur ]0 ; 1], et qui prouve la conver-
gence de I;.

2. = Pour tout k €N, la fonction f; : t — — t2*In(t) est continue sur 10 ; 1[;
= Pour tout t €0 ; 1],

+00 +00
f(t)=—1In(t) x % = —In(¢) x Z(tz)k = —Z 2K In(0),
1—t k=0 k=0

donc la série des f; converge simplement sur ]0 ; 1[,

= et sa somme f est aussi continue sur ]0 ; 1[ comme rapport de fonctions
continues dont le dénominateur ne s’annule pas.


http://pc.cassin.free.fr/2024-2025/10-integrales-generalisees.pdf#tcb@cnt@proposition.1.12
http://pc.cassin.free.fr/2024-2025/10-integrales-generalisees.pdf#tcb@cnt@proposition.1.12
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= Pour tout k € N, d’aprés la premiére question

J |fxl = =Ii (car sur 10 ; 1[, t*In(t) <0)
0

1 _ of 2
T (2k+1)2k—too  \ k2 )’
1
donc par domination la suite de terme général fo |fx| est sommable, ainsi la

) 1
série Y. fo |fi| converge.

Les conditions du théoréme d’intégration terme a terme sont vérifiées, donc
celui-ci nous permet de conclure :

= non seulement que f est intégrable sur ]0O ; 1[ comme demandé,
"= mais aussi que

1 400 +00
f f()de = f ka(r)dt = Z fk(t)dr =Yk
k=0

T Z (2k +12
Or on sait que
+00 1 TEZ
2T e
~in 6

et d’autre part, en effectuant une sommation par paquets,
S Yt
—'n n? k)? (Zk +1)?

REEE
1+oo +00 1
RPN Moy

+00 1 +00

On en déduit que

T 1w 1

— =4 [
6 46 kZ(:)(zkﬂ)2

@Nole


http://pc.cassin.free.fr/2024-2025/13-suites-series-fonctions.pdf#tcb@cnt@proposition.1.17
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ce qui donne

+2°°: 1 (1 1) n? n?
—2 = —_ — —_— =,
par (2k+1) 4) 6 8
d’ol1 I’égalité demandée.

D Ici aussi, le théoréme d’intégration terme a terme nous donne, en plus de

+00

I’interversion somme-intégrale, I'intégrabilité de la fonction somme Y| f,.
n=0
Mais comme c’est un exercice que vous devez savoir faire sans coup férir,

je rajoute ci-dessous la preuve que la fonction f est intégrable.

= La fonction f : t — % est continue sur ]0 ; 1[ comme rapport de deux

fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas;

- f(t)= % ~ @ = —1In(t), et In est intégrable en 0, donc par équivalence
1 -
f est aussi intégrable en 0;
_ () _ InQ+(e-1) (=1 _ 1
> f() = 21 7 (t+D(t-1) pp 2061 T 2°

nuité en 1, ce qui en fait une fonction intégrable en 1.

donc f est prolongeable par conti-

Donc f est intégrable sur 0 ; 1[.

Une correction de 'exercice 2 enoncé
1. Soit a > 1, alors par croissances comparées
In(n)
n¢ ln(n) a—1
T = o 0, car - >0
Tra TlT n—-+o00
n 2
donc B2 = o (%)
" n—o4o00 n 2
Comme azil > 1, la suite de Riemann de terme général — est sommable,
n 2

donc par domination, la suite de terme général 1;1—&" est aussi sommable, ce qui
prouve que la série >’ 1;‘7” converge.
2. = Pour tout n € N*, f,, : x — nl—x = e XIn" o5t de classe 6! sur ]1,+oo[, de
Srivde £/ _Inn
dérivée f, : x — — 2.
= On sait que )_ f, converge simplement sur ]1, +0o[ comme série de Riemann
convergente.
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= Pour tout segment [a ; b] € ]1 ; +oo[, pour tout n € N* et tout x > a

ln(n) Inn
VneN*, Vxe€[a;

na

donc H f H(EZ 1 < B donc par domination avec la question précédente, D f!

converge normalement donc uniformément sur tout segment de ]1 ; +oo[.
Ainsi, le théoréme de dérivation terme a terme permet de conclure que  est
%' sur 11 ; +ool.

De plus sa dérivée est (' : x — Z+°° n <

=<0 donc { décroit.
3. Si Y. f, convergeait uniformément sur ]1,+o0[, comme pour tout n € N*, on
sait que nix 7 %, alors le théoréme de la double limite s’appliquerait en 1,
ce qui permettrait d’affirmer que la série de terme général xl_igrll nix converge,
autrement dit que Z % est convergente, ce qui est faux.
Donc )’ f, ne converge pas uniformément sur ]1,+oo[.

4. En revanche sur [2 ; +oo[, les fonctions f,, étant décroissantes sur ]0 ; +oo[,

on en déduit que || fnll([j;%o[ = %, donc que ). f, converge normalement sur

[2; 4ool.
Ainsi comme
I 1 (1 sin=1,
L0 sinx=2,

1m
x—+o00 n¥

on peut conclure grace au théoréme de la double limite que

hm Ux)= 1—131002 ZXETOOH——1+ZO—1

5. (a) Soit x > 1. La fonction t — tlx est continue et décroissante sur [1, +oo],
donc

1 1 1
VkeN*, Vielk; k+1], —— < — < —,
s ket 1] (k+1)* tF &k

donc par croissance de l'intégrale

1 k+1 1 k+1 1 k+1 1 1
vken, = L _a<| la<| la=1Ll.
N G L G+ 10 L x4 L PERLIE

ae
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Ainsi pour tout N € N*, en additionnant pour k de 1 a N — 1, grace a la
relation de Chasles

N-1 1 N 1 N 1 1 N—ll
N R NN R W

et comme ces expressions ont toutes une limite finie quand N tend vers +oo,
on obtient par prolongement des inégalités larges a la limite que

k=1 k* 1 t* k=1 k*

c’est-a-dire {(x) — 1 < I(x) < {(x),

ce qui est peu ou prou le résultat escompté.

(b) Or
1 oo 1
I(x)=| ———— = ,
( ) [(—X+1)tx_1i|1 x—1
donc pour tout x > 1,
1 1 1 1
<Y < — 0 .
x—1 x—1 x—1x—1 x—1)x-1x—-1
d’ol1 par encadrement
() ~ —
x) ~ .
x—-1t x —1
6. Quand on vous pose ce genre de question un peu nébuleuse sur X, c’est

en général qu’il faut montrer que les P(X = k) sont positifs, et que leur
somme donne 1.

= Pour tout k e N*, P(X=k) = ﬁ =0;
"= PUis

Srx-p=d oo Ly "X U() (ears > 1)
=k)= =) ——>— cars
& LTOE @& F o 1)

=1,

ainsi la série > P(X = k) converge et a pour somme 1, donc X définit bien
une variable aléatoire.
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7. Un entier strictement positif X est multiple de a si, et seulement si, il existe k € N*

+00

tel que X = ka, autrement dit (X € aN*) = | J (X = ak), et les événements de

k=1

cette réunion sont deux a deux disjoints, donc par c-additivité,

+00 Ix 1 C(S) 1
* — = k - = -
P(X € a") ;P(X ak) ;C(s)asks (5)a @

8. Soit N € N*.

= Sia;xayX---xa, divise N, alors il existe k € N* tel que N = kxa; xa, X---Xa,,

ce qui prouve que chaque qa; divise N.

= Notons % (n) la réciproque, autrement dit I'implication «si pour tout i € [1; n]

a; divise N alors a; x ay x - -+ X a, divise N. »
@ pour n =2, si a; et a, divisent N, alors il existe k € N* tel que N = ka;,

et comme a; et a, sont premiers entre eux, le fait que a, divise N = ka,
entraine grace au lemme de Gauss que a, divise k, donc qu'il existe k’ € N*
tel que k = k’a,, ce qui donne N = k’a,a,, et prouve que a;a, divise N.
Donc #(2) est vraie.

@ Soitun n > 2 pour lequel #(n) est vraie. Prenons ay, ..., a,; des diviseurs

de N deux a deux premiers entre eux.

Comme ay,...,a, sont des diviseurs de N deux a deux premiers entre eux,
par hypothése de récurrence, a; - - - a, divise N.

Mais a; - - - a, et a,1 sont premiers entre eux : en effet, aucun des a; pour
i entre 1 et n n’a de diviseur premier en commun avec a,,,; donc a; - - - a,
ne peut en avoir lui aussi.

Ainsi, a; - -+ a, et a,,; sont deux diviseurs premiers entre eux de N, donc
d’aprés le cas n =2, a; ---a,; divise N, ce qui boucle la récurrence.

On a directement que si ay,...,a, divise N, alors chacun des a; divise N sans
hypothése de primalité relative.

On montre lautre sens par récurrence simple. Soit, pour n = 2, #(n) : «Si

aq,..

.,a, sont des diviseurs de n premiers entre eux deux a deux, alors a; -+ - a,

divise N. ».

= Pour n = 2, montrons que 2 (2) est vérifiée. Soient a; et a, des diviseurs de n

@Nole

premiers entre eux. On a k € N tel que a, divise N = a; k. Comme a; Aa, =1,
le lemme de Gauss permet de conclure que a, divise k donc a;a, divise N.
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10.

= Soit un n = 2 pour lequel #(n) est vraie, soient ay,...,a,,; des diviseurs de
N deux a deux premiers entre eux.
Comme ay,...,a, sont des diviseurs de N deux a deux premiers entre eux,
par hypothése de récurrence, a; x --- x a, divise N.
Mais a; X --- X a, et a,,, sont premiers entre eux : en effet, aucun des a; pour
i entre 1 et n n’a de diviseur premier en commun avec a,,; donc a; x--- x a,
ne peut en avoir lui aussi.
Ainsi, a; X -+ X a, et a,,; sont deux diviseurs premiers entre eux de N, donc
d’aprés le cas n =2, a; x --- x a,,; divise N, ce qui établit la récurrence, et
acheve le raisonnement.

Le résultat n’est plus valable si on suppose seulement ay,...,a, premiers entre

eux dans leur ensemble comme on le voit avec le contre-exemple : | 6,10,15

sont premiers entre eux dans leur ensemble (aucun diviseur premier en commun)
mais pas deux a deux, ils divisent tous 30, mais pas leur produit.

. Siay,...,a, € N* sont premiers entre eux deux a deux, alors

P (ﬂ(Xe akN*)) =P(a;[X,...,a,|X)
k=1

(d’aprés la question précé-
dente)
=P(Xe(a;---a,)N¥)

1
= m (par la question 6)
1 a,

=P(ay - a,[X)

n 1 n
= —= l—[P(X € a;,N*) (encore la question 6),
k=1 % k=1

donc | les événements (X € q;N*), ol k € [1,n] sont indépendants.

Pour tout n € N*, par définition de B,,,
n
B, = [ |(X¢ pilNY).
k=1

Or les (X ¢ pN*) sont indépendants en tant que complémentaires des (X € p; N*)
qui sont indépendants.
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11.

12.

n

n n 1
P(B,)=[]PX¢pN) =[] (1 -PXepN)) =[] (1 N —s).

k=1 k=1 k=1 Py

Donc

Soit w € () B,. Alors X(w) est un élément de N* divisible par aucun nombre
neN*

premier | X(w) =1, |et la réciproque est vraie. Donc
P [)B:]|=Px=1)= 1
" (s)

neN*

Or (B,)pen+ est une famille décroissante pour I'inclusion, donc par continuité
décroissante,

1
P(B,) ———P ( N Bn) =

neN*

On obtient donc, d’apreés le résultat de la question précédente,

n 1
l_[ 1—L1 n—+o0 <),
k

1
Supposons que Z — converge, autrement dit que la suite (Pik)k - est som-
Pk €

mable.
Pour tout n € N*,

1 1
et p; tend vers +00, donc —In (1 - —) ~ —, donc par équivalence, la suite
P J k—+oo Dy

de terme général In (1 - Plk) est aussi sommable, donc ) 1n (1 - Plk) converge,
K

est aussi

n
et par continuité de I'exponentielle, la suite de terme général [ | T

1-1
k=1 e

convergente.

ae
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Notons £ sa limite.
1 1
Soit s > 1. Pour tout k € N*, 1 < p; < p; donc 3 > 3 > 0 d’otl pour
Pk Pr

—1=

n 1
tout n €N, [] — > et par prolongement des inégalités larges a
k=1

_p_k k

la limite, [ Vs > 1, €>{(s).

|-

l

Mais (s) p— +oo d’aprés la question 5, donc le réel £ devrait étre supérieur
S—

a +o00? Ha ha ha! Mais c’est absurde mon pauvre ami!

, 1
C’est donc que| Y, — diverge.

ken* Pk

Une correction de l'exercice 3 énoncé
Adapté de E3A MP 2021.

1. Dans cet exercice, f est un endomorphisme autoadjoint de E non inversible et
non nul.

= Puisque f est non inversible, en particulier f n’est pas injective.

?’ Dire d’une application qu’elle est inversible (terme normalement ré-
servé aux matrices dans notre programme) équivaut a dire qu’elle est
bijective.

Ainsi par définition, [ 0 est valeur propre de f ]

= Puisque f est autoadjoint, par le théoréme spectral f est diagonalisable dans
une base orthonormale de ses vecteurs propres.

Par I'absurde, si 0 est la seule valeur propre de f, alors dans une telle base de
vecteurs propres, f aurait pour matrice la matrice diagonale dont les termes
diagonaux seraient les valeurs propres de f, c’est-a-dire 0, donc f aurait pour
matrice la matrice nulle, ce qui n’est possible que si f est I'endomorphisme
nul, et contredit une hypothése de la question.

Donc [ f admet au moins une valeur propre non nulle. ]

2. = Soit x € Ker(f) et y € Im(f).
Puisque x € Ker(f), on a f(x) =0; et comme y € Im(f), il existe z € E tel
que y = f(2).
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Ainsi, comme f est un endomorphisme autoadjoint,

(x1y)=(x|f(2))=(f(x)]2) = (0 |2) =0.

On a bien montré que [ Ker(f) et Im(f) sont orthogonaux. ]

= Ils sont orthogonaux, donc en particulier, Ker(f) et Im(f) sont en somme
directe. De plus par le théoréme du rang,

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) + rg(f) = dim(E) = n,

donc [ Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires ]

3. Soit x €E.

Puisque f est autoadjoint, le théoréme spectral nous dit que f est diagonalisable,
donc ses sous-espaces propres sont supplémentaires dans E. Par conséquent il

k
existe un unique (xo,...,x;) €Ey X ... X By tel que x = ) x;.

j=0
Soit i € [0,k], x; est dans E;, et p; est un proiecteur sur E;, donc p;(x;) =
x;; et comme f est autoadjoint, ses sous-espaces propres sont deux a deux
orthogonaux, pour j #1i, x; €E; C E]L = Ker (pj) donc p;(x;) = O.
Ainsi

k k
pi(x) = p; ( xj) =Zpi(xj)=Pi(Xi)=Xi,
j=0 j=0

D’ot

On a bien prouvé que | idg = Y. pj |

4. Soit (i,j) € [0,k]? tel que i # j.
Puisque f est autoadjoint, ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogo-
naux, donc E; C E}".

Soit x €E, alors p;(x) € E; € E" = Ker(p;) donc

(pi opj) (x) =pi(pj(x)) = O, c.Q.F.D.

ae
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5. Soit x €E.
Pour tout j € [0,k], pj(x) € E; donc f(p;(x)) =A;p;(x), et ainsi

x = idg(x) = Zp](x)

D’ou

6. D’apreés la question 2, Ker(f) est le supplémentaire orthogonal de Im(f) donc,
comme p est le projecteur orthogonal sur Im(f), p est le projecteur orthogonal
sur Im(f) parallelement a Ker(f).

k
Soit x €E, que I'on écrit x = ), p;(x).
j=0

= po(x) (S Ker(f) donc p(Po(x)) = OE
= Soit j € [1,k], pj(x) € E; donc f(p;(x)) = A;p;(x). Montrons que p;(x) €
Im(f) :

1
pj(x) = x—jkjpj(X) f(p](X)) f ( p,(X)) € Im(f).

On en déduit que pour tout j € [1,k] , p;(x) € Im(f), donc p(p;(x)) = p;(x).

On obtient finalement :

k
pcx)=p(2pj(x)) Zp(p](x)) p(po(x))+2pcpj(x)) ij(x)

j=0 j=0 RN j=

:Pj(x)
k
Ainsi| p= > p; |
j=0

21/32
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Quelques propriétés de l'inverse généralisé.

k k
7. Puisque Ay =0, 0na f = Zokjpj = Zl?\jpj. D’apres la question 4, si i # j,
j= =
piop; =0, et puisque p; est un projecteur, pi2 = p;. Ainsi

k . S
1 attention a bien prendre des
(Z szz) (Z _P]) A indices différents dans les

deux sommes!

A
A

k
?:Z pi =p, C.QF.D.
i=1

piop;

NNgle
>)| > TLM»

L

I
—_

8. Soit (x,y) € E?,
F(x=F100) = £ = F o f1() = F) = p(y).
Ainsi
x = fi(y) eKer(f) = f (x = 1)) =0g
> f(x)=p(y), c.QF.D.

9. Soit y €E.

= On est dans un espace de dimension finie, et p est le projecteur orthogonal
sur Im(f), donc d’aprés le cours, la distance de y a Im(f) est donnée par

d(y,Im(f))= inf fju—yll=infllf(z) -yl =y —p()Il.
uelm(f) z€E

Donc si x — f(y) € Ker(f), alors par la question précédente f(x) = p(y),
d'ou [If (x) — yll = inf,eg If (z) — ¥II.

= Réciproquement, si [|f (x) — y|l = inf,cg [|f (z) — ¥II.
D’une part,

I Ge) = ¥II? = 1CF () = p(yD) + () = NI?

ae
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or f(x) et p(y) sont dans Im(f), et par définition du projeté orthogonal,
y — p(y) € Im(f)*, donc grace a notre ami Pythagore,

I1f Ge) = yIIZ = 11f ) = pII* + 1Ip(y) = ¥ II?

Mais par hypothése Alors
£ G =yl = inf]lf () = yll = d(y,Im(f)) = llp(y) — ¥l
Donc

If () = pOI* =1If (x) = ¥II> = llp(y) — ¥lI* = 0.
Ainsi f(x) = p(y), et par la question précédente, x — f(y) € Ker(f), c.Q.F.D.

Application a un exemple.
3 0O -1 0
0 1 0o -1
-1 0 3 0
0O -1 O 1

= lamatrice Ade f est symétrique dans la base % qui est une base orthonormale

10. A=Mar(f) =

Sans préciser que la base concernée est une base orthonormale,
I’'argument de la matrice symétrique ne vaut rien!

donc f est un[ endomorphisme autoadjoint ]

= La matrice A= Matg(f) est non nulle donc [ f est non nul l

= [a matrice A posséde deux colonnes liées (les colonnes 2 et 4), donc det(A) =
0, A n’est pas inversible et [ f est non inversible. ]

11. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable.

-1 0 -1
O -1 0 -1

cette matrice est de rang 2 (a I’ceil nu!), donc par le théoréeme du rang, son
noyau est de dimension 4 —2 = 2. Ainsi 2 est valeur propre de A et la dimension
du sous-espace propre associé vaut 2.
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12.

13.

14.

Puisque A est diagonalisable, pour chaque valeur propre A de A, 'ordre de mul-
tiplicité géomeétrique est égal a 'ordre de multiplicité algébrique de A. Donc
[ 2 est valeur propre double de A.

L’endomorphisme f est non inversible donc 0 est valeur propre de f. De plus
rg(A) = 3 donc par le théoréme du rang, dim(Ker(A)) =4 —3 =1, ainsi 0 est
valeur propre de f d’ordre de multiplicité géométrique 1.

Puisque f est diagonalisable, 0 est valeur propre simple de f.

La valeur propre A, = 0 est une valeur propre simple de f, et A; = 2 est valeur
propre double de f. Il reste donc une seule valeur propre simple A, a dénicher.
Mais la trace de f, qui vaut Tr(A) = 8, est égale, puisque f est diagonalisable, a

Ao+ 24, + Ay, doll .

L’endomorphisme f admet exactement trois valeurs propres distinctes :

7\.0:0<7\,1:2<}\.2:4.

Puisque f est un endomorphisme autoadjoint, non nul et non inversible, on peut
appliquer les résultats de la question 5 :

2
f= Z%‘Pj = AoPo +A1p1 + Agpy = 2p; +4p,.
j=0
Pour j € [0,2], M; est la matrice de p; dans la base 98. Donc
A = Mat(f ) = Mat(2 = 2Mat Mat
lat(f) = Mat(2p, + 4p,) = 2Mat(p;) + 4 Mat(p,)

= 2M1 + 4M2 C.Q.F.D.

Puisque f est diagonalisable, la somme des dimensions de ses sous-espaces

propres est égale a dim(E) = 4, donc

-1 0 -1 0
. 0O -3 0 -1

0O -1 0 -3

ae
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donc

_1|€ Ker(A — 41,),

0

et il suffit de prendre pour v, le vecteur, normalisé, de coordonnées (1,0, —1,0)
dans la base 2, c’est-a-dire

vy = —=(e; —e3).

V2
Attention a ne pas confondre le vecteur e, — es, qui est bien un vecteur
‘ ‘ 1
de E, avec sa colonne de coordonnées | ° |, qui est dans R*, ou plutét
0
My (R).

15. Le vecteur v, forme a lui tout seul une base orthonormale de E,, et p, est la
projection orthogonale sur E,, donc d’aprés le cours, tout x € E a pour projeté
orthogonal p,(x) = (x | vy) vy sur E,.

16. On rappelle que v, = %(el —e3). Donc

1 1 1
e1) = (eq|vy) vy = — (eqle; —e3) vy = —v, = —(e7 — e3).
pa(er) = (eq|vo) vy \/§<1|1 3) Vy ﬁz 5 €1 3
1
(ey) = {eg|vy) vy = — (ey|e; —e3) vo = 0.
Paléy (ea]va) vy ﬁ<2|1 3) Vy
(e5) = {e5lvs) v3 = — {esley — &) oy = = (—ey )
eq) = (es|vy) vy = — (esle; —e3) vy = ——vy = —(—eq + e3).
Poles 31V2/) V2 231 3/ V2 ﬁz 5 1 3
1
eq) = (es|Vy) vy = — (eqle; —eq) vy =0.
pa(es) <4|2>2 ﬁ<4|1 3)2
On en déduit que
1/2 0 -1/2 0 1 0 -1 0
M. = M . 0 0 0 0 _1 0O 0 0 O
2=Matp)=| 15 0 172 0|=3|-10 1 o0
0 0 0 0 0O 0 0 O
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k
17. Ona f1=3; %pj, donc
=1

j=1

Mat(f1) = Mat 22:1 —1M+1M
GUU=Ngt g P ) =Mt M

Or d’apreés la question 13, A = 2M; + 4M,, donc

1 0 1 0
M_1A2M_1o10—1
17552279511 0 1 0

0 -1 0 1
D’ou
1 0 1 0) 1 0 -1 0
Mar(fh = Ly 1[0 1 0 -1 1 1l o o 0 o
af)=5%311 0o 1 o |T3*2|-10 1 o0
0 -10 1) 0 0 0 O
3 0 1 0
| 1]o 2 o0 -2
“lsgl1 0 3 o0
0 -2 0 2
Une correction de 'exercice 4 énonce

1.

n
Le terme général de AX est Y q;
i=1
Par hypothése, pour tous i, j, a; ; > 0 et x; = 0. Comme X # 0, 'un des x; est
strictement positif, donc le terme général de AX est strictement positif comme
somme de réels positifs dont I'un au moins est strictement positif.

X

n

Z a; kby;

k=1

Le terme général de |A x B| est que I'on peut majorer, grace a l'in-

n
égalité triangulaire par Z la; k||by;| qui est le terme général de |A| x |B].
k=1

ae
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Par conséquent le terme général de |A| x |B| — |A X B| est positif ce qui prouve
que |A x B| < |A| x |B].

2. 1l suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz du produit scalaire canonique
de R", avec les vecteurs (|z;]);<;<, et (Iwil)1<icn-

3. Soit z € C.

14+z|=1+z| = [1+z*=1+]z2])?
(car pour tout u € C,

S A+2)x(1+2)=1+2z|+2zx%7 U X T = [u]2)

—1+z+z+22=1+2]|z|+2 X barz
= z+z=2|z

> Re(z) = |z| = V/Re(2)2 + Im (2)

— Re(z) > 0 et Re(z)? = Re(z)? + Im (2)?
= Re(z)=0et Im(z)=0

=z €R,.

z’ 2z’
Comme |z| #0, |z + 2’| = |z]| + |2/| devient |z]| |1+ —| = |z] (1 + H), qui nous
Z Z
raméne en multipliant par I'inverse de |z| au cas précédent dont on déduit que
/

— est un réel positif, d’ot le résultat voulu.
Z

4. Quitte a changer les numéros, on peut supposer que z; # 0. Alors pour tout
j€l2;n],

n

Z|2k|:

k=1

n

2.

k=1

(par hypotheése)

n
(avec I'inégalité triangulaire
< .
<la +ZJ| + ;2 2l utilisée de facon étrange)

k#j

<zn:|2 | (avec l'inégalité triangulaire
= P k' utilisée de facon normale).

27/32
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Ainsi
n n
21+ 251+ )zl = D L,
k=2 k=1
K#j
donc

\zl +zj| =|z;| + |zj

b

ce qui donne par la question précédente qu'il existe un réel positif a; tel que
Z j = (X,jZl. . .

Notons z; = re® la forme exponentielle de z;, alors zj = a]-rele, d’ol |zj| =ayr,
ce qui donne bien z; = |zj| el®,

5. La matrice A est symétrique réelle, donc par le théoréme spectral, non seule-
ment elle est diagonalisable, mais ces sous-espaces propres sont deux a deux
orthogonaux.

6. La matrice A est non nulle, car elle a des coefficients strictement positifs, et elle
est diagonalisable, donc elle a au moins a deux valeurs propres distinctes, et
I'une d’entre elles admet une valeur absolue strictement positive, ce qui prouve
que le rayon spectral r de A est strictement positif.

7. Notons p la plus grande valeur propre de A.

Le théoréme spectral nous permet de prendre une base orthonormée
(X1,...,X,) de 4, 1(R) formée de vecteurs propres de A.

Soit X € 4, 1(R) unitaire, alors ses coordonnées dans cette base orthonormée
sont ses produits scalaires avec les vecteurs de la base :

n n
X = 21: (X| X)X, = 21: (X'x;) X,
i= i=

Ainsi
AX=A (zn: (x'x,) Xi) = Zn: (x"x;) AX;
i=1 i=1

n
(en notant A, la valeur propre
=3 (x"X) X, nant A o prop
= associée a chaque X;).
1=

ae
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En multipliant & gauche par X', on obtient

X'AX=X" En: (XX ) AX; = Y (XTX:) A XTX;
-1 i=1

= i (XTXi)z 7\.1'.
i=1

Or par définition de p, pour tout i € [1 ; n], A; < w, donc en multipliant par
(XTXI-)2 qui est positif, puis en additionnant terme a terme :

XTAX < zn: (X'%) p=nx zn: (x'x,)”
i=1 i=1

=px > (X X;)?
i=1

_ 2 (car (Xiicp1;,) est une base
= u Xl orthonormée)ﬂ

=W (par hypothése sur X) c.Q.F.D.

8. = Si X est un vecteur propre associé a ., avec ||X|| =1, alors
X'AX=X"pX = p [IX]I* = p.

= Réciproquement, si X est un vecteur unitaire qui n’est pas vecteur propre
associé a W, alors une (au moins) de ses coordonnées sur un autre vecteur
de la base (X;);c1;n) est non nul. Quitte & changer la numérotation des X;,
supposons que X; est un vecteur propre associé a A, avec A; < U, et que
X'X; #0.
Alors (XTXl)Z > 0, donc (XTxl)le < (XTxl)ZpL, donc en reprenant le
calcul de la question précédente a I'étape

XTAX = Xn: (x"%,) "2
i=1
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9.

10.

11.

on peut dire que

n

XTax = (x'%,) "2,
i=1
n

= (X7%) A+ D (X7x) A
i=2
n

< (xx) " u+ > (X%)
=2
n

To )2 Tv\2 _  (comme dans la question
< (X Xi) M+22: (X Xi) W=u précédente),
i=

donc X" AX < u, et notre raisonnement est bouclé.

Il suffit d’utiliser I'inégalité triangulaire et de réutiliser la technique de la question
7 pour majorer ensuite par ..

Soit X un vecteur propre unitaire associé a une valeur propre A, alors comme
dans le premier point de la question 4, X' AX = A ||X]|> = A, donc |XTAX| =|Al.

Ainsi la question 9 nous donne directement |A| < w, dont on déduit que p(A) < .
Or . est une valeur propre de A donc u < p(A) et finalement u = p(A) =r.

Soit X un vecteur propre unitaire de A associé a r, alors a fortiori X # 0, et
comme ci-dessus |XTAX| = |r| =r, et d’aprés la question 9

XTAX| < IX["AIX| < 7.
Ainsi [X|TA[X| = r, d’olt comme r = p, par la question 4, |X| est un vecteur
propre associé a r.

Montrons maintenant que |X| > 0, autrement dit que toutes les cordonnées de
X sont non nulles.

n
On sait que A |X| = r |X|, donc pour tout i € [1 ; n], Y. a; j \xj| =r|x;l.
j=1

Ainsi, si 'une des coordonnées de |X| était nulle, disons |x;|, alors la somme
n

2.4 |xj| serait nulle.

j=1

Or on a supposé que A > 0, donc la somme ci-dessus serait une somme nulle de

termes positifs, d’ott pour tout j € [1;n], a; ; |x j| = 0, et comme les coordonnées

ae
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12.

13.

14.

15.
16.

de A sont strictement positives, cela entrainerait que tous les x; sont nuls ce qui
contredit '’hypothése de départ.

La question revient a montrer que tous les coefficients de X sont de méme signe.
On vient de prouver que |X| > 0 donc aucun coefficient de X n’est nul.

Mais AX = rX, donc |AX| = |rX| = r|X| = A|X|, autrement dit pour tout i entre 1
etn:

n
. (car les a;; sont strictement
ai,jlxj|5

Z Qi jXj| = _ positifs).
j=1 j=1

On peut donc appliquer la question 4.
Comme les x; sont réels, e'® = 41, ce qui signifie que tous les x; sont de méme
signe.
Si Ker (A — rl,,) est de dimension p > 2, alors en appliquant le procédé d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt aux deux premiers vecteurs d’une base quel-
conque de Ker (A — rI,), on obtient deux vecteurs propres orthogonaux X; et X,
associés a r.
n

En notant X; = (x;)iep1;n) €t X2 = (¥idieq1;n)s X; X, =0donne Y x; x y; =0.

i=1
D’aprés la question précédente, tous les x; sont de méme signe, ainsi que tous les

n
¥i,donc Y x; X y; est une somme de termes tous positifs, ou tous négatifs, donc

i=1
elle est nulle si, et seulement si, donc tous les produits sont nuls, ce qui contredit
le résultat de la question précédente qui dit que X; et X, sont strictement positifs.

Donc Ker (A — r1,,) est de dimension inférieure & 1, donc de dimension 1.
Comme A est diagonalisable, les ordres de multiplicité de chaque valeur propre
de A, donc de r, sont égales, donc d’aprés la question précédente, 'ordre de
multiplicité algébrique de r est 1.

Considérons A tel que |A| = r et AX = AX alors AlX| = r|X|. Or X = £|X|. Donc
on a AX = rX c’est-a-dire que X est aussi vecteur propre associé a r. Donc A =r.

01
La matrice A = (1 O) est positive, et admet pour valeurs propres —1 et 1.

Soit X une vecteur propre de A associé a r, alors AX = r X, puis par récurrence
APX = rPX, et comme AP > 0 on peut appliquer le résultat des questions 11 a
14 : X = £|X] et |X| > 0 et on obtient bien le sous espace propre de dimension
1 engendré par un vecteur positif.
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17. = Sip est impair p(AP) = rP et par la question 10 appliquée a AP, r? est 'unique
valeur propre de module r? de AP, donc par stricte croissance de x — xP, r
est I'unique valeur propre de A de module r.
= Si p est pair, on a toujours p(AP) = r?, et par la question 30 rP est 'unique
valeur propre de module r? de AP. 1l faut montrer que —r n’est pas valeur
propre de A. Or comme A est diagonalisable, AP aussi et :

dim(Ker(A? — rP1,)) = dim(Ker(A — r1,)) + dim(Ker(A + r1,)).

Par la question 9 on sait que la dimension de I'espace propre de gauche
est 1, et celle de Ker(A — rl,) vaut également 1 par la question 12, donc
nécessairement dim(Ker(A + rI,)) = 0 et —r ¢ Sp(A). Donc r est 'unique
valeur propre de module r de A.

ae
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