Exercices du chapitre 12. Réduction des endomorphismes et des
matrices carrées

Exercice 12.1

Montrer que P — P(1)(X? — X) + P(=1)(X? + X) est un endomorphisme de
R, [X] (ot n > 2), et donner son noyau, son image, et ses éléments propres.

Exercice 12.2
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n € N*, et u € Z(E).
1. Montrer que pour polynéme P € K[X], Sp(P(u)) ={P(A) | A €Sp(u)}.
2. (a) Montrer que u est nilpotent si, et seulement si, sa seule valeur propre
est 0.
(b) Montrer que si pour tout k € [1; n], Tr (uk) = 0, alors u est nilpotent.

Exercice 12.3
. -1 -2 Ecrire le polyndme caractéristique de A, puis en dé-

Soit A= . . 4 31 y2
1 2 duire que le polyndéme R = X* + 2X° + X* — 4X est un

polyndéme annulateur de A.

Exercice 124 - @&
Soit A € #,(R) tel que A% = —I,,, montrer que n est pair et que Tr(A) = 0.

Exercice 12.5

Déterminez le polyndme caractéristique de I'automorphisme u de R®, tel que
u® — 3u® + 2u est 'endomorphisme nul et Tr (u) = 8.

Exercice 12.6 — Utilisation classique du théoréme de Cayley-Hamilton
Soient (A,B) € .#,(C)? tel que Sp(A)NSp(B) = .

1. Montrer que y(B) est inversible.

2. Montrer pour tout X € #,(C), 'équivalence AX = XB <= X =0,,.

3. Montrer que pour tout M € .#,,(C), il existe une unique matrice X € .#,(C)
tel que M = AX — XB.
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Exercice 12.7
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie tel que
. est scindé dans K[X].

Montrer que le polynéme P, (X) = l_[(X — ) annule u.
2€Spy ()

Exercice 12.8 — &@® Oral Mines-Ponts

Montrer que tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie
non nulle garde stable une droite ou un plan vectoriel.

Réduction en petites dimensions

Exercice 12.9
Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres des matrices suivantes et
préciser si elles sont diagonalisables :

3 1 0 =0 =9 |l 2 0 0
—4 -1 o, |-2 1 -2, [-3 -1 -2
4 -8 -2 1 -2 -2 31 1

Exercice 12.10

9 1 6 -1 0 O
SoientA=| -7 1 —-6]etB=| 0 2 1
-10 -1 -7 0O 0 2

1. Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de la matrice A,
et justifier qu’elle n’est pas diagonalisable.

2. Montrer que A est semblable a B.

Exercice 12.11

On consideére la matrice A = ou a est un réel.

Q Q O
— O QA
[ QS p—

1. Déterminer le rang de A.

2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?
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Exercice 12.12

0 a c La matrice M est-elle diagonalisable
Soit M= b 0 ¢ |e#R). dans #;5(R)?
b —a 0 Dans #5(C)?

. Est-elle diagonalisable ?

cA?, ott (a, b,c) € C3.

Exercice 12.14
Soient n € N*, f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n,
(e1,...,e,) une base de E, et v € E. On suppose que f(e;) =---= f(e,) =v.

1. Donner le rang de f.

2. f est-il diagonalisable ? (discuter en fonction du vecteur v)

Exercice 12.15

Soient n un entier tel que n > 2, E =K, [X], et I'application f : P€E— P—P.
1. Montrer que f € ¥{(E) de deux maniéres (avec ou sans matrice).

2. Pour tout Q € E trouver P tel que f (P) = Q (si P €E, que vaut P"*1 ?)

3. f est-il diagonalisable ?

Exercice 12.16

o5 _ 11 ,/ﬂz(R) - MoH(R)
OrlcorlsldereA—(1 1) et d,: M o AM — MA'

1. Montrer que ®, est un endomorphisme de .#,(R).

2. Déterminer la matrice de ®, dans la base canonique de .#5(R), et en
déduire le rang de ®,.

3. Calculer le polyndme caractéristique, et décrire les sous-espaces propres
de 0] A-

4. L’endomorphisme ®, est-il diagonalisable ?
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Exercice 12.17
1 -1
A. Soient Uy = (j) et Vo = (—11) et Ag =UpVj.
1 -1
1. Calculer A,. Quel est le rang de A, ?

2. Justifier que 0 est valeur propre de A, puis déterminer une base du
sous-espace propre associé.
3. (a) Calculer AyU,.
(b) Montrer que A, est diagonalisable dans .#,(R).
(c) Déterminer une matrice diagonale D de .#4(R) et une matrice
inversible P de .#4(R) telles que Ay = PDP™ !,

B. Soit n > 2 et A € .#,(R) une matrice de rang 1.

€
1. On désigne par C = ( : ) la premiére colonne non nulle de A.
Cn
Démontrer qu'il existe une matrice ligne non nulle L € .#; ,(R) telle
que A=CxL.
2. Veérifier que LC = Tr(A) puis montrer que A?> = Tr(A)A ol Tr(A)
désigne la trace de A.
3. En déduire que le spectre de A est inclus dans {0, Tr(A)}.
4. Le réel 0 est-il valeur propre de A? Quelle est la dimension de I'es-
pace propre associé ?
5. Vérifier que Tr(A) est valeur propre de A.
6. Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, Tr(A) # 0.
C. Soit E un R-espace vectoNriel dNe dimension finie n > 2, et f € Z(E) tel
que rg(f)=1et f o f # 0 ot 0 désigne I'endomorphisme nul.
On désigne par u un vecteur de E tel que Im(f) = Vect(u).

1. Montrer que f(u) # 0.

2. En déduire que 'endomorphisme f posséde une valeur propre réelle
non nulle.

3. Montrer alors que f est un endomorphisme diagonalisable dans R.
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Exercice 12.18

Soient n € N*, a un réel, et E 'espace vectoriel R,,[X] muni de sa base

canonique 8 = (1,X,X3,...,X*").

On consideére I'application @, : P — (}‘ - XZ) P'+aXP.

1. Déterminer toutes les valeurs du réel a pour lesquelles ¢, est un endomor-
phisme de E.

On choisit désormais a de sorte que ¢, soit un endomorphisme de E.

2. Soit A un entier tel que —n < A < n.
Déterminer a et 3 dans N de sorte que le polynéme P = (X + %) ¢ (X - %)ﬁ
vérifie ®,(P) = AP.

3. Déterminer alors les éléments propres de I'endomorphisme @, .
On donnera pour chaque sous-espace propre une famille de polynémes
constituant une base de ce sous-espace.

4. Déterminer une matrice B dont le spectre est [0,2n] et dont les coefficients
diagonaux sont tous égaux.

5. Expliquer comment construire a I'aide de ®,, un endomorphisme ¥ de
E admettant 0,1,4,9,...,4n> (c’est-a-dire les carrés des entiers de [0 ; 2n])
comme valeurs propres.

Exercice 12.19
Soient n €N tel que n > 2, et E, = 4, (K).
Pour tous A € E, et j € [1,n], on note A; la j® colonne de la matrice A.
Soit u I'application qui a toute matrice A de E,, associe la matrice B dont les
n
colonnes sont les B; =S —A; ol S= kzl Ag.
1. Dans cette question on pose n = 2.
(@) Veérifier que u est un endomorphisme de E,.
(b) Déterminer la matrice de u dans la base 8. Démontrer que u est un
automorphisme de E,.
(c) Reconnaitre la nature géomeétrique de I'automorphisme u en précisant
ses éléments caractéristiques.
2. Exprimer det(u(A)) en fonction de det(A) dans les cas n =2 et n = 3.

On revient au cas général, et on admet que u est un endomorphisme de E,,.
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3. Montrer a 'aide d’opérations sur les colonnes et en utilisant S que I'on a :
det(u(A)) = (=1)""}(n — 1) det(A)

4. (a) Déterminer un polynéme de degré 2 annulateur de u.
(b) En déduire les éléments propres de u. Est-il diagonalisable ?

5. Soient J, € E,, dont tous les coefficients valent 1 et U,, =J,, — L,,.

(@) Exprimer les colonnes de AU, a I'aide de celles de A.
(b) Retrouver alors le résultat de la question 4.(a).

Réduction en dimension indéfinie

Exercice 12.20
Montrer que P(X) — P(X) + (X — 1)P/(X) est un endomorphisme de R[X], et
donner ses éléments propres. Est-il diagonalisable ?

Exercice 12.21 — @@ Mines-Ponts 2019

Soient E un C espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E).

Montrer que u est diagonalisable si et seulement si tout sous-espace vectoriel
de E admet un supplémentaire stable par u.

Exercice12.22 - @

2
Soit n € N* et A € #,(R). On note B la matrice ) de A, (R).

A 2A
(O 3A
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que B soit dia-
gonalisable.
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Quelques applications de la réduction

Exercice 12.23
On suppose que la matrice A € #,,(C) posséde n valeurs propres deux a deux
distinctes.

1. Montrer que si B € .#,(C) commute avec A, alors A et B sont diagonali-
sables via la méme matrice de passage.

2. On veut résoudre I'équation matricielle X = A.

(@) Montrer que les solutions de cette équation commutent avec A.
(b) En déduire les solutions, que I'on exprimera en fonction des valeurs
propres de A, de I'équation X2 = A.
300
(c) Résoudre X2=18 4 0
5 0 1

Exercice 12.24

1
Résoudre I'équation matricielle M" = ( 0 O)’ ouneN.
Exercice 12.25
7 3 -4 2 0 0
Trigonaliser | =6 —2 5 | sousla forme [0 1 1 [ et en déduire ses
4 2 -1 0 01

puissances.

Exercice 12.26
1. Calculer les puissances de la matrice (3 7?).

2. Endéduire le terme général de la suite (u,,),,cy définie par ug =1, u; = -2,
et pour tout n €N, u,,» = 5u, ;1 — 6u,.

Exercice 12.27

Déterminer les matrices diagonalisables M € ., (C) telles que M®> = M? et
tr(M) = n.
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Exercice 1228 - ®
On considére une matrice diagonalisable A € #,,(K).
1. Montrer que pour tout p € N, AP est encore diagonalisable.
2. On suppose qu’'une des valeurs propres de A, notons-la A, a un module
strictement supérieur aux modules des autres.
Tr(APT)

AP tend vers A quand p tend vers +oo.

Prouver que

Probléme 12.29 — Une preuve de la proposition 11.16

On considére un K-espace vectoriel E, et u € ¥(E) dont le spectre est
Spr(W) ={Aq,..., A}, avec m € N¥, et les A; deux a deux distincts.

On note alors P, le polyndme scindé a racines simples défini par
m

P, =] Jx-2.
i=1
1. Montrer que pour tout vecteur propre e de u, e € Ker(P,(u)).

2. En déduire que si u est diagonalisable, alors P,(X) est un polyndme annu-
lateur de u.
3. Retrouver que y,(u) = 04 ) dans le cas oli u est diagonalisable.
Réciproquement, on suppose a présent qu’il existe un polynéme B € K[X],
scindé a racines simples, qui annule u (autrement dit B(u) = 0.¢g)).
4. (a) dJustifier que le polyndme P, (X) divise B(X).
(b) On note Q(X) le quotient de P,(X) par B(X).
Montrer que I'endomorphisme Q(u) est injectif, et conclure que P, est
un polynéme annulateur de u.

5. On suppose a présent que m > 2, et on considére la base de Lagrange
(Ly,...,L,) de R,,_1[X] construite sur (Aq,...,A,,).
m
(@) Justifier que idg = Y. L;(u),
i=1
et que pour tout i € [1 ; m], Im (L;(u)) C E;_ (u).
(b) En déduire que les sous-espaces propres de u sont supplémentaires
dans E.
(c) Conclure.
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Exercice 1230 - @®

j2m

Dans tout le probleme, n € N*, w, =e'n, B, = (eg,e1,...,€,_1) est la base
n—1

canonique de C", et on pose ey, = Y. e.
k=0

n—1 Xo
= Six = (xg,...,X,_1) = D Xxéx, on pourra identifier x et X = ( : )
k=0

Xn—-1

| € My (C), on pose M = et on

(mi’j)0$i,jsn—1’

admet que A x B = K
n—1 n—1 5 _T
= Six =) xpex, on remarquera que : Y. |xi[° =X xX.
k=0 k=0

On s’intéresse, dans ce probleme, a I'étude de I'application :
n—1 n—1 (n-1
=S5 (St )«
k=0 k=0 \_j=0

appelée transformée de Fourier discrete.
On acceptera sans le démontrer que F,, est un endomorphisme de C", et on
notera A, la matrice de F,, dans la base %,

1 1 1 AT 1
1 w, ('031 ....... (o(z_l :
= (wh = 2 4 2(n-1
A, = ((»On )(k,j)e[[O,n—l]]z = 1 (L?n (L?n ] wy . € .//[n((C)
1 oo 1 wi(n—l) .wgln—l)Z

?’ On prendra bien garde a ce que dans tout le probléme, les in-
dexations des coefficients des vecteurs de C" et des matrices de
M, (C) se font sur [0,n —1].

9/12
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1. Préliminaires.
(@) Que vaut w} ? Et plus généralement, que vaut (wﬁ)n pour k€Z?
Montrer que : V (k,k’) € [0,n —1]?, k# k' = wﬁ # mﬁ/.

n—1

Justifier alors la factorisation dans C[X] : X" — 1= l_[ (X — wﬁ) .
k=0

n sis estun multiple de n,

n—1
. sq __
(b) Soit s € Z. Montrer que Y. w, = { 0 sinon.

q=0
2. Cas particulier n = 2.
(@) Expliciter la matrice A,. Est-elle inversible ? Si oui, calculer son in-
verse.
(b) La matrice A, est-elle diagonalisable ? Si oui, déterminer ses valeurs
propres et une base de vecteurs propres.

3. Exemples de transformées de Fourier discrétes.
n—1 n—1
Soient x = ). xie € C" et y =F,(x) = . yrex.
k=0 k=0

(@) Déterminer y dans les trois cas suivants :
n—1

H4)- x=e5 =Y. e
k=0

n—1
i) x = Y. ake, ol a € C tel que |a] # 1.
k=0

n—1 1
i)} x= 35 (" )ex
k=0

(b) On suppose que pour tout k € [0,n — 1], x; €R.
Montrer que pour tout k € [1; n— 1], yx = Yn_r-
4. Inversibilité de A, dans le cas général et formule de Parseval.

(a) Calculer la matrice produit A,, x A,,.
Justifier alors que A, est inversible et préciser A 1.
(b) Justifier que F,, est inversible et préciser F;l.

ST —T
(c) Montrer que pour tout X € .4, 1(C), nX xX=AX xAX.
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n—1

(d) En déduire pour tout x = > xie; € C", la formule de Parseval

k=0
2 n—1
2
= nz |acr|”.
k=0

n—1
wlx-

=il

:

I
o

k=0 |j

5. Valeurs propres de A,,.
(@) Soit A € C, une valeur propre de A,,. Montrer que |A| = /n (on pourra

utiliser la question 5.c)).
(b) Montrer que la matrice A% est la matrice de terme général by ; ot

(k,j) € [0,n — 1] tel que :

boo=n, byn_r =npour k € [0,n—1], et b ; =0 sinon.

n 0-----... 0

0----:0 0 n

Autrement dit, A2=| @ -0
0 0.

On O0----0

(c) Préciser alors A%, puis en déduire un polyndme annulateur non nul de
A,, et les valeurs propres possibles de A,,.

6. Construction de vecteurs propres de F,,.
On suppose dans cette question que n = 8.

Z cos ( ) e et e = Z sm( )

On note e, =
1) en fonction de e et e, .

(@) Calculer F, (e; +e, 1) etF,(e;—e
(b) On note G, I'endomorphisme canoniquement associé a A2

Préciser G, (e; +e,_1) et G, (e; —e,_1) et en déduire que

n
F, (ecos) = E (61 + en—l) et F (esm) =iz (61 n—l) .

(c) On note Q = Vect (€1 + €1, €cos) -
Vérifier que Q est de dimension 2 et montrer que Q est stable par F
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Quelle est la matrice de 'endomorphisme induit F, o dans la base
(e1+ e, 1,6c05) de Q?

Déterminer les valeurs propres ainsi qu’une base de vecteurs propres
de cette matrice.

En déduire que /n et —y/n sont valeurs propres de F,, et déterminer
des vecteurs propres de F,, associés a ces deux valeurs propres.

(d) Procéder de la méme facon avec R = Vect (e; — e,_1, € ) -
(e) En déduire les valeurs propres de F,,.
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Solutions

Une correction de U’exercice 12.1 énoncé
On suppose que n = 2.

1. Je vous laisse vérifier la linéarité, et constater que les images sont des combi-
naisons linéaires de X? — X et X? + X, donc sont dans R,[X], et a fortiori dans
R,[X].

2. Soit P e R, [X],

®(P) =0 <= (P(1) +P(—-1))X*+ (-P(1) + P(-1))X=0
{P(1)+P(_1) =0 (car (X, X2) est une famille
—P(1)+P(-1) =0 libre)
(en faisant la somme et la
différence)
SP=X-1)X+1)QouQeR, ,[X]
e Pe(X— )X+ DR, ,[X],

< P(1)=P(-1)=0

donc Ker(®) = (X — 1)(X+ DR,_,[X].

3. »» On remarque que Im(®) C Vect(X? — X, X2 + X) C Vect(X, X?),
= or X==& (—1X), et X* =& (1), donc Vect(X,X?) C Im(®),
donc Im(®) = Vect(X, X?).

4. Soit PeR,[X], et 1 €C.

= On sait déja que 0 est valeur propre et que
Eo(®) = Ker(®) = (X — )X+ DR,_,[X].
- éi A # 0, alors ®(P) = AP entraine que
pP= l<I>(1>) =d (lp) € Im(®),
A A
d’ot1 P € Vect(X, X?).

On cherche donc les solutions P de I'équation ®(P) = AP sous la forme P =
aX+ bX2.
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Dans ces conditions, on a alors

d(P)=AP <= (a+ D)X -X)+(—a+b)(X*+X)

= A(aX+ bX?)
= (A-2)bX2—(A+2)aX=0
A=2)b =0
{(7» +2)a =0.

@ siA =2, alors

0 =
®(P) = 2P < &> a=0<=P=DbX?
4a 0

donc 2 est valeur propre et E,(®) = Vect(X?);
® si A =-—2, alors

-0

_0 — b=0<=P=4dX,

—4b
P(P) = —2P <> {o

donc —2 est valeur propre et E_,(®) = Vect(X) ;
® sinon (c’est-a-dire si A ¢ {—2,0,2}), alors

b =0
<I>(P)=kP<=>{ <~ P=0,
a =0
donc A n’est pas valeur propre de ®.
Une correction de l'exercice 12.2 énoncé

1. On sait que u est de toutes facons trigonalisable (puisqu’on est dans un C-espace
vectoriel),donc il existe une base % de E dans laquelle u a pour matrice une
matrice M = (m, ;) € #,(C) triangulaire supérieure dont les termes diagonaux
sont les valeurs propres A de u.

On sait que I'application ¢ — Mg?t(up) est non seulement linéaire mais vérifie aussi
k
que l\/gt(uk) = (l\/gt(u)) pour tout k € N, donc pour tout P € K[X],
I\/glt(P(u)) =P(M).

Or 'exercice de cours 5.3 prouve que les termes diagonaux de P(M) sont les P(\)

o


http://pc.cassin.free.fr/2024-2025/12-reduction.pdf#tcb@cnt@remarque.1.16
http://pc.cassin.free.fr/2024-2025/12-reduction.pdf#tcb@cnt@remarque.1.16
http://pc.cassin.free.fr/2024-2025/05-revisions-matrices-determinants.pdf#tcb@cnt@exercice.1.3

Exercices du chapitre 12. Réduction des endomorphismes et des
matrices carrées

pour i€l ; n].
Ainsi les valeurs propres de P(u), qui sont aussi les valeurs propres de sa matrice
P(M) dans la base 4, sont exactement les P(A) ot A € Sp(u), ¢.Q.F.D.
2. = Supposons que u est nilpotent.
Alors il existe p € N* tel que uP = 04, donc Sp(uP) = {0}.
Or d’apreés ce qui précede, Sp(uP) = {A? | A € Sp(u) }.
Donc,

A ESp(u) <= A =0<= A =0,c.QF.D.

= Réciproquement, si 0 est la seule valeur propre de u, alors son polynéme
caractéristique n’est autre que X", et le théoréme de Cayley-Hamilton nous dit
alors que u" =0 «(E), Ce qui prouve que u est nilpotent.

3. Notons Spg(u) = {A4,..., 1. }, et my,...,m, les ordres de multiplicité algébriques

respectifs de ces valeurs propres.

Ces notations supposent que les A; sont deux a deux distinctes.

Comme on sait que u est trigonalisable dans ., (C), notons T une matrice trian-

gulaire qui représente u, alors les termes de la diagonale de T sont les A, chacune

répétée m; fois.

Alors pour tout k € N, on sait que les termes diagonaux de T sont les A¥ chacune

répétée encore m; fois. Et donc, la matrice T* représentant u*, on peut affirmer

non seulement que les valeurs propres de u* sont les M‘ (ce que nous donnait la

premiére question), mais aussi que 1'ordre de multiplicité de 7»{.‘ reste m;.

On peut aussi affirmer que

T (o) = Te (1) = 3 mnk.
i=1

Ainsi, d’aprés I'énoncé, pour tout k € N[1 ; n], > mAk =o0.
i=1

Si 0 est valeur propre de u, on rajoute A,.,.; = 0 dans le spectre au départ de ce
raisonnement, mais A, disparait dans toutes les sommes, donc on peut suppo-

ser qu’en plus d’étre deux a deux distinctes, les valeurs propres Aq,..., A, sont
non-nulles.
On peut interpréter les r premiéres égalités comme le fait que (m;,...,m,) est
solution du systtme homogéne de matrice

7\% ...... XE

Ao p%

AL AL
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matrice qui a pour déterminant

Moo A, 1......... 1
g g Ay A,
o =g n | A2 A2
Mo A AT ATt
_ _ (en reconnaissant le déter-
= A Ay X 1<l;[<r(7‘1 M) minant de Vandermonde).
Ainsi comme ce systéme homogéne admet comme solution ((my,...,m,)) qui

est non nul, on peut dire que la matrice des coefficients n’est pas inversible, donc

que le déterminant ci-dessus est nul.

Ainsi Ay oA, x [T (A; —=X;) =0 mais cette égalité est absurde puisque les A;
1<i<j<r

sont non nuls et deux a deux distincts, donc u ne peut pas avoir de valeur propre

non nulle.

On a réussi a prouver que la seule valeur propre de u est 0, donc on peut conclure
que u est nilpotent d’aprés la question précédente.

Une correction de I'exercice 12.3 enoncé
Le polyndme caractéristique de A est

X+1 2

XA(X):det(XIZ_A)Z ‘ -1 X—2

‘:(X+ DEX-2)+2=X(X-1),

or R(0) = R(1) = 0, donc 0 et 1 sont racines de R, ce qui permet d’affirmer que
¥a = X(X — 1) divise R, autrement dit qu’il existe Q € R[X] tel que R =y, x Q.
Ainsi

R(A) = (xa x Q) (A) = xa(A) x Q(A)
_ (par le théoreme de Cayley-
=0, % Q(A) Hamilton)

=0,, C.Q.F.D.

Une correction de l’exercice 12.4 énoncé

Comme A? = —I,,, alors le polyndme X2+1 est un polyndme annulateur de A, donc les
valeurs propres de A font partie des racines de ce polyndme, autrement dit Sp(u) C

o
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{+i}.
On peut déja en déduire que le polyndme caractéristique de A est

xa(X) = (X — DX +1), avec k+£ =n.

De plus, comme A est une matrice a coefficients réels, on sait que si un nombre
complexe est valeur propre de A, alors son conjugué est aussi valeur propre de A
avec les mémes ordres de multiplicité. Donc k = ¢, et

X)) =X-D)'X+) =2 +1).
On en déduit que

w= 2{ =n, ce qui prouve que n est pair;
= Tr(A) =€ xi+{x(—i)=0.

"

Une correction de l'exercice 12.5 énoncé

(i) Comme u® — 3u? + 2u est 'endomorphisme nul, on peut affirmer que X3 —
3X2 +2X = X(X - 1)(X - 2) est un polyndme annulateur de u, donc que Sp(u)
10,1,2}.

— Le spectre de u étant I'ensemble des racines de y,,, on en déduit que la forme
factorisée dans C[X] (décomposition de d’Alembert) de y,, est de la forme

%u(X) =X (X - 1)™M(X—2)™,

ol mgy, m; et m, sont des entiers naturels qui peuvent étre nuls dans le cas
ol ils ne correspondent pas a une véritable valeur propre de u.

Et comme deg(y,) = dim (R®) = 6, on a de plus
mo + m1 + m2 - 6
— On remarque aussi que u est diagonalisable puisqu’il est annulé par un po-
lyndme scindé a racines simples.

(ii) L’énoncé nous confie que u est un automorphisme de R®, donc il est bijectif,
ce qui empéche 0 d’étre une valeur propre de u. Donc m, = 0, autrement dit
les seules valeurs propres possibles de u sont 1 et 2, avec m; + m, = 6.
(iii) Le polyndme caractéristique est scindé, donc Tr(u) = Y. m, x A, c’est-a-dire
AeSp(u)

8 =m; +2m,.
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(iv) Gréace a notre maitrise de techniques mathématiques hors de portée du commun
des mortels, nous déduisons des deux équations m;+m, = 6 et m;+2m, = 8 que
my; =4 et m, = 2, ce qui permet de conclure que le polyndme caractéristique

de u est

2 (X)) =X -1 (X-2)%

Une correction de U'exercice 12.6 énoncé

1. Par définition x,(X)= [] (X—A)™, donc
A€Sp(A)

w® =[] ®-r)m™,

A€SP(A)

or par hypothése, pour toute valeur propre A de A, A n’est pas valeur propre de
B, donc B — AI, est inversible.
Ainsi ¥, (B) est un produit de matrices inversibles, donc c’est une matrice inver-
sible.

2. Soit X € A, (C).
= SiX=0,, alors AX=0, =XB.
= Réciproquement, supposons que AX = XB, alors on montre d’abord par ré-

currence sur k € N que AKX = XBk, avec au ceeur de la preuve

AIX = AF(AX) = AK(XB) (par hypothese)
(par associativité du pro-
duit matriciel)

(par hypothése de récur-
rence)

= (A%X)B
= (xB*)B

— XBk+1 .

o
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n
Puis pour tout polynéme P = Y’ q,X* € C[X],

k=0
P(A) x X = (; akAk) X= ;ak (akx)
S (d’apres le point préceé-
Z;ak (XB") degf)res e point précé

n
_ « | (par linéarité a gauche du
=X (; 4B ) produit matriciel)

=X xP(B), c.Q.F.D.

En particulier en prenant P = y,, comme le théoréme de Cayley-Hamilton
nous donne y,(A) = 0,, on obtient 0, x X = X x y,(B), et en multipliant a
droite par l'inverse de y,(B), on obtient X =0,,.

3. Notons @ l'application X — AX — XB.

= Elle est linéaire car pour toutes matrices X,Y de .4, (C) et tous nombres com-
plexes A, .,

S(AX +uY) = A(AX +uY) — (AX +uY)B

(par bilinéarité de produit
matriciel (A,B) — A x B)
= M(AX — XB) + w(AY — YB) = A®(X) + pnd(Y).

= AAX + uAY — AXB — pYB

= C’est bien un endomorphisme de .#,(C) car si X € .#,(C), AX—XB € #,(C).

= D’aprés la question précédente, si ®(X) = 0, alors X = 0,,, donc Ker(®) =
{0,}, d’ott ® est injective, donc est bijective puisque c’est un endomorphisme
d’un C-espace vectoriel de dimension finie.

En particulier @ est surjective, donc pour toute matrice M € #,(C), il existe
X € #,(C) telle que ®(X) =M, c’est-a-dire AX —XB = M.

Une correction de 'exercice 12.7 énoncé
Notons dim (E) = n.
Le polyndme caractéristique y, de u est scindé dans K[X], donc ses racines sont
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toutes dans K, et y, est de la forme

= [T x-mm,

AeSpy (u)

ot l'ordre de muiltiplicité algébrique m, de chaque valeur propre A vérifie en parti-
culier 1 <m, <n.
Ainsi

(Pu)“=( I1 (x—x))

A€Spg (u)

=[] -

AeSpg (u)

— l_[ (X_x)m;nLnfm;\
AeSpg (u)

= l_[ (X_)\)m;\x l_[ (X_x)nfm;‘

AeSpg (u) AeSpg (u)
=Xu X Q,
ouQ= [J] (X—A)"™ estbien un polyndme de K[X] puisque n —m, > 0.
AeSpy (u)
Ainsi
(P, ()" = xu(u) o Q(u),

or le théoreme de Cayley-Hamilton nous dit que (1) = 0y, donc

(Pu(u))n = Og(E), C.Q.F.D.

Une correction de 'exercice 12.8 enoncé
D’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton, y;(f) est I'endomorphisme nul.

Or x¢(f) est la composée d’endomorphismes de la forme f — Aidg ol A est une
valeur propre réelle de f, et de la forme f2—2Re(u)f + |w|*idg, ol p. est une valeur
propre complexe non réelle de f.

Cette composée étant nulle, I'un au moins de ces endomorphismes n’est pas bijectif,
sinon leur composée serait bijective, donc non nulle.

w= Si f a (au moins) une valeur propre réelle A, alors f — Aidg n’est pas bijectif et
Ker (f — A idg) contient au moins un vecteur x non nul, qui vérifie donc f (x) = Ax,

o
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et dans ce cas Vect (x) est stable par f car

f (Vect(x)) = Vect(f (x)) (voir la proposition 4.10)
= Vect(Ax) C Vect(x).

= Sinon, f n'a que des valeurs propres complexes conjuguées, et en notant y
'une d’entre elles, I'endomorphisme 2 — 2Re(p)f + |u|?idg n’est pas bijectif,
et Ker ( f2—2Re(W)f + |pL|2 idEg contient au moins un vecteur x non nul, pour
lequel le plan & = Vect (x, f (x)) est stable par f, car :

(encore la  proposition

f(2)=f (Vect(x, f (x))) = Vect (f(x),fz(x)) 4.10)

= Vect(f (x), 2Re(u)f (x) — |ul* x)
el

=u =V

(car x € Ker (fz —2Re(u)f + IulzidE),
donc f2(x) =2Re(u)f (x) — [u|*x)
C Vect(f(x),x).

Une correction de l'exercice 12.9 énoncé
1. = Cherchons le polynéme caractéristique dont les racines seront les valeurs
propres :

X-3 -1 0
yX)=| 4 X+1 0
-4 8 X+2

X+1
=X+2)[X-3)X+1)+4]
=(X+2)[x*-2X+1]
=X+2)(X-1)>2

:(_1)3+3(x+2)'xg3 " ‘

Les valeurs propres sont donc —2 et 1.

= Déterminer les vecteurs propres revient a résoudre le systéme homogeéne de
matrice (des coefficients) M — Al,,.


http://pc.cassin.free.fr/2024-2025/04-revisions-algebre-lineaire.pdf#tcb@cnt@proposition.1.10
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Soit X = (g) e K3, alors

5 1 O
M+2)X=0|—-4 1 0(X=0
4 -8 0
9 0 O
— [4 1 0[(X=0<=x=y=0
bbb {4 -8 0
0 0
—X=|0|=2]|0
Z 1
0
donc E_, = Vect 0
1
= De méme
2 1 0
M-L)X=0|-4 -2 0 [X=0
4 -8 -3
2 1 0 —
= 0 0 0 [X=0= { ?{z _ 20;
Corien \20 0 =3 =
x 1 3
—X= —2x =—x| —6

20x/3) 3 \ 20

3
donc E; = Vect -6
20
= [a matrice n’est pas diagonalisable, car dim(E;) + dim(E_,) =2 # 3.
2. Les valeurs propres sont —3 et 3, et

2 -1 1
E_; = Vect 11,10 , et E5 = Vect —2
0 1 1

La matrice est diagonalisable, car dim(E_3) + dim(E3) =2+ 1=3.

o
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3. Les valeurs propres sont 2 et i, et —i.

Les sous-espaces propres sont

5
E, = Vect -9
6

E; = Vect

0

2 et E_; = Vect

-1-i

—1+i

La matrice n’est pas diagonalisable dans .#;(R), mais elle 'est dans .#5(C).

Une correction de l’exercice 12.10

1.

xa(x)=| 7

=| 7
x+1

=(x+1)

=(x+1)

—(x+ 1)((x —3)(x—1)=(=1) x 1)

x—1
0

1

6
x+1

-1
x—1
0
-1
x—1
0

Ly «—L;+1;

—6 L1<—L1 +6L3
6 L2<—L2_6L3
1

0

0

1

=(x+D(x*—4x+4)=(x+1)(x —2)°.

énonce

(en développant par rap-
port a la troisieme colonne)

Puis en résolvant les systémes homogénes de matrices A+1; et A—2I,, on obtient
E_,(A) = Vect((—2,2,3)) et E,(A) = Vect((—1,1,1)).
Comme 2 est une valeur propre d’ordre 2, et que le sous-espace propre associé

n’est que de dimension 1, on conclut que A n’est pas diagonalisable.

2. Notons u 'endomorphisme canoniquement associé a A, et e; =(—2,2,3) et e, =
(—1,1,1) les vecteurs propres trouvés dans la question précédente. Alors u(e;) =

—eq, et u(ey) = 2e,.

Cherchons a prsént un vecteur e; = (x, y,2) tel que u(es) = e, + 2e;.



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

x
Cette égalité, dans la base canonique €, en posant M(ﬂgt(e3) =X= |y |, équivaut
Z
a
-1
AX=| 1 | +2X,
1
-1
soit (A—2I)X=| 1
1
7 1 6 -1
| -7 -1 -6[x=]1 Ly <L, 14
-10 -1 -9 1) Ly =33 +Ly)
{7x+y+6z =-1 {y =z-1
x+z =0 x =-z
On choisit z =0, d’olt e5 = (0, —1,0).
-2 -1 0
La matrice P = Mégt(el, eg,es)=| 2 1 =1 estinversible car son détermi-
3 1 0

nant vaut 1, donc la famille (e;, e,, e3) est une base de R®. Dans cette base, u a
pour matrice B, donc A et B sont bien semblables.

Une correction de U’exercice 12.11 énoncé
1. Aprés calcul, on trouve detA = a(a + 1), ainsi :

= sia##0etaz#—1,alors, detA # 0 donc A est inversible, et rgA = 3 ;

0 0 1
= sia=0,A=|0 0 1| doncrgA=2;
01 0
0 -1 1
= sig=—1,alors A= | -1 0 1] doncrgA > 2 car les deux premiéres
-1 1 O

colonnes de A sont non colinéaires. Or detA = 0 donc rgA < 2, et on en
déduit que rgA = 2.

o
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2. Notons yx, le polynéme caractéristique de A, alors

A —a -1
a(AM)=det(Al,—A)=|-a A -1
—a -1 A
A—a—1 —a -1 1 —a -1
LRSI _g—1 A —1{=(h—a-D|1 r -1
A—a—1 -1 A 1 -1 A
1 —a —1

o D0 A4a 0 |[=(h—a—1DA+a)L+1).
balamh 0 —1+a A+1

Les racines de y,, c’est-a-dire les valeurs propres de A, sont donc a + 1, —a et
—1.

Il est important de traiter les éventuels cas d’égalité entre les valeurs
propres obtenues, ce qui peut échapper a premiére vue a I’éleve Cha-
prot puisque leurs expressions sont d’apparences différentes!

On remarque que

1
a+1=—a(:>a=—5,

a+l=-1<=a=-2,
—a=-1<a=1.

D’ot les cas suivants :

- siaé¢ {]1, —2,-1 }, alors A admet trois valeurs propres deux a deux distinctes,
donc elle est diagonalisable ;

- sia= %, xa=X-— %)2 (X+1), donc A est diagonalisable si, et seulement si, le
sous-espace propre associé a la valeur propre % est de dimension 2, or

1
1 1
1 i
A-Zl=|—-3 —3 1
2° ?
2

N[ =

>

1
— 1 -

est de rang au moins 2 puisque les deux premiéres colonnes de A — %13 sont
non colinéaires, donc par le théoréme du rang dim (E;) =1, d’olt A n’est pas
2
diagonalisable.
= On reproduit exactement le méme raisonnement dans le cas oli a = —2.

25/63
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\

1
1
1
par le théoreme du rang dim (E_;) = 2, et A est diagonalisable.

1 1
w Sia=1,ya=X-2)X+1)? etA+I; = 1 1| estderang 1, donc
1 1

"

Une correction de l'exercice 12.12 enoncé
Apreés calculs, on trouve, 3y = X(X? + ca — ba — bc).

»= Sica—ba—bc <0, alors xM=X(X— vca—ba— bc) (X—I— vca—ba— bc),donc

M est diagonalisable dans .#5(R), et a fortiori dans .#5(C), car elle possede trois
valeurs propres réelles distinctes.

Si ca — ba — bc =0, alors y; = X3, donc M a pour unique valeur propre 0.

Elle est donc diagonalisable si, et seulement si, elle est nulle (car la seule matrice
semblable a Al, est Al, elle-méme).

Si ca — ba — bc > 0, alors 0 est la seule valeur propre réelle et donc M n’est pas
diagonalisable dans .#5(R) car y(X) n’est pas scindé sur R[X].

En revanche, M est diagonalisable dans .#5(C) car elle admet trois valeurs propres
complexes distinctes.

J

Une correction de 'exercice 12.13 enoncé
1. Je vous laisse retrouver que y, = X> — 1 donc SpA = {1, j, j*}.

On en déduit que A est diagonalisable dans .#5(C) car elle admet trois valeurs
propres distinctes, mais pas dans .#5(RR) car son polyndme caractéristique n’est
pas scindé dans R.

1
. Aprés résolution, on trouve E;(A) = Vect (i), puis E;(A) = Vect (1_2 ), et, par
j

1
conjugaison (comme A est a coefficients réels), E;2(A) = Vect ( J ) .
j

1 1 1 1 0 O
AinsionaA=PDPlavecP=|1 j* j |etD=|0 j O
1 00 j

Par conséquent,

B = al; + bPDP~! + cPD?P~' =P (al; + bD +¢D?) P~

a+b+c 0 0
=P 0 a+bj+cj? 0 ,
0 0 a+bj*+cj

o
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Q1) o 0
C'est-a-dire,en posant Q =a+ bX+cX?, B=P| 0 Q@) 0 [pL.
0 0 QUG

On en déduit que B est diagonalisable et admet pour valeurs propres (distinctes

ou non) Q(1), Q(j) et Q(j?).

= SiQ(1), Q(j) et Q(j?) sont deux a deux distincts, alors B possede trois valeurs

propres distinctes Q(1), Q(j) et Q(j2), avec Eq1)(B) = E1(A), Eg(j5(B) =E;(A),
et EQ(jz)(B) =Ep (A).

= Si deux valeurs exactement parmi Q(1), Q(j) et Q(j?) sont égales, supposons
par exemple que Q(1) = Q(j) et Q(j*) # Q(1).
Alors B posséde deux valeurs propres distinctes Q(1) et Q(j2), et Eqy(B) =
E;(A) +E;(A) et Eg(j2y(B) = E2(A).
Je vous laisse retrouver les cas Q(1) = Q(j2) et Q(j) = Q(j?).

= Si Q(1) = Q(j) = Q(j?), alors B=Q(1)I; et Eq(1y(B) = C.

N J

Une correction de 'exercice 12.14 enoncé
1. Dans un premier temps

Im(f)=f(E) = f (Vect(ey,...,e,)) = Vect(f(e;),...,f(e,)) = Vect(v),

donc siv=0g alorsrg(f)=0etsiv#0zrg(f)=1.

2. Débarrassons-nous d’abord du cas ott v = O, dans lequel f est 'endomorphisme
nul et donc est évidemment diagonalisable.
Plagons-nous dorénavant dans le cas v # O, et notons y; le polynéme caracté-
ristique de f.
Comme rg(f) =1 le théoréme du rang nous donne dim (Ker(f)) =n — 1, donc
0 est valeur propre de f d’ordre de multiplicité algébrique my, = n — 1.
Par conséquent le polyndme caractéristique de f s’écrit 3, = X""'(X —2) ot A
est un scalaire (qui peut étre nul dans le cas ot my = n).
Ce polyndme caractéristique étant scindé, on peut en déduire que Tr(f) = A.

n
Mais si on note v = ). xyey, alors la matrice de f dans la base (e;,...,e,) est
k=1
xl DRI .xl

donc Tr(f) = Zn: X
k=1
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n
On en déduit que Y’ x; = A.
k=1

n
= Si Y. x, # 0, alors A # 0 donc 0 est valeur propre d’ordres de multiplicité
k=1
égaux a n— 1 et A est valeur propre d’ordres égaux a 1, donc f est diagona-
lisable ;

n
= si Z x, = A = 0 alors f a pour unique valeur propre 0, donc ne peut pas
k=1
étre diagonalisable car sinon f serait I'endomorphisme nul, ce qui est exclus
puisqu’on est dans le cas v # 0.

@ Dans le cas ot v # 0, comme v = x1e; + Xpey + ... + X,€,, alors
fW)=x1f(e)+xof (&) + ..+ x,f () = (X1 + -+ x,)v=02v

donc v est un vecteur propre de f associé a A, et en particulier si
A #0, onaE,(f)=Vect(v).

Une correction de l'exercice 12.15 énoncé
1. = Onremarque que f = id; —D ol D est la dérivation dans K, [X], donc f est bien
un endomorphisme de E comme combinaison linéaire d’endomorphismes de
E.
De plus, si P € Ker(f) alors P = P/, donc P est le polyndme nul car sinon
degP’ < degP ce qui empéche P =P’.
On en déduit que Ker(f) = {0} donc que f est bijective, autrement dit que

f € 9L(E).
1 -1 (0
1
= La matrice de f dans la base canonique est A = T
(0) 1

Le déterminant de cette matrice triangulaire supérieure est le produit de ses
termes diagonaux detA = 1, donc en particulier detA # 0 et f est bijectif.
2. Soit Q € E. Comme f est bijective, il existe un unique P € E tel que f(P) = Q,
c’est-a-dire P — P’ = Q.
Par dérivations successives on obtient pour tout k € N, P — pl+) — k) " ot

en additionnant ces pour k allant de 0 & n, on obtient par somme télescopiques
P—P*D = Q4+ Q +---+ QM c’est-a-dire, puisque P étant de degré inférieur a

o
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n, P =0,

P=Q+Q +---+Q".

3. D’apres la matrice A obtenue dans la premiére question, la seule valeur propre
de A, donc de f, est 1, donc si f était diagonalisable, alors f aurait pour ma-
trice I'unité dans une base de vecteurs propres, ce qui n’est possible que si f est
I'identité, ce qui est faux. Par conséquent, f n’est pas diagonalisable.

Une correction de I’exercice 12.16
1.

2. La base canonique de #,(R) est

B8 -Gl ()

donc
1 0 1 1
eAD=AI-1A=(] o]-lo o
0o -1
De méme
3,(J)=—-I+L
3,(K)=1—-1L
&,(L)=J-K
Ainsi
o -1 1 0
Mat @)= | L 0 O 1
[I,J,I?,L] AZ™ 1 0 0 -1
0 1 -1 O

énoncé

(o 1)

Il nous saute aux yeux que cette matrice est de rang 2, donc rg(®,) = 2.

3. = Le polyndme caractéristique, que I'on décide de noter % (X), de ®, est celui de
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sa matrice dans n'importe quelle base, en particulier :

X 1 -1 0]|L <L —XL,
(x) = 1 X 0 -1
XX=1_1 0 X 1|Lely+i,
0 -1 1 X
0 1-X* -1 X|L <L +(1-X>L,
10X 0 -1
0 X X 0| LyeL3+XL,
0o -1 1 X
0 0 —-X* X(2-X3
1 x o -1
—0 0 2X X2
0 -1 1 X
0 0 —X 2-X| L —L+3Xl3 | L; =L,
:le X 0 -1 Ly, —1,
0 0 2 X
0 -1 1 X
1 X 0 -1
,0 -1 1 X
=X
0 0 1 X/2
0 0 0 4-Xx2

= -X24-X)=X3X?-4) =X*(X - 2)(X+ 2).

= On en déduit que les valeurs propres de ®,, qui sont aussi les valeurs propres
de sa matrice, sont 0 (on le savait déja car rg(®,) = 2), —2 et 2.

o
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= Notons M la matrice obtenue en question 2.

(~2 -1 1 0\ Ll

-1 -2 0o 1 L, —L,+L,
M=2L=11 o -2 -1 Ly « Ly + 2L,
\0 1 -1 -2
(10 -2 -1
[0 -2 =2 0 | L1421,
\0 1 -1 -2
(10 =2 —1\
o0 -4 -4
- 0 0 _4 _4’ L3<_L3_L2
\0 1 -1 -2/
/1 0 -2 -1
o0 -4 -4
oo 0o o
\0 1 -1 -2/
donc
—t -1
t 1
M-2[)X=0=X= | =t 1
t 1

. -1 1
ce qui permet de conclure que E,(®,) = Vect ((_1 )) .

-1 -1
De méme, on obtient E_,(®,) = Vect (( 1 1 )) :

Pour Ey(®,) = Ker(®,), on sait que rg(®,) = 2, donc avec le théoréme du
rang Ey(®,) est de dimension 2. Mais on remarque que

Dp(l) =@y (((1) (1))) =0,,

donc ces deux matrices I, et , qui sont linéairement indépendantes,

0 1
1 0
sont dans Ey(®,) qui est de dimension 2.

01
Par conséquent, I, et (1 O) forment une base de Ey(®,).
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4. Enfin, la somme des dimensions de ses trois sous-espaces propres est bien égale

a4,

-

donc ¢, est diagonalisable.

On le savait déja grdce au théoréme spectral (ou théoréme fonda-
mental de ’algébre) car sa matrice est symétrique réelle!

Une correction de I’exercice 12.17 énoncé

1. (@

(©

(NI

Le produit matriciel donne

Ay =Uy x VT
1 -1 -1 1 -1
-1 11 -1 1
=[x 1 )= 4
1 -1 -1 1 -1

et ses 4 colonnes étant colinéaires (au vrai sens du terme), A, est de rang 1.
1

Le vecteur U, = | n’est pas nul, et vérifie
0

AgU; =04, =0x Uy,

donc 0 est valeur propre de A, et U; est un vecteur propre associé.

1 1
0 0 .

On remarque que U, = 1 etU; = 0 sont aussi vecteurs propres de
0 -1

A, associés a la valeur propre 0.

De plus, au vu des trois derniéres coordonnées de ces trois vecteurs, on peut
affirmer que la famille (U;, U,, Us) est libre.

Or grace au théoréme du rang
dim(E(Ay)) = dim(Ker(Ay)) =4 —rg(Ay) =3,

donc la famille (U;, U,, Us) étant libre dans E,(A,) qui est de dimension 3,
on peut conclure que c’en est une base.

-i)- Le produit matriciel nous donne aussi AU, = —2U,.

-ii)- Ainsi, Uy, qui est non nul, est un vecteur propre associée a la valeur
propre —2.
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La matrice P dont les colonnes sont Uy, U;, U,, U; donne aprés 'opé-
ration C; < C; — C; + C5 + C4 une matrice triangulaire supérieure de
déterminant 2. Elle est donc inversible.
Ainsi (Uy, U;, Uy, Us) est une base de #,(R) formée de vecteurs
propres de Ay, ce qui prouve que A, est diagonalisable dans .#,(R).
Autre méthode : on a déja vu que dim(Ey(A)) = 3, et on sait que —2
est valeur propre de A donc dim(E_,(A)) = 1. Ainsi comme les sous-
espaces propres sont en somme directe, dim(Ey(A)) + dim(E_,(A)) <
4. On en déduit que dim(E_,(A)) = 1, puis que dim(Ey(A)) +
dim(E_,(A)) = 4, ce qui prouve que A est diagonalisable.

-iii)- Comme la matrice P définie ci-dessus est la matrice d’une base de vec-
teurs propres de A, alors Ay = PDP™!, ot D est la matrice diagonale
D = diag(—2, 0, 0, 0) formée des valeurs propres correspondantes.

2. Soit n = 2 et A € #,(R) une matrice de rang 1.

(@)

€1
On désigne par C= [ : | la premiére colonne non nulle de la matrice A.
Cl’l

Comme le rang de A est 1, les colonnes de A sont colinéaires, donc il existe
(£q,...,£,) € R" tel que les colonnes de A soient successivement £,C, £,C,...
et {,C.
Cela se traduit matriciellement par I'égalitt A = CL, ot L = ({;...£,) €
My, (R).
De plus la matrice L est bien non nulle car une des colonnes de A est C donc
le coefficient correspondant £; vaut 1.
Le i-eme coefficient diagonal de A est ¢;¢;. D’ou
n
Tr(A) = Zcifi =1C.
i=1
Puis
A% =(CL)(CL) = C(LC)L = C x Tr(A) x L = Tr(A)CL
= Tr(A)A.

La question précédente prouve que le polyndme X2 — Tr(A)X =
X (X*>—Tr(A)) annule A. Donc le spectre de A est inclus dans 'ensemble
des racines de ce polyndme, c’est-a-dire {0, Tr() }.

Le réel 0 est valeur propre de A car A n’est pas inversible. Le théoréme du
rang affirme que la dimension de I'espace propre associé a la valeur propre
Oestn—rg(A)=n—1.
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"

()

Onavuque A=Cx L, donc

AXxC=CxLxC=Cx (LC) =Tr(A)C,
~—~—

=Tr(A)

donc, puisque C est non nulle, on en déduit que Tr(A) est valeur propre de
A.

On sait que 0 est valeur propre de A d’ordre au moins n—1 et que le spectre de
A est {0, Tr(A)}. Ainsi le polyndme caractéristique de A est X*~! (X — Tr(A)).

= SiTr(A) # 0 alors la dimension de chacun des espaces propres vaut |'ordre
de multiplicité de la valeur propre correspondante. Dans ce cas, A est
diagonalisable.

w= Si Tr(A) = 0 alors 'ordre de multiplicité de la valeur propre 0 est diffé-
rente de la dimension de I'espace propre relatif. Dans ce cas, A n’est pas
diagonalisable.

Comme fof #0 il existe v € E tel que f o f (v) # 0. Comme Im(f) = Vect(u)
il existe a € R tel que f(v) = au. Ainsi,

0# fof(v)=f(au)=af(u),

d’ott f(u) #0.

Or, par définition, f(u) € Im(f), et Im(f) = Vect(u), donc il existe A € R tel
que f(u)=Au.

Comme f(u) # 0, on en déduit que u # 0, A # 0 et par suite A est une valeur
propre non nulle de f.

Si on note A la matrice de 'endomorphisme f de E dans une base donnée,
alors A est une matrice de rang 1, d’apreés la question précédente A posséde
une valeur propre non nulle (qui est forcément sa trace d’aprés la question
2).

Ainsi grace a la question 2.(f), on peut affirmer que A est diagonalisable, et
donc que I'endomorphisme f I'est aussi.

J

(NI

Une correction de 'exercice 12.18 enoncé
1. (Analyse :) Si &, est un endomorphisme de E, alors &,(X*") € E. Or

1 2n
(I>a(X2n) =2n (Z —XZ) XZn—l + aXXZn — (a _ zn)XZrH—l _ szn_l:

donc ®,(X?") € E si et seulement si deg (®,(X*")) < 2n si, et seulement si, a—2n =



Exercices du chapitre 12. Réduction des endomorphismes et des
matrices carrées

0&< a=2n.
(Synthese :) Réciproquement, prenons a = 2n.

= &, est linéaire car la dérivation est linéaire et le produit des polynémes est
bilinéaire (on s’en contentera...)

2n
= Pour tout P= Y q, X €E,
k=0

deg (®,,(P)) < max (2 +deg (P'),1+deg(P)) =1+deg(P)<1+2n,

et le terme de degré 2n+1 de

2n 2n
®,,(P) = G —XZ) (Z kakal) +2nX (Zakxk)
k=1

k=0
est
—X? x (2n)a2,X*" 1 + 2nX X a,,X*" = (a — 2n) a,, X*"*' =0,
=0

donc @,,(P) €E.
= Donc, ®,, est un endomorphisme de E.

Conclusion : ®,, est un endomorphisme de E si et seulement si a = 2n.

2. Soit A € [-n,n].
(Analyse :) S'il existe (a,B) € N? tels que ®,,(P) = AP, alors

= Sia=pf=0,P=1, donc &,,(P) =0+ 2nX # AP, donc (a, ) # (0,0).
= Sia=0etp>0,P=p (X— %)ﬁ_l, donc

1 1)\ P21 1\P
)
. 1 1\P 1\ B
=—f (X‘i‘ E) (X_E) +2nX (X_E)
)
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De la méme fagon, sip =0 et a > 0, ,,(P) = ((Zn —a)X— %’1) P. Enfin, si
a>0etf >0, alors
1\* 1)1
X+-| [x==
) (-3)

) (et) (o o)
el )

1
&, (P) = (Z - Xz) P’ +2nXP

—_ (x+ 1) (X—l) (x+1)a1 (x—l)ﬁl ((a+[5)X+ ﬁ_—“)
2 2 2 2 2
1\ 1\f
+2TlX(X+E) (X—E)
=(X+1)a(x—1)ﬁ(2nx—(a+[3)x—ﬁ_—a)
2 2 2

(¢ p-a
—(( n—a—[ﬁ)X—T)P.

P/

1

e
N
b
+
N | —
—
Q
N
~
>

|
=

=
~

donc

Cette expression est encore valable pour « = 0 et 3 > 0 et pour § = 0 et
a>0,doncona:

p—a
V(e B) €N\ {(0,0)}, By (P) = ((2n Ca—pX-— T) b

= On a donc, pour (a,p) € N2\ {(0,0)},

2 — — = :2 =
<I>2n(P)=7xP<=>{n a—P=0 (:){a—HS n @{a n+Aa

a—f _ — —
T—)\. (1—[3—27\ [5—1’1—7\.

(Syntheése :) Réciproquement, pour a =n+Aetf=n—A2,
= comme A € [-n,n],n+AeNetn—AeN,

= P = (X—|— % ¢ (X — %)ﬁ est donc un polyndédme comme produit de polynémes
etdeg(P)=a+pf=n+A+n—A=2n,doncP<E.
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= comme (n+A)+(n—A)=2n#0,ona(n+A,n—2A)#(0,0), donc, par
I'analyse, ®,,(P) = AP
Conclusion : Pour tout A € [—n,n], (a,) = (n+A,n—A) est 'unique couple
dentiers tel que P= (X+ 1) (X~ 1)" € E et #,,(P) = AP.
3. = De la question précédente, on déduit que tout A € [—n,n] est valeur propre
A Y
de &, parce que le polyndme non nul (X+ %)H (X - %)n est un vecteur
propre associé.
Donc d’une part, [—n,n]] € Sp(®,,), et pour tout A € [—n ; n],

1 n+A 1 n—»a
Vect ((X+ 5) (X - 5) ) C E) (®5,).

= Mais &, est un endomorphisme de E, et E est de dimension 2n + 1, donc
card(Sp(®,,)) < dimE = 2n + 1, et comme [—n,n] contient 2n + 1 éléments
deux a deux distincts, on peut conclure que Sp(®,,) = [-n, n].

= Par conséquent, ®,, admet 2n + 1 valeurs propres distinctes, ce qui est une
condition suffisante pour affirmer que ®,, est diagonalisable et que tous ses
espaces propres sont de dimension 1.

= Ainsi, par inclusion et égalité des dimensions, on sait que

1 n+A 1 n—»a
E;\(‘I>2n)=Vect((X+ 5) (X_E) ),

n+A n—»A
autrement dit le polyndme (X + %) i (X - %) constitue une base de
Ek(q)Zn)'
4. D’une part ¢,,(1) = aX et, pour tout k € [1,2n],

1 k
®,, (X)) = (Z - xz) kX1 4 2nXk Ll = (2n — k)X + ZXH'

Donc en notant A = (a; ;) € #5,11(R) la matrice de ®,, dans la base canonique
de E, on constate que a; , = 0 pour tout k € [0,2n], car a; est le coefficient de
degré k de ®,,(X").

Ainsi A a sa diagonale nulle, et a pour spectre le méme spectre que ®,, c’est-a-dire
[—n ; n].

De plus A comme &, est diagonalisable, donc il existe une matrice inversible P
telle que

A=P xDiag(—n,—(n—1),...,0,1,...,n) x P71,

37/63
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Posons alors B=A+nly,,; :

B = A+nl,, ; = PDiag(—n,—(n—1),...0,1,...,n)P~! + P(nly,,,)P"*
= PDiag(0,1,...,2n)P7 1,
donc B est diagonalisable et Sp(B) = [0,2n].
De plus, comme B = A + nl,, 4, les coefficients diagonaux de B sont tous égaux
an.
La matrice B vérifie donc les conditions demandées dans 1'énoncé.

5. Comme

B? =P x Diag(0,1,...,2n) x P~! x P x Diag(0,1,...,2n) x P~}
=P x Diag(0,1%,22,...,(2n)?) x P71,

la matrice B? est diagonalisable et a pour spectre Sp(B?) = {0,12,...,(2n)?}.
Or, B> = (A+nly,1)* = M@gt((%n +nidg)?), donc ¥ = (®,,, + nidg)? convient.

Une correction de U'exercice 12.19 énoncé

1. (a) @ Prouver la linéarité de facon classique est ici pénible @ mon goiit,
je vous propose une méthode alternative dont vous me direz des
nouvelles!

. a b
Pour toute matrice A = (c d) €E,,
A)— (@a+b)—a (a+b)—b\ (b a\ (a b\(0 1
u(A) = (c+d)—c (c+d)—d) \d c¢) \c dJ\1 O
B 01
=AX 1 0l
Ainsi 'application u va bien de .#,(R) dans .#,(R), et est linéaire par la

bilinéarité du produit matriciel (M, N) — M x N.
(b) Par de menus calculs

u(Ky) =Ks, u(Ky) =Ky, u(Ks) =Ky, u(Ky) =Ky,

o
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donc
0010
000 1
Mat)=1| 1 5 o ¢
0100

En échangeant la premiére et la troisieme colonne, ainsi que la deuxiéme et
la quatrieme, de h/([ﬁat(u), on obtient une matrice qui a le méme déterminant,

et cette matrice est la matrice unité, donc le déterminant de Mg;it(u) est non

nul, ce qui prouve qu’elle est inversible, donc que u est un automorphisme
de E,.

(c) On remarque que pour tout i € [1 ; 4], u?(K;) =K; donc u? = idg, .
On en déduit que u est une symétrie.
Par conséquent, elle est diagonalisable et des valeurs propres sont —1 et 1.
On remarque aussi que

= u(K; +K3) =K +K; et u(K,+K,) =K, +Kg, donc
Vect (K; +Kg, K, +K,) € Ker (u—idy, ),
= etque u(K; —K3) =—(K; —K3) et u (K, —K,;) = — (K, —K,) donc
Vect (K; — K3, K, —K,) C Ker (u + idEZ) .
Or on sait que
4 =dim(E,) = dim (Ker (u - idEz)) +dim (Ker (u + idEz)) ,

et les deux inclusions ci-dessus prouvent que ces deux sous-espaces vectoriels
sont de dimension au moins 2.

Par conséquent ils sont de dimension 2, et donc
Ker (u —idg, ) = Vect (K; +Ky, K, +K,) ,

et Ker (u + idEz) = Vect (K; —K3,K, —K,) .

2. = Sin=2,etA€cE,, onavuquon obtient u(A) en échangeant les colonnes de
A, donc

det(u(A)) = —det(A).

39/63
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= Sin=3, et A= (A|A;|A;3) €E,, alors

det (U(A)) =det (Az + A3 |A1 + A3 |A1 + Az)

e, A (F2AA + Al + )

= —2det(A;]|A; +As|A; +A)
= —2det (A;]|Az|A
CyeCymCorCyCaC, det(A;]A;3]|A,)

=, T2det(Ay]Ag|Ag)

5 «—Cs3

=2det(A).

n
3. Avec I'opération C; <~ C; 4+ >, C;, ona
j=2

det (u(A)) = det (B, |By|...|B,) = det (ZBJ» | BZI...IBH) ,
j=1

n

mais

n

n
Bj=nS—» A;=(n-1) A,
=1 =1 =1
donc

det(u(A)) = (n—1)det(A; +++-+A,|By]...|B,)

_ (avec C; « C; — G,
=(n—1)det(A;+---+A, | —A,|...| —A,) pour 2% j < )
=(-1)(-1)""1det(A).

4. Soit A € A, (K).

(@) Par définition de u, pour tout j € [1 ; n], la j® colonne de u?(A) = u (u(A))
est

n n
_ (on I’'a vu dans la ques-
kgl:Bk Bj=(n 1);/\1( Bj tion précédente)

=(n—1)S—B;=(n—1)(A;+B;) — B,
=(n—1A;+(n—2)B;.

On en déduit que 1% (A) = (n— 1D u(A)+ (n—2)A.
@
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Cette relation étant vraie pour toute A, on conclut que
> —(n—-2)u—(n—1)idg =0,

donc que P =X? — (n —2)X — (n — 1) est un polyndme annulateur de u.

Ce polynéme annulateur se factorise sous la forme P = (X+ 1) (X — (n — 1)),
c’est-a-dire un polynéme scindé a racines simples, qui admet pour racines
—letn—1.

On en déduit d’une part que u est diagonalisable,
et d’autre part que Sp(u) c {—1,n—1}.

= Pour tout A € %, (K),
u(A)=-A<=Vje[l;n], S—A;=A;
< S=0.

Donc E_;(u) est 'ensemble des matrices dont la somme des colonnes est
nulle.

= Pour tout A € 4, (K),
uA)=(n—-DA<=Vje[l;n], S—A; =(n—1A;
—=Vje[l;n], Aj=%S
A =---=A,

Donc E,_;(u) est 'ensemble des matrices dont toutes les colonnes sont
égales.

Soit A= (a;;) € M,(K).
Gréce a la formule du produit marticiel, pour tout (i,j) € [1 ; n]?,

n n

(AxU,);; = Zai,k(Un)k,]’ = Z a; (1 - 6k,j)

k=1 k=1
n

= § :ai,k —4ijs
k=1

donc la j¢ colonne de A x U,, sont les colonnes de u(A).
Autrement dit, pour tout A € ., (K), u(A) =A x U,.
On en déduit que

W?(A)=(AxU,)xU,=Ax U2

41/63
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V=0, -L)=0-2],+1,

et pour tout (i,j) € [1 ; n]?,

(1) =Zn:1 x1=n=nx(J,);
k=1

donc J% =nJ,, et
U2=(n-2)J,+1,=(n-2)(U,+1)+1I,=(n—-2)U,+(n— 1L,
Ainsi

WA =Ax(n—-2)U,+(n—1DI)=(n—2)Ax U, +(n—1)A
= ((n —2u+(n— l)idEn) (A), c.Q.F.D.

Une correction de 'exercice 12.20 enoncé
= Je vous laisse prouver que ¢ est un endomorphisme de K[X].

= Soit P € K[X], et A €K,
¢(P) = AP <= P(X) + (X — 1)P'(X) = AP(X)
S X-1DPX)=A-1PX)
A—1
—VxeR\{1}, P(x)= —1P(x),
X —
or un corollaire du théoréme de Cauchy sur les équations différentielles (on verra
ca plus tard, pas d’impatience) nous permet d’affirmer que les solutions sur
]—o00; 1[ et ]1 ; +oo[ de I'équation différentielle linéaire du premier ordre (E) :

y' = E y forment une droite vectorielle engendrée par n’importe quelle solution
particuliére (non nulle, bien sir).

® (Sur notre brouillon, a I’abri des regards, on cherche une solution comme

o
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en physique
A—1 oA -1
y'= ye=L=
x—1 y x-—1

= In(y)=(A—1DIn(x—1)

sur le brouillon le prof de maths n’a pas le droit de venir
chipoter, donc on écrit In(y) sans se soucier de ce que
y>0

— y = e(k—l)ln(x—l) — (X _ 1)7»—1

et la on se dit que c’est un peu béte qu’on n’ait pas vu cette solution
d’entrée mais bon tant pis c’est pas grave.)

La fonction x — (x — 1)*"! est solution sur ]—oo ; 1[ et ]1 ; +oo[, donc les
solutions sont des multiples de ces solutions.

Ainsi
p(P)=AP<3ICeK, P=C(X-1*7,

donc

@ siA eN* alors A—1 €N, donc (X—1)*"! est bien un polyndme, autrement dit
un élément de I'ensemble de départ K[X], non nul, ainsi A est valeur propre
de ¢ et E, () = Vect ((x— 1)1—1) .

® sinon, A — 1 ¢ N, donc (X — 1)*! ¢ K[X]. ainsi la seule solution dans K[X]
de I'équation @(P) = AP est la solution nulle, et par conséquent A n’est pas
valeur propre de ¢.

= Ainsi pour tout k € N*, (X — 1)X est vecteur propre de y, ainsi la famille
((X - 1)k)k€N, qui est une base de K[X], est formée de vecteurs propres de ¢,
donc ¢ est diagonalisable.

Une correction de 'exercice 12.21 enoncé
= Supposons que u est diagonalisable, alors il existe une base (ey,...,e,) de E for-
mée de vecteurs propres de u.
Soit F un sous-espace vectoriel de E, de base (x,...,x,), grace au théoreme de
la base incompléete, on compléte cette famille libre (x;,..., x,) avec des vecteurs
de la base (e, ...,e,), en une nouvelle base de E.

On peut noter cette base (xq,...,x
e;.

0>€15 -+ €n_p), quitte & réordonner les vecteurs
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\

Ainsi G = Vect(ey, ..., €,_,) est un sous-espace vectoriel supplémentaire de F stable
par u.

Réciproquement, par I'absurde, supposons que u n’est pas diagonalisable.

Alors G = B cg ) Ea (1) est un sous-espace vectoriel de E strictement inclus dans
E. a alors E,; en somme directe mais E; ; @ ... D Ey . # E (X)) 1<i<k sont les valeurs
propres)

Considérer alors la restriction de u a G un supplémentaire de F =E,; ... P E,
stable par u, son polyndme caractéristique divise celui de u sur E. Aboutir & une
contradiction...

J

Une correction de 'exercice 12.22 enoncé
On commence par remarquer, en extrapolant 1'égalité de diagonalisation ci-dessous

o3 5)o )=l 5)

que l'on peut écrire

L, -L\(A 2A\(l, L\ (A 0,
0, I, Jlo, 3a)lo, 1,/ T \o, 3aA)

0, 3A

Ainsi B = (é\n gﬁ) est semblable a C = (A 0") )

Par conséquent :

1.

Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P et une matrice
diagonale D telles que A =PDP~!, donc

A 0, _(PDP! 0,
0, 3A) | 0, 3pDP!

(P 0,)\(D 0,\(P! o0,
—\o, pJ\o, 3D/{o0, P!

donc C est diagonalisable, d’ot1 B est aussi diagonalisable.

Réciproquement, supposons que B est diagonalisable , alors I'’endomorphisme u
canoniquement associé a B est encore diagonalisable. Mais la forme triangulaire
par blocs de B montre I'existence d’un sous-espace vectoriel F stable par u, dans
lequel u induit un endomorphisme i, qui a pour matrice A dans une certaine
base. Or d’aprés la proposition 12.18,i est diagonalisable comme u, donc A est
diagonalisable.

On a prouvé que B est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable.

o
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Une correction de I’exercice 12.23 énoncé

1.

2.

= La matrice A € .#,(C) posséde n valeurs propres deux a deux distinctes,

donc elle est diagonalisable, et ses sous-espaces propres sont tous des droites
vectorielles.

Soit X un vecteur propre de A, alors AX = AX, A étant une valeur propre de
A. Dol

BAX = B(AX) = ABX,
et BAX = ABX = A(BX) (car AB =BA) )

ainsi BX est aussi dans E, (A). Or X # 0, et ce sous-espace vectoriel est une
droite vectorielle, donc E, (A) = Vect(X). Par conséquent, BX € Vect(X), autre-
ment dit il existe u. tel que BX = u.X, ce qui prouve que X est aussi un vecteur
propre de B.

Ainsi la base de vecteurs propres de A est aussi une base de vecteurs propres
de B, et B est aussi diagonalisable.

(@) SiX?=Aalors AX=X?> xX=X3 =X x X2 =XA, donc X et A commutent.
(b) Dans ce cas, X et A sont diagonalisables dans la méme base de vecteurs

propres, ou plutdt X et A sont semblables & une matrice diagonale via la
méme matrice de passage P. Notons ces matrices diagonales

A 0:oen-n 0
0 Ay "-. -
D T 2 e
PT"AP=D= 0
0-----'0 A,
et
& 0.----- 0
0 & . -
“lvp . A . 02,
P XP=A= 0
0-----:0 9§,
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Notons aussi Sp(A) = {Aq,..., A, }, alors
X2 =A< (PAP )2 =PDP™!
<= PA?P~ ! =ppp!

< A?=D
5% 0'.. ..... 0 A O0:een-n 0
0 6% : _ Q. )\.2
0| - 0
0----.: 0 531 0---..: 0 A,
i)\i/z O vvvnnnn 0
1/2 :
= A= 0 %7”2 - ‘0
[ DT 0 +£A1/2
i)\}/z O vvvnnnnn 0
1/2 :
e—x=p| 0. Fh e Pt
.. 0 ’
[ P 0 +£A1/2

(en notant z'/? une des deux racines carrées complexes d’'un nombre com-

plexe z).
3 00
3. Lamatrice A= |8 4 0| a 3 valeurs propres distinctes qui sont 3, 4 et 1, et
5 0 1
on vérifie que
3 00
A=P[0 4 0 |p!
0 01
avec
2 0 0
P=|-16 1 O
5 0 1

les trois colonnes de P étant les vecteurs propres respectifs obtenus
par résolution des trois systémes (A — AI3)X = 0 avec A € {3,4,1}, ou
par n’importe quel moyen qui nous donne un vecteur propre non nul

pour chacune des trois valeurs propres.

o
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La méthode de Gauss-Jordan (opérations sur les lignes de (P | 13) jusqu’a obtenir

(13 | P‘l)) nous donne

%00
p1l=|8 1 0
5

-2 0 1

Ainsi d’apreés la question précédente, les solutions de I'équation X2 = A sont

+/3 0 0
X=P| 0 £2 0 [P},
0 0 =1
ce qui nous donne 9 solutions.
Une correction de 'exercice 12.24 énoncé

soit M une solution, c’est-a-dire une matrice de .#,(K) qui vérifie
01
n __
M = (0 0) .

(i) Soit A une valeur propre de M, alors il existe une colonne X non nulle telle
que MX = AX.

On en déduit alors par récurrence que M"X = A"X, donc que A" est valeur

Premiére méthode

1
0 ol Or cette derniére a pour unique valeur propre O,
donc A" =0, dott A =0.
(i) La matrice M est trigonalisable dans .#,(C), car son polyndme caractéristique
est forcément scindé dans C[X], autrement dit, sachant que O est sa seule
valeur propre, il existe un nombre complexe a tel que M est semblable a

T— 0 a
—\0 o)
Mais comme T2 = 0,, on en déduit que M? = 0,, et pour tout entier n > 2,

01
M" = 0,, ce qui rend impossible |'égalité M" = (O 0) )

propre de M" =

(iii) On conclut que

= sin>2, iln’ya pas de solution;
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0 a
= sin =0, point de solution non plus car M° =1, # (0 0) ;

0 1
= sin=1, il y a évidemment une solution unique qui est (0 0).

Deuxiéme méthode : on suppose n > 1, car I'équation n’a pas de solution pour

=0,et te J= 01
n=0,etonnoteJ=|, ..
(i) MJ=M""! =JM, donc M commute avec J.

b
Or si on prend M = ((CI d)’ alors

mi= (2 W etom= (€ ¢
=lo ¢/t"™M=10 o)

a b
donc la forme nécessaire de M est M = (0 a)’ ott (a,b) e K2.

(ii) Or J%2 =0, donc M?" = 0, et M n’est pas inversible (sinon M?" le serait aussi
car un produit de matrices inversibles est une matrice inversible), donc a = 0.
(iii) Mais alors M" = b"J", donc M" =0, dés que n > 2, d’ol :
= pour n > 2, I'équation n’a pas de solution ;
= pour n =1, la seule solution est M =J

" J

Une correction de I'exercice 12.25 enoncé
7 3 -4
Notons A la matrice | =6 —2 5 |, ainsi que son endomorphisme canonique-
4 2 -1
ment associé
A: R3 — R3
X — AX
2 0 0
et Tlamatrice [0 1 1
0 0 1
= Trigonaliser A sous la forme T consiste a trouver une base (X;,X,,X;) de R? telle
que
Mat (A)=T
(X1,X5,X3)

o
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ou moins abusivement

A=PTP louP=|X; X, Xj

autrement dit trouver rois vecteurs X;,X,, X5 tels que

AX; = 2X;, c’est-a-dire (A —2[3)X; =0

AX, =X,, C'est-a-dire (A—13)X, =0

AX; =X, + X3, c'est-a-dire (A — I3)X; =X,
(X;,X5,X3) est libre.

En résolvant les systémes on peut choisir X; = (1,1,2), puis X, = (1,—2,0), et
enfin X; = (—1/2,0,—1), et on vérifie que ces trois vecteurs forment bien une

base.
Ainsi
1 1 -1/2
A=PTP lavecP=|1 -2 0
2 0 -1

0
0
et on en déduit par un produit que pour tout n € N

2tly4n—1 2"4+2n—-1 —-2"—3n+1

AM=pTpl=|2""'—-8n—-2 2"—4n —2"+4+6n+1
2n+2 —4 2n+1 -2 _2n+1 +3
Une correction de I’exercice 12.26 énoncé

" P . 5 —6
1. Le polyndme caractéristique de la matrice A = 1 o |est

x—5 6

1 5 =x(x=5)+6=x%>—5x+6=(x —2)(x —3).
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Donc A admet deux valeurs propres deux a deux distinctes, 2 et 3, ce qui per-
met d’affirmer qu’elle est diagonalisable (et que ses sous-espaces propres sont de
dimension 1, mais ¢a on s’en fiche ici).

On remarque que
A—2I, = G’ :g) donc (A — 21,) G) =0
et de méme (A — 3I,) G) =0
donc

2 3 2 0
_ -1 _ _
A=PDP " avec P = (1 1) etD—(O 3).

On en déduit par récurrence que pour tout n € N,

2" 0
A" =PD"P! = P( 0 BH)P_l.

Enfin, par la méthode de notre choix,

donc je vous laisse faire le calcul.

u
2. Pour tout n €N, on pose V,, = ( ZH), alors pour tout n € N,
n

Vn+1 = Avn

donc par récurrence, pour tout n € N,

-2
vV, =A"V, = PD”P‘l( 1 )

(L 3 (2

- 1 -2 1

D 531 p 5x2"

- -4 ) "\ —4x3"

(2 3\ [ 5x2" [(5x2M—4x3"!

“\1 1)\ —-4x3") " 5x2"—4x3" )’
ce qui permet de conclure que

VneN, u,=5x2"—4x3"

o
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Une correction de 'exercice 12.27 enoncé
() On remarque déja que la matrice I, est solution.
(ii) Prenons une matrice M qui vérifie les conditions de 1’énoncé.
— Le polyndme X° —X? = X2(X® - 1) = X3(X— 1)(X — j)(X —J) étant annulateur
de M, on en déduit que le spectre de M est inclus dans {0,1,j,7}.
— On peut d’ores et déja remarquer que M est diagonalisable puisqu’elle est
annulée par un polyndéme scindé a racines simples.
— De plus, le spectre de u étant inclus dans I'ensemble des racines d'un poly-
ndme annulateur, on en déduit que la forme factorisée dans C[X] (décom-
position de d’Alembert) de y, est de la forme

X)) =X X - DM - N X=-1",

olt my, my, m; et m; sont des entiers naturels qui peuvent étre nuls dans le

cas ol ils ne correspondent pas & une véritable valeur propre de u.
Comme deg(y,) = n, on a de plus

m0+m1+m2+m7:n.

— Le polyndme caractéristique de M (comme tous les polynémes de C[X]!)
est scindé dans C[X], donc

a(M)=n=myx0+my X1+m;Xj+m;x]
1 V3 m
. . 1 -4/3
——ml—i(mj+mj—)+17 (mj—m]—) (car j =3 +17).

Ainsi, en identifiant parties réelle et imaginaire,

n. =my+my+m;+m; n=my+my+2m;
1 R
n =m1_§(mj+mj), d’ol no=m;—m;
_ V3 = m-
0 —T(m]_mj), m] _mJ

Comme m; et m; sont des nombres entiers naturels inférieurs ou égaux a n,

la seule possibilité pour la deuxiéme équation m; —m; = n est que m; =n
etm; =0, et dans ce cas, les premiére et troisiéme équations donnent aussi
my =0 et m; =0.
Ainsi, M admet pour unique valeur propre 1.
— La matrice M est diagonalisable et admet pour unique valeur propre 1, donc
elle est semblable a I,,.
Or (voir la remarque 5.5) seule 1, elle-méme est semblable aI,,, donc M =1,,.
(iii) En conclusion, la matrice I, est la seule matrice M € .#,(C) telle que M®> = M?
et tr(M) =n.
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Une correction de l'exercice 12.28 enoncé

1. Comme A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P et une ma-
trice diagonale D telles que A = PDP~. Ainsi pour tout p € N, on montre par
récurrence que A? = PDPP!, et comme DP reste diagonale, on peut affirmer que
AP est encore diagonalisable.

2. Notons A,..., A, les valeurs propres de A, et my, ..., m, leurs ordres respectifs.
Alors A est semblable a la matrice diagonale D dont la diagonale est formée des
A, chacune répétée m; fois.

Mais alors pour tout p € N, on a vu que AP est semblable & D?, et D? est la matrice
diagonale dont la diagonale est formée des A, chacun répétée m; fois.

p
On déduit de ce résultat que Tr(A?) = Y m;A}.

i=1
Quitte & changer la numérotation des valeurs propres, supposons que A; a un
module strictement supérieur a celui de toutes les autres valeurs propres, alors

Pom A \P
Tr(AP) = myAq X (1+ — (—l) )
1M ;ml x

1

A

or pour tout i € [2,p], |
1

et Tr(AP) ~ myAl.
p—+oo

NP
< 1, donc quand p tend vers +o0, (;—) tend vers 0,
1

-+
De méme, Tr(APT1) ~ m17\}1’+1, donc
p—+oo
Tr(APT)

W p;\jroo 7\,1, C.Q.F.D.

Une correction du probleme 12.29 énoncé

1. Soit e un vecteur propre de u, alors il existe k € [1,m] tel que e €
Ker (u — Ay idg).

o
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Or

m

P, () = (Ou — 2 id)
i=1
(car les endomorphismes

m
. o o obtenus comme  poly-
—Q(u Aiidg) o (u = Ay idg) némes de u commutent
i

i£k entre eux)

donc

P, (w)(e) = Q(u — A;idg) ((u — Ax idg)(e))
ik
= Cm)(u —A;idg) (0g) (car e e Ker(u— Ay idg))
ik
== OE'
Donc e € Ker(P,(u)).

2. Si u est diagonalisable, alors il existe une base %8 de E formée de vecteurs
propres de u. D’aprés la question précédente, P, (u) est alors nul sur cette
base, donc P, (u) est 'endomorphisme nul.

3. Siu est diagonalisable, alors son polyndme caractéristique est scindé sous
la forme

Xu(X) = (X_ 7\'1)p1 X X (X_ 7"m)pm

ol les ordres de multiplicité p; des valeurs propres sont supérieurs ou
égaux a 1. Par conséquent,

Yu(X) =P, (X) X (X—=A)P "I x oo x (X = A, )P =P, (X) x B(X)

d’ott y,(u) = P,(u) o B(u) est 'endomorphisme nul car P,(u) est nul.

4. On suppose qu’un polyndme B de K[X] scindé a racines simples annule
u.

(@) Le polyndbme B annule u, donc toutes les valeurs propres de u sont
racines de B, et par conséquent P,(X) = (X—2A;)--- (X—A,,) divise B.
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(b)

On sait que B est scindé a racines simples, et divisible par P,, donc le
quotient Q de B par P, est de la forme

QX) =X —=pg) x -+ x (X=p,)

ol aucun des p,; n’est valeur propre de u.

Ainsi Q(u) = (u — pqidg) X - -+ X (u — w, idg), et comme aucun des y;
n’est valeur propre de u, tous les u — p,; idg sont des endomorphismes
injectifs, donc leur composée Q(u) est aussi un endomorphisme injec-
tif.

Le polyndme B annule u, donc B(u) = 6, c’est-a-dire P,(u) o Q(u) =
O, et comme on sait que ces deux endomorphismes commutent entre
eux Q(u)oP,(u) = 05.

Ainsi pour tout x € E, P,(u)(x) € Ker(Q(u)), et comme Ker((Q(u)) =
{0g}, P, (u)(x) = Og.

On a bien prouvé que P, est un polynéme annulateur de u.

Par propriété des polynémes de Lagrange, on sait que les co-
ordonnées de tout polyndme P € K,,_;[X] a pour coordonnées
(P(A1),...,P(A,,)) dans la base de Lagrange considérée.

En particulier

1= i LX),
k=1

donc en u

m
idg = > L;(w).
k=1

De plus, pour tout i € [1 ; m], par définition des L; :

_ 1 - (o1 O est un scalaire non
(X—2) X LX) = E(x- A;) X H(X_ S It
ki

1
= EPH (X),
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d’otlen u
. 1
(u—2A;idg) o Ly(u) = Epu(u) = 0y (m),

donc Im (L;(u)) € Ker(u — A;idg), c.Q.F.D.
(b) On sait déja que les sous-espaces propres sont en somme directe.
De plus, pour tout x €E,

x =idg(x) = (Z Li(u)) (x)
i=1

= ZLi(u)(x) € Zlm (Li(u))
i=1 i=1

=

donc d’aprés la question précédente :
m
x € Z E, ().
i=1

m

Ainsi E C )} E,, (u), et l'inclusion réciproque étant évidente, on peut
k=1
conclure que

E=PE, .
k=1

(c) Les sous-espaces propres de u sont ainsi supplémentaires dans E,
donc u est diagonalisable.

Une correction de l’exercice 12.30 énoncé
1. Préliminaires.

(@) = L’entier n est dans N*, donc pour tout k € Z,

()" = ((ei%“)k)” = (e45) = ek o,
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= Soit k et k' deux entiers de [0 ; n — 1], tels que k # k’, alors

/ 2m s 2m i( =)o
k=0l e = e el(5)2m oy
/

= € 7 < k — k’ est un multiple de n.

Or k et k' sont dans [0 ; n—1], donc k—k’ € [-(n—1) ; n—1], et le seul
multiple de n dans cet intervalle est 0, donc

k k

— ! — /
w, =w, = k=Kk,

ce qui est I'implication demandée mais contraposée.

= On déduit du résultat précédent que pour tout k € [0 ; n— 1], les w* sont
n nombres complexes deux a deux distincts, et du premier résultat que
ce sont des racines n® de I'unité, donc ils forment exactement |'ensemble
des n racines du polyndme X" — 1, qui se factorise alors sous la forme
demandée

n—1
X'—1=[J(x-wk).

k=0

(b) Soit s € Z. Alors comme au-dessus,

s s
o =1 02" =1 = Z €7 <5 est un multiple de n,

n
donc
n—1
n-1 n-1 ; d1=n si s est un multiple de n,
Sor-Sr-{ |
1—(
q:O q:O n — 1-1 — H
o o 0 sinon.
2T .
2. (@ Pourn=2 w,=¢e'2 =e'™=-1, donc

1 1
Az = 1 -1

Cette matrice est inversible car de déterminant non nul —2, et son inverse

est
A—l—l 1 1 _1A
2 T o\l —1)7 97

o
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(b)

On sait que AZ = 2I,, donc le polynéme X* — 2 = (X — v2)(X + v2), qui
est scindé dans R a racines simples, annule A,, ce qui prouve que A, est
diagonalisable, et que ses valeurs propres ne peuvent étre que v2 ou —v/2.

Comme

(A, — v2L,) x (1 __1/5) =0, et (Ay+v2L) x (1:/5) =0,

on conclut que v2 ainsi que —+/2 sont valeurs propres de A,, donc que les
sous-espaces propres sont des droites vectorielles, et que d’aprés ces calculs

Vee {£1}, E,5(Ay)=Vect ((1 +_81\/§)) .

On pouvait aussi remarquer que la matrice A, est symétrique
réelle, donc elle est diagonalisable par le théoréme spectral.

3. Exemples de transformées de Fourier discrétes.

(@)

n—1
) Six=ey = > ¢, alors
k=0
n—1 1
Flex) =33 (St
k=0 =0
or d’apreés la question 1(b), Z u)kl =0sik#0, etvaut nsi k=0, donc

n—1

y=F(eZ)=nxeo+20xek=neo.
k=1

n—1
-i)- Sia€C avec |a| #1, et x = ). e, alors

k=0
n—1 (n-1 n—1 (n-1 .
y =F(x) =Z (Zwﬁf X ai) e =Z (Z (a X wﬁ)J) ex
k=0 \_j=0 k=0 \_j=0

or |acok| =|a| # 1, donc a fortiori awk # 1, d’ou

n—1 1_ awk) n—1 1—q®
= e, = ——¢; (car w" =1
Y Z( 1—-awk k Zl—awkk( n=1

k=0 k=0 n
n—1 1
=(1-a" e
( );1_@1« K
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n—1
-iii)- Dans le cas ot x = kZ:O (" Dex,

g (8 ()

3
,_.

~
o

=

n— n—
- ( R 1) (o) 1(n—n—f) e
= \j=o \ J
n—1 1
= (1 + wk)n
k=0
n—1
(b) Dans le cas ot x = Y. x,e, avec pour tout k € [0 ; n— 1], x, € R, alors les
k=0

n—1
coordonnées de y sont les y; = Z wkix;, pour k€ [0 ; n—1], et

- n— 1_( 5 (car la conjugaison « passe a
n=k)j . n—k)j
Yok = Zw an X x; travers » la somme et le pro-
j=0 duit)
n—1 n—1
— e—l(n Kj & "X Xj = Ze—MJT 1k] "X X;
~———
j=0 j=0 =1
n—1
_ 1)k
= e n X XJ = Yk
=0

4. Inversibilité de A, dans le cas général et formule de Parseval.

Dans ce probléeme en général, il faut prendre garde a ne pas utiliser
la lettre « i » pour autre chose que pour le nombre imaginaire dont
le carré est —1, méme si on est tenté de I'utiliser pour indexer les
lignes des matrices.

On va tout de méme s’accorder la lettre « j » pour les colonnes.

_ _j2n _ P
(@) On rappelle que ©, = e '» = conl, et par conséquent, on remarque que

e
An = ((”n ])(k,j)e[[o;n—l]]z'
Ainsi pour tout (k,j) €[0; n—1]%:

n—1 n—1
) — hk, —hj _ h(k—j)
(An XAn)k,j = E W, W Y= E W,
h=0 h=0

o
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n—1 H :
n sis est un multiple de n
Oronavuque Y o= . P ’
=0 " 0 sinon,

eticis=k—je[—-(,—1); n—1] est multiple de n uniquement pour k—j =0,
donc

B k=i
(An x A”)k,j = { g z;non,]

ce qui prouve que .

On en déduit que A, est inversible, et que A} = %An.
Donc F, est un endomorphisme de C" dont la matrice A, dans la base ca-
nonique est inversible, par conséquent F, est bijective de réciproque I'endo-

1__ 1_—
morphisme associé & —A, dans 48, autrement dit | F, ' = —F,
n n

Remarquons d’ores et déja que A, ainsi que A_n, sont symétriques puisque
(A= coﬁl.
Ainsi pour tout X € ., ;(C) :

(par propriété de
la transposition)
_ (je vous laisse vous convaincre que conju-
—X X A, T x A, X guer puis transposer revient au méme que
transposer puis conjuguer)

- .7 _- -
AX xAX= (A, xX) xAX= (XT x AHT) x A, X

o1
=X x —I, XX (par la question précédente)
n

1_t
=—-X XX, C.Q.F.D.
n

n—1 Yo
Soitx=2xkek,etX=( : )

k=0 Xn_1
D’une part, on n’a pas oublié que pour tout z € C, |z|* = z x Z, et d’autre
part, on rappelle que A, est la matrice de F,, dans la base canonique, donc que
A, X est la colonne des coordonnées de y = F,(x) dans la base canonique,
autrement dit

Yo n—1
AX= = (Zw’;]xj) .
ke[0;n—1]

j=0
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Par conséquent,

[ e

= (AnX),< (A X)

n—1
j=0

Donc

3
,_.

n—1
(A X)) (AX)r
h=0

:ﬂ
,_.

mij

»
Il
o

<.
Il
=}

(par la question précé-
dente)

(AX) xAX=nX xX

5. Valeurs propres de A,,.

(@) Soit A € C une valeur propre de A,, alors il existe un vecteurs non nul X €
M, 1(C) tel que A, X =2AX.
Par conséquent

n—1
— T —T
(AX) xAX=2X x2X=[A’XX= |MZZ e |2
k=0
Mais la question précédente nous donne
T n—1
(AX) xAX=nxXX=nx Z e |2
k=0

Ainsi
n—1 n—1
2Dl =nx XX =nx Y Ix
k=0 k=0

n—1
mais ). x> # 0 puisque X # 0, donc on obtient |A|? = n, d’olt || = v/n.
k=0

o



Exercices du chapitre 12. Réduction des endomorphismes et des
matrices carrées

(b) Pour tout (¢,j) € [0,n — 1]?,
n—1 n—1
(A2, ; = Z(An)e,k X (A)y; = Z@lek X k>
k=0 k=0
_ iwk(z+j) _ {n si £+ j est un multiple de n
k=0

0 sinon (d’aprés le préliminaire).

Or{+j €[0;2n—2], donc £+j est multiple de n si, et seulement si, £ = j =0
ou £ + j = n, ce qui nous donne aux noms des indices prés le résultat voulu.
(c) On peut découper la matrice A2 obtenue ci-dessus en blocs de la fagon sui-

vante
1| 0
0 0 1
A2 =n x 0
0
0
1 0 0

ainsi, en notant B le bloc sud-est qui est une matrice carrée de .#,_;(R), le
terme général de B est (B); ; = &, ,_;_j, et

n—1
2} _ _ _
(B )i,j = E Oin-1-k XOpn1-j=1X8 1 in1-; =0
k=1

donc B2 =1,_,, d’ol1 par un simple produit par blocs, on obtient
A =n’1,.

Donc un polyndme annulateur de A, est X* — n?, et comme les racines de
ce polyndéme sont +/n et +i/n, ce sont aussi les seules valeurs propres
possibles de A,,.

6. Construction de vecteurs propres de F,,

(@) Les coordonnées de F, (e;) sont dans la seconde colonne de A, (puissances
de w,) et celles de F, (e,_;) dans la derniére (les puissances de w"™?).

La composante d’indice k € [0 ; n—1] de F, (e; +e,_;) est donc
(n—1)k

n

k

_ ,\k nk, —k _ .k —k nk __
=w, twfw “=w+w " (car wi*=1)

= ei2kn/n 4 o=i2kn/n — 9 005 (2km/n)

k
wn—i—w

et [ F,(e;+e, 1) =2e, etdemémeF, (e; —e, ;) = 2i ey, ]

61/63
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(b)

(NI

n 0 ... 0
0 0 0 n
On a vu que A% = : .7 .7 .7 0 | donc, avec la deuxieme et la
0 O . :
0 n o --- 0

derniére colonne, G(e;) =ne,_; et G (e,_,) = ne;, ainsi

G(ey+en1) =ne;+ne,;=n(e,+e,1)
et G(e; —e,q) =n(e,1—e)) =—n(e;—e,1).

Or

1 1
Fn (ecos) = Fn (EFn (61 + en—l)) = EG (61 + en—l)

dOHC Fn (ecos) = g (61 + en—l)

De méme
1 i
€sin — ZFn (61 - en—l) = _EFn (61 - en—l)
donc
i n
F, (esn) = _EG (31 - en—l) = 15 (61 - en—l) .

La famille (e;+e,_1,eq) est libre (a I'oeil nu!) et génératrice de Q, donc

c’est une base de Q et .

On sait que F,, (1 +e,_1) = 2ecos € Q et F; (ecos) = 5 (€1 +€,-1) €Q, donc

F(Q)=F (Vect (e; + €,_1,€c05)) = Vect (F (e; +e,_1),Fecos)) € Q,

autrement dit [ Q est stable par F, ], et

0 n/2
Mat(Fyo) = (2 no )

Le polynéme caractéristique de cette matrice est X2 — n, donc

les valeurs propres de C sont +4/n. l




Exercices du chapitre 12. Réduction des endomorphismes et des
matrices carrées

Je vous laisse retrouver que (/1/2,1) est vecteur propre associé a /n, et
que (—+/1/2,1) est vecteur propre associé a —y/n, et conclure que

[ ((vn/2,1) , (—+/n/2,1)) est une base de vecteurs propres de C ]

On en déduit que le vecteur de coordonnées (1/n/2,1) dans (e; + e,_1, €co5)
est vecteur propre de F, o donc de F, associé a v/n, donc

Vi
v/ est valeur propre de F, associé a - (e1+e€n 1) +ecos |s

et

vn
—/n est valeur propre de F, associé a ey (e1+en 1) +ecos |-

(d) On reproduit exactement le méme raisonnement avec les vecteurs e; —e,,_;
et eg,, qui nous permet de conclure que

vn
i/n est valeur propre de F, associé a - (e1—en 1) +ein |s

et

vn
—i4/n est valeur propre de F, associé a 5 (e1—en1) —e€gin |

(e) On a vu en 5(c) que les seules valeurs propres possibles de F, sont +,/n
et +i/n, et d’aprés la question précédente, elles sont effectivement valeurs
propres, donc

’ Et les valeurs propres de F,, sont £4/n et +i/n ]
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