Exercices du chapitre 13. Suites et séries de fonctions

Exercice 13.1 — Raisonnements élémentaires sur les sup et inf
Soient A, B des parties non vides de R, et A+ B = {a+b|(a,b) €A xB}.
Montrer que si A et B sont bornées, alors A + B I'est aussi, et

sup(A + B) = sup(A) + sup(B), inf(A + B) = inf(A) + inf(B).

Convergences des suites de fonctions

Exercice 13.2
(n—1)x
Pour tout n € N* et x € R, on note f,(x)=e n

1. Etudier la convergence simple de (f,,) sur R.

2. Montrer que la suite des fonctions f,, est uniformément convergente sur
tout intervalle ]—o0, b], olt b € R, mais pas sur R.

Exercice 13.3
2"x |
142"nx2

Pour tout n € N* et x € [0 ; 1], on pose f,(x) =

1. Etudier la convergence simple de la suite de ces fonctions.
1 .
2. Calculer I, = fo fa(t)dt et nEI-il:loo L.
En déduire que la suite (f,,) ne converge pas uniformément sur [0,1].

3. Donner une démonstration directe de ce que (f,,) ne converge pas unifor-
mément sur [0,1].

Exercice 13.4
Soit, pour tous a € R et n €N, la fonction f,, définie sur [0 ; +o0o[ par
fn(x)=x(1 +n%e™™).
1. Montrer que la suite (f,,),cn converge simplement sur [0 ; +o00[ vers une
fonction que I'on déterminera.
2. Pour quelles valeurs de a la suite converge-t-elle uniformément sur
[0 ; +oo vers f? 1

3. Déterminer la limite quand n tend vers +oo de f x(1+ vne ™)d x.
0
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Exercice 13.5

Etudier le mode de convergence des suites de fonctions définies ci-dessous :

T ne ™ +1
(1) xe [O, —} — cos(x) (sin(x))", (2) xeR— ——,

2 n+x
an.

(3) x€]0,4+00[ — min (n, (4) x€R+— nxe”

1
3)

Exercice 13.6
Justifier leur existence, puis calculer les limites quand n — +o0 des intégrales :

tonln(1+% n t2 a
[, (e
D x(1+x2) . n

(On pourra justifier avec profit que pour tout t > —1, In(1+¢t) < t.)

Exercice 13.7
Soit f € ¥°([0; 1],R), on pose I, = fol n®xe™™ f(x)d x. Montrer que

lim I, = f(0) (on pourra poser x = t/n).
n—+o0o

Exercice 13.8 — &®

Que dire d’'un polyndme borné sur R ? Montrer que la limite uniforme sur R
d’une suite de polyndmes est encore un polynéme.

Exercice 13.9 — @ Oral X

Etudier le mode de convergence de la suite des fonctions f, définies sur

[0 ; +oof parfn(X)={ (1=5)" sixelosnl,
0 sinon.

Exercice 13.10 — @

Soit (f,,),en Une suite de fonctions convergeant uniformément sur un inter-
valle I vers une fonction f.

Montrer que la suite des fonctions Tnz converge uniformément sur I.
n
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Exercice 13.11 — &@® Oral Mines

Soit f : x — 2x(1 — x). Etudier la convergence simple sur [0 ; 1], uniforme
sur [0 ; 1], et uniforme sur tout segment de ]0 ; 1[ de la suite de fonctions

(fn)neN*’ Oafn :f of O"'Of-
—

n fois

Convergences des séries de fonctions

Exercice 13.12

5fini = : . =" |
Pour tout n € N, on définit sur J = [1, +oo[, la fonction f, : x — War=rd

1. Démontrer que la série de fonctions Y. f, converge simplement sur J.

+00
On note alors pour tout x de J, ¢ : x — Y. f,(x) sa somme.
n=0
2. Montrer que cette série de fonctions ne converge pas normalement sur J.

3. Etudier alors sa convergence uniforme sur J.
400
4. Justifier que im ;Eo fa(x)=1.

5. (a) Justifier la convergence de la série ' %

+00
— =" — a 1
(b) En notant a = ngl 7= montrer que e(x)=1+ 5 +x_9Loo (XB/Z).

Exercice 13.13

Pour tous x > 0 et n € N*, on pose u,(x) = >

n?+x2"
1. Montrer que la série > u, converge simplement sur R, .

2. Montrer que Y u, converge uniformémement sur tout segment [0,A].

2n
3. Veérifier que, pour tout n€N, >’ T 2 %
k=n+1

En déduire que la série ) _ u, ne converge pas uniformément sur [0 ; +ool.
4. Montrer que la série Y (—1)"u, converge uniformément sur R,.

5. Montrer que la série > (—1)"u,, converge normalement sur tout intervalle
[0,A] avec A > 0, mais pas sur R,.
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Exercice13.14 - ®

Montrer que la série des fonctions g,, définies sur [0 ; 1] par
1 1.1

gn(x)—{ n suce] n+l ’Z]’

0 sinon,

converge uniformément mais pas normalement sur [0 ; 1].

Exercice 13.15
Etudier le mode de convergence des séries de fonctions ci-dessous :

(1) x €10 ool o B o 70 : +o0[ s (e
’ 1+ n%x2 ’ Jn
1 rx X
(B)XGRHESIH(;) (4)X€[O,+m['—>m
(5) X€]0-+oo[-—>xe_nx (6) xGR-—>J'+OOM
’ In(n) 0 nd + t2

Continuité de la somme d’une série, interversions limites (dont les
sommes infinies) et intégrales

Exercice 13.16

sin(t
1. Montrer que la fonction f : x — J #d t est définie sur ]0 ; +ool.
+00
2. Montrer que pour tout x > 0, f(x) = Z _
. ’ 1+ n?x?

Exercice 13.17 — (*) - Extrait d’'un Oral Centrale-Supelec

Existence et calcul de an, olla,=| t"V1-t3dt.

n=0
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Exercice 13.18
2n_—int

Calculer I,, = f ——dt pour tout n € Z.
o 2te

Exercice 13.19 — Oral ICNA
1. Pour tout (p,q) € N?, existence et calcul de I(p,q) = f xP (Inx)?dx.

1 +oo (_1)71—1
2. Montrer quef x*dx :Z :
n
0 n=1

Exercice 13.20

1
On rappelle que la fonction ¢ est définie sur ]1 ; +o0o[ par {(x) = Z —

1. Démontrer pour tout a > 1 que la série Z est convergente.

OL1()

. +00
2. Etablir pour tout a > 1 I'égalité f:oo(C(x) —1)dx= ), ﬁn(n)
n=2

Régularité d’'une fonction définie par une somme infinie
Exercice 13.21

On considére la fonction f : x — Z = tan ( 2,,) .

1. Vérifier que f est définie et contmue sur [ = ] — oy [
N
2. Montrer que, pour tout (x,n) € R x N, 281 sin (2%) n];[()cos (z’c—n) = sin(2x).

3. Calculer f; f(t)dt, et en déduire une expression de f(x).

Exercice 13.22 — @ Oral Centrale
1. Sur quelle partie 2 de [0 ; +oo[ la fonction S : x — Z — = est-elle définie?

2. Etudier la continuité sur 2 de S (remarquer que S(x) =5 ( )

3. Ftudier les variations de S et trouver un équivalent aux extrémités de 9.
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Exercice 13.23
1. Verif f f (1
. Veérifier que f : x —
d n=0 N +Xx
étudier sa monotonie.
1

2. (a) Montrer que pour tout x >0, f(x)+ f(x+1) = "
(b) En déduire un équivalent de f(x) quand x tend vers 0.

est définie et continue sur ]0 ; +oo, et

Exercice 13.24 - @®

1. Vérifier que x — 2:1 m est définie et continue sur ]0 ; +ool.
2. Ftudier la monotonie de la fonction f définie ci-dessus.
3. (a) Montrer que f admet en +o0 une limite que 'on donnera.
(b) Donner un équivalent de f(x) quand x tend vers +oo
(on pourra étudier la limite de xf (x)).

4. Grace a une comparaison série-intégrale, déterminer un équivalent de
f(x) quand x tend vers 0.

Exercice 13.25

+00 —nx
e
1. Donner le domaine de définition de la fonction f : x — E (=" .
= n+1

2. Montrer que f est de classe €' sur ]0 ; +oo[.
3. Calculer une expression de la dérivée de x — e ™ f(x) sur ]O ; +oo[.
En déduire I'expression de f(x) sur ]JO ; +oo[.

4. En déduire que f est de classe 6 sur [0 ; +ool.

Exercice 13.26

X sin x
1. Dériver la fonction x € ]-1 ; 1[ — arctan (—)
1 —xcosx

T x™sin(nx
2. En déduire ) # pour tout x € -1 ; 1[.
n

n=1




Exercices du chapitre 13. Suites et séries de fonctions

Exercice 13.27 — CCINP 2021 : résolution d’une équation fonctionnelle

Dans cet exercice, on étudie le probleme (P) qui consiste a déterminer les
fonctions f définies sur ]0 ; +o00[ a valeurs dans R qui vérifient les deux condi-
tions :

xl_i)rlloof(x)zo, et Vx €]0,4+o0[, f(x+1)+f(x)=x—

1
-
Partie | - Existence et unicité de la solution du probléme (P)

Dans cette partie, on démontre que le probléeme (P) admet une unique solu-
tion et on détermine une expression de celle-ci sous la forme d’une série de
fonctions.

I.1- Existence de la solution
Pour tout k € N, on définit la fonction ¢y : ]J0,+0c0[ — R par :

(1)

VXE]O,+OO|:, &Pk(X):m

1. Montrer que la série des fonctions ¢; converge simplement sur ]0,+oo[.
+00

Dans tout le reste de cet exercice, on note ¢ = Y. ¢, la somme de cette
k=0
série :
+00 k
(-1)
:x€]0; +oo[ — —_
o:xe10; ool 31 I

k=0

2. Montrer que, pour tout x € ]0,+o0[, 9(x + 1)+ @(x) = L.

X
3. En utilisant le théoréme spécial des séries alternées, montrer que :

+00
1
Vx €]0,+00[, Vn€N, NS ———-
10, +00[ DIRC ey

4. Montrer que la fonction ¢ est une solution de (P).
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1.2 - Unicité de la solution

5. Montrer que si f est une solution de (P), alors pour tout n € N,

(1)

— (_1\nt1 S _—
Vx €10,+00l, f(x)=(-1) f(x+n+1)+kzz(;(x+k)2'

6. En déduire que la fonction ¢ est I'unique solution de (P).

Partie Il - Etude de la solution du probleme (P)

Dans cette partie, on étudie quelques propriétés de I'unique solution ¢ du

probléeme (P).

7. Soit £ > 0. Montrer que la série de fonctions -, ) converge uniformé-
ment sur [g,+oo[.

8. Montrer que la fonction ¢ est continue sur ]0, +oo[. En utilisant le fait que
¢ est une solution du probléme (P), en déduire un équivalent simple de ¢
en 0.

9. Justifier que la fonction ¢ est dérivable sur ]0,+oo[ et que I'on a :
+00 k+1
2(-1)
Vx €]0,400[, @'(x)=) ——-
10,+00[, () ;}mms
10. En déduire que la fonction ¢ est décroissante sur ]0,+oo[.
11. En utilisant le résultat de la question précédente et la relation (P), montrer

que :

1

Vx €]1,+o0[, > < 20(x) <

1
(x —1)*

X

En déduire un équivalent de ¢ en +oo0.

Partie Il - Expression intégrale de la solution du probléme (P)

Dans cette partie, on détermine une expression de ¢ sous la forme d’'une
intégrale. On considére un élément x € ]0, +oo[.
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12. Pour tout k € N, montrer que t — t***~1In(¢) est intégrable sur ]0,1] et
que

1
R n(de = ———-
JO n() (x + k)2

*1in(t)
1+t

e ! tx‘lln(t)dt
V= o 1+t

13. En déduire que la fonction t — est intégrable sur ]0,1] et que :

Exercice 13.28 — Mines Ponts MP-MPI 2023

Dans tout le sujet, I'intervalle ]—1,4+o00[ de R est appelé 1.
On considere les fonctions
Foo Lk /2
oix— Z— et fix— J (sin(t))™dt,
0

27
k=1 k

et on se propose, dans ce probleme, d’étudier certaines propriétés de f .

j& Calculde o(1)

1. Déterminer le domaine de définition de o puis justifier que o est continue
sur celui-ci.

2. Exhiber deux nombres réels a et f§ tels que :

* " 2 1
Vn e N¥, (at + Bt) cos(nt)dt = T
9 n

puis vérifier que si t € ]0, ], alors :
n Sin (M t) 1

Vn € N¥, cos(kt) = —2 2 _ _.

= 2sin($) 2

3. Justifier que, si ¢ est une application de classe ¢* de [0, n] dans R, alors

T
lim f @(t)sin(xt)dt =0,
x—+oo |
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et en conclure que
2

m=1
() = ?
Equivalents

4. Déterminer le domaine de définition de f puis vérifier que
Vxel, (x+1)f(x)=(x+2)f(x+2).

5. Justifier que f est de classe 62, décroissante et convexe sur 1.
6. Donner un équivalent simple de f (x) lorsque x tend vers —1 .

7. Montrer que pour tout entier naturel n,

T
f)f(n+1)= 2ty
puis que :
T
f(x) o P

8. Représenter graphiquement f en exploitant au mieux les résultats précé-
dents.

Convergence de suite de fonctions

On se propose dans cette partie de calculer £”/(0). Dans ce but, on considere
deux nombres réels strictement positifs a et b, et on pose

_b—a
" b+a

p

On appelle ¥ I'application de R dans R définie par :
Vx eR,¥(x)=In (a2 cos?(x) + b? sinz(x)) .

9. Montrer que ¥ est de classe ¢! sur R, puis que pour tout x € R,

+00
V' (x)= 42 pKsin(2kx).
k=1
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10. En déduire que pour tout x € R,

400
¥(x)=2In (#) — 22 %pk.

k=1 k

11. En conclure que

I 2
f U(x)?dx =4n (ln (#)) +2mo (pz) .
0

On définit les suites réelles (a,,),en: et (b,),en Par

n

VneN*,a,=——etbh,=——.
+1 n+1

12. FEtablir la convergence simple de la suite d’applications (¥, ) pen+> de 10, [
dans R, définie par :

VneN*, Vte]0o,n], ¥,(t)=1In (ai cos?(t) + b,% sinz(t)) .

En déduire f”(0).

Exercice 13.29 — Extrait de Centrale MPI : calcul de l'intégrale de Gauss

Soit n un entier naturel non nul. On note

1 1 +00 1
IL,= ————dt et K, = — dt.
n fo (1+¢2)" " L (1+¢2)"

1. (a) Montrer que I,, > —

(b) Justifier I'existence de K, et donner la valeur exacte de K;.

- ! dt—O(l)
L @+ T (n2n

(On pourra minorer 1+ t2 par un polynéme de degré 1.)

(c) Montrer que
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(d) En déduire que, lorsque n tend vers +oo, I, ,: K,.
Tl—> (0.9)

(e) Etablir la relation de récurrence K,, = K, ;4 +3 K

(f
2. (a) Justifier que

En déduire un équivalent simple de I, lorsque n tend vers +oo0.

)
)
)
)
i
m,;J !
0

(1+u?/n)" du

(b) Montrer que
+00
lim vnI, :f e du
n—oo 0

(c) En déduire les valeurs de

+00 +00
2 2
f e du puisde J e /2 dqu
0

—00

X

e /2 ot <I>(x)=f (t)dt.

—00

1
3. On pose, pour tout x réel, p(x) =
pose, p o( o
Soit x > 0.

(@) En écrivant que ¢(t) < iup(t) pour tout t > x, montrer que

+00
J e(t)dt < M

(b) A l'aide de I'étude d’une fonction bien choisie, montrer que

400
< J e(t)dt

(c) En déduire un équivalent simple de 1 — ®(x) lorsque x tend vers +oo.
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Solutions

Une correction de U'exercice 13.1 énonce

4

On rappelle que si A est une partie de R majorée, alors

VxeA x <M,

M =sup(A) <
Ve>0, dx €A, M—es<x.

= Supposons que A et B sont bornées, alors comme ces deux parties sont non vides,
elles ont une borne supérieure et une borne inférieure, et de plus la partie A + B
est aussi non vide.

Soit donc s un élément de A+ B.
Par définition de A+ B il existe (a,b) € Ax B tel que s=a+ b. Or

inf(A) < a < sup(A), inf(B) < b < sup(B),
donc en additionnant terme a terme :
inf(A) +inf(B) < s < sup(A) + sup(B).

Ainsi A + B est une partie bornée de R, et inf(A) + inf(B) en est un minorant,
tandis que sup(A) + sup(B) en est un majorant

la borne supérieure est le plus petit majorant, donc
sup(A + B) < sup(A) + sup(B),
et la borne inférieure est le plus grand des minorants, donc
inf(A) + inf(B) < inf(A + B).

= Montrons a présent I'égalité sup(A) + sup(B) = sup(A + B).
Pour cela, prenons un réel € > 0, et montrons que sup(A)+sup(B)—¢ n’est pas un
majorant de A+B. On aura ainsi montré que sup(A)+sup(B) est bien le plus petit
des majorants de A + B, c’est-a-dire la borne supérieure de A + B, et on pourra
conclure I'égalité sup(A) + sup(B) = sup(A + B) tant convoitée.

La borne supérieure étant par définition le plus petit des majorants, sup(A) — %e
n’est plus un majorant de A, donc il existe a € A tel que sup(A) — %s <a.

De méme, on peut trouver b € B tel que sup(B) — %s <b.
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Ainsi, en additionnant terme a terme ces deux inégalités, le réel a + b, qui est
dans A + B, vérifie que

sup(A) +sup(B) —e <a+ b,

ce qui prouve que sup(A) + sup(B) — £ n’est pas un majorant de A+ B, c.Q.F.D.
w= [ ’égalité inf(A) + inf(B) = inf(A + B) se prouve de maniére similaire.

o )

Une correction de l'exercice 13.2 énoncé
(Voir graphique)
1. Pour tout réel x :

(=Dx L xoet donc, par composition des limites, f,(x)
n n—-+00 n—+00

Ainsi la suite de fonctions (f,,),cy converge simplement sur R vers exp.

eX.

/

.

P ———
|

-3 -2 -1 1 2

S ————

2. Pour étudier la convergence uniforme, on prend n € N avec n = 2 (pour éviter
des problémes plus tard), et on étudie la fonction
1.X' X

n—-1
A, =f,—exp:x—en" " —e

: cette fonction A, est dérivable sur R, de dérivée

n—1 . n—1 n
Al (x)= e T ¥ —ef = e (e_%" - ) .

n n

srivée s'annule en a, = —nln () = nln (=), et par la décroissance
Cette dérivée s n — -

_1 s ST
de x — e =¥, est positive a gauche de a,,, et négative a droite :

© 14/102
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X —00 a, 400
A (x) + 0 -
Ay (ay)
An /
0
—00

= On remarque que pour tout n > 2, la fonction A, = f,, — exp tend vers —co
en 400, donc elle n’est pas bornée, ainsi la convergence uniforme sur R est
impossible.

= Soit b € R, alors je vous laisse vous convaincre que

12,1120 < max (|A, ()], 1A, (D))

@ Rappelons qu'’il n’est pas nécessaire de connaitre la valeur exacte

de ||f, = fI.,. En effet :

® si par exemple ||f, —f||£x, < %, alors par encadrement
ILf, —flliO ——— 0, d’oti la convergence uniforme sur1;
n—-+00

® si parexemple 1 <||f, —f||£o, alors par la contraposée de I’en-

cadrement ||f, —fllf)o ne peut pas tendre vers 0, ce qui em-
péche la convergence uniforme sur L

Sur une main,

An(an) — e—(n—l)ln(ﬁ) _ e—nln(#)

— e(nfl)ln(lfi) _ enln(lfi

1 1
(n—l)ln(l——) ~ nln(l——)
n ) n—+oo n

or

15/102
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donc
Ay(a,) ——el—el=0.
n—-+

Sur l'autre main (comme disent nos amis anglais),

A, (b) —— e? —eb.
n—-+o0o0

Ainsi,
max (|4, (e,)], |8, (b)) ———0,

et par encadrement

]—00;b]
(/AN | o P 0,

ce qui prouve la convergence uniforme sur ]—oo, b].

© 16/102
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Une correction de l'exercice 13.3 énoncé

o

>
! g Il &

© @
> =

bl

in

- —
—_—
——
——

1. = Pour x =0, f,(x)=0——0.
n—-+oo
= Pour x€]0; 1], f,(x) ~ 22X =1 0.
n

o0 N2"x2 nxX pn—s4oo

Donc la suite (f,) converge simplement sur [0 ; 1] vers la fonction nulle.
2. Sans trop de difficulté,
P -
o o 1+2"nx? X

1 1
[ﬂ In(1+ 2"nx2)]

0

1
= —In(1+2"n).
2n
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Ainsi, on trouve que

1 1 1
Inzﬂln(l—i-Z”n):ﬁln(Znn(l—i-nzn))
—11(2)+11()+11 1—|—1
_2nnr1 2n mn 2n o n2n

_ In(2) ‘

n—+00 2

Si la suite (f,) convergeait uniformément sur [0,1], alors d’aprés le théoréme
d’interversion limite-intégrale, on aurait

1n2 1 1 1
— = lim fa)dt = | limf,(t)dt = | 0dt=0,
2 n—+00 0 0 n 0

or ceci est faux, donc il n’y a pas convergence uniforme de (f,,) sur [0,1].

3. Posons x,, = zin Alors

Falen) S If IS

falxy) =

— 1.
1—}—21“ n—s-+o00

Donc (par contraposée du prolongement des inégalités larges a la limite)
I fnllgg;l] ne peut pas tendre vers 0, ce qui prouve directement que la suite (f,)
ne converge pas uniformément sur [0,1] vers la fonction nulle.

Une correction de l'exercice 13.4 énoncé
1. Pour tout réel a,

= six =0, fn(O):O—+>O,

= six €]0; 4o, e™ — 0 car x > 0, donc par croissances comparées
n—+o0o
—nx

n%e 0, d'ot f,(x) —— x.
00 n—-+oo
Ainsi la suite des fonctions f,, converge simplement sur [0 ; +oo[ vers x — x.

2. On déduit de la question précédente que si la suite de fonctions (f,),,cy converge
uniformément sur [0 ; +0o[, ce ne peut étre que vers la limite simple f : x — x.

Pour tout n € N*, f, (x) — f(x) = xn%e™ ™.
L’étude des variations de la fonction A, : x — xn“e™" montre que cette fonction,

© 18/102
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qui est positive, est croissante sur [O ] et décroissante sur [ ; +00 [ A, ainsi

1 el
[0;+oo[ _ _
”AHHOO - Arl (E) - nl_“,

donc ||f, —f||£2;+°°[ tend vers O si, et seulement si, 1 —a > 0, c’est-a-dire o < 1.

3. Dans cette question on cherche la limite

hm f fn()dx

pour a = % Or on a vu que pour cette valeur de a, la suite des f, converge
uniformément sur [0 ; +oo[, donc a fortiori sur le segment [0 ; 1].
Par conséquent, on peut intervertir la limite et I'intégrale :

1 1
lim fo(x)dx = f lim f,(x)dx
0 0 n—+o00

n—-+oo
! 1
=| xdx=--
0 2

Une correction de l’exercice 13.5 énoncé
(1) (Voir graphique)
= — Sjxe[0; n/2[, 0<sin(x) <1, donc

fa(x) = cos(x)sin(x)" —0 0;

= six=m/2, f(x)=0———0.
n—-+oo

On en déduit que (f,,),ey converge simplement sur [0 ; ©t/2] vers la fonction
nulle.

= Etudions ||f, — OIIES;“/Z] quand n — +o00.


https://www.geogebra.org/m/jyxxsazg
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Soit n €N, f, est dérivable sur [0 ; /2], de dérivée
f,/(x) = —sin(x) x sin"(x) + cos(x) x ncos(x) sin"1(x)
= (— sin®(x) + ncosz(x)) sin"!(x)
= (COSZ(X) -1+ ncosz(x)) sin" 1 (x)

= ((n +1)cos?(x) — 1) sin™ 1 (x)

=(n+1)(sin(x))"* (cos(x) ! )

vn+1
1
X | cos(x) + ,
( () vn+1 )
qui est positive a gauche de a,, = arccos (ﬁ), nulle en a,, et négative a

droite de a.,,.
Le tableau des variations de f,, donne alors

£ 12 ™) = cos(a,) sin(at,, )"

1
= sin(a,,)"

vn+1
1

<
vn+1
qui entraine par encadrement que

[0;m/2]
Il fallso —

0.6

0.4

0.2 - n=21

0

ol
[SIE]

0

e
A

(2) (Voir graphique)
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= Pour tout réel x fixé,

ne ™ *+1 ne >

falx) = ~ =e,

n+x? n-+o n

donc la suite de fonctions (f,),en converge simplement vers f : x — e™ sur
R.

= Pour tout n € N,

—x%e

1
falx) = f(x)=

donc f, — f n’est pas bornée sur R, ce qui rend impossible la convergence
uniforme de (f,,),cy sur R.
= En revanche, soit [a ; b] C R, alors pour tout réel x fixé,

3 —00
n+x?  x—-o

1—x%e*

n+ x2

(o) = fF () = ‘

1
< - }1 —xze_x| (car n+x?>n)
n
1 ~ 2.,—x
< —XxXxMouM= max )1—x e |
n x€la;b]
(rappelons que toute fonction continue sur
un segment a un maximum)

donc
I = AU < M ——0
n © T g et

ce qui prouve que (f,),ey converge uniformément sur tout segment de R.

I

\ O\

I |
(LYY
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(3) (Voir graphique)

=

(NI

Pour tous x € ]0 ; +oo[ et n €N, notons f,(x) = min (n, %)

Pour tout réel x fixé dans ]0 ; +oo[, dés que n > %

1)1
fn(x)zlnf{n,ﬁ}—ﬁ,

donc

fal®) —— —=

n—-+4o00 ﬁ
1

Donc (f,),ey converge simplement sur ]0 ; +oo[ vers x — 7
En revanche, soit n € N.
Pour x € JO ; # [, onal0<x< #, donc par la stricte croissance de la racine

carrée 0 < /x < %, d’ot1 par décroissance de O — é sur ]O ; +oo[, on obtient

1
ﬁ Zn.
o . 1) _

Ainsi f,(x) = min (n, ﬁ) =n.

Par conséquent,
Ifn(x) = f(x)| = ! +

= - — —

fa(x)— f(x n x| o 00,

donc la différence f,, — f n’est pas bornée sur ]0 ; +oo[, et il n'y a pas conver-
gence uniforme.

Soit [a ; b] € ]0 ; +ool.

Pour tout x € [a ; b], dés que n > %

1 1
x = a, donc — <

Vx \/_
ainsi f,(x) = min (n, ‘/Lf) = JL} = f(x).

Ainsi pour n assez grand, f, est égale a f sur [a ; b], donc ||f, —fll([;;;b] =0,
ce qui est le summum de la convergence uniforme sur tout segment !


https://www.geogebra.org/m/fm9unty8
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0

(4) On pose pour tout n €N, f, : x — nxe ™",
(Voir graphique)
Pour tout x € R, (par croissances comparées pour x # 0),

fn(x)m>

donc (f,) ey converge simplement sur R vers la fonction nulle.

Mai LY _ e
ais on remarque que : f, =)= ne™t ——— o0,
1
or par définition de la norme infinie : f, (T) <IflE,
n

donc par le théoréme du gendarme infini (appelation contrélée)

R
IfallE, —— +o0,

ce qui prouve que la suite (f,),ey Ne converge pas uniformément sur R.

4

On aurait aussi pu étudier les variations de f, et obtenir que

=5 (=) = e .
ntloo "\ v2n 2 n—s-+00
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Une correction de l'exercice 13.6 énoncé

Il devient classique (j'espére) qu’en étudiant les variations de la
@ fonction x — x —In(1 + x), on prouve que pour tout x > —1,
In(14+x) < x.

Si on aime I'aventure, on peut aussi utiliser la formule de Taylor avec
reste intégral qui donne pour tout x > —1,

n_ (k) X £(n+1)
1n(1+x)=f(x)=2f—(0)xk+f fn—'(t)(x—t)"dt
0 !

— k!
1fx 1 ( )
=x—-= ———(x —t)dt
2 J, (+x)?
1 (X .
-1 Om(x—t)dt<x, six =0,

=0

x+1f0 ! (x—t)dt<x, six<0
2 x(1+x)2 ~ P ~ .

<0

nin(1+%)

. .
1. Pour tout n € N*, on note f,, la fonction x — )

= Pour tout n € N*, la fonction f, est continue sur ]0 ; +oo[.

= On sait que In(1 + D)D~0|:|, donc [ pour tout x € ]0 ; +oo[ ], comme

X
X 50,

. n—-+o0

X X
nln (1 + ;) N nxs _ 1
x(1+x2) notoo x(1+x2) 1+x2’

d’ol la convergence simple sur ]0 ; +oo[ de la suite des fonctions f, vers la

fonction x — 1+1x2'
= Ainsi pour tout n € N* et tout x € ]0 ; +o0[,
X X
nln(1+;) - nxs: _ 1
x(14+x2) |~ x(1+x2) 1+x%

1
1+x?

qui nous donne la domination par la fonction x —
sur ]0 ; +oof.

qui est bien intégrable
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On en déduit en passant, par le critére de domination, que
@ pour tout n €N, la fonction f, est intégrable sur ]0 ; +oo[, ce
qui prouve l’existence des intégrales étudiées.

Donc on peut appliquer le théoréme de convergence dominée qui nous donne

+o00 +o00
nln(l—l—ﬁ) 1 om
>dx sdx = —-
0 x(1+4x2) n—+too | 1+x 2

2. Ici, pour pouvoir appliquer le théoréme de convergence dominée, il nous faut un
intervalle d’intégration J indépendant de n. L’astuce consiste & définir la fonction

nZ
f.t,_){(l—;—Z) site[0;n[,
0

0 sit=n,

n l'2 n’? +00
f (1_F) dtzf fa(t)dt.
0 0

= Pour tout n € N*, la fonction f, est continue sur [0 ; +oo[, et nulle sur
[n ; +o0o[, donc intégrable sur [0 ; +oo[, avec

+o0o n t2 n?
J fn(t)dt=J (1——2) dt.
0 0 n

= Soit t € ]0 ; +oo[, pour tout entier n > t,

t2 n’ 2in(1-2
fn(t):(l—ﬁ) =e n(1-)

2 2
t t

n*In (1——2) ~ n*x (——2) =—t?
n n—-+o0o0 n

tZ

de facon a ce que

or

donc

fal) —— e

d’oti la convergence simple de (f,,),ey Sur 10 ; +oo[ vers la fonctiont — et
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= Pour tout n € N* et tout t € [0 ; n[, grace a I'inégalité vue en préambule,
2
comme —% €]-1; +oo[,0ona

t2 t2
n?ln 1-— <n®x -= =—t?
n n

donc en composant par la fonction exponentielle qui est croissante et positive
sur R, on obtient

0< f(t)<e ™,

et cette inégalité reste encore plus vraie quand ¢ = n.
Et comme on sait que la fonction t — e est intégrable sur ]0 ; +oo[ (voir
l'intégrale de Gauss), on a la domination cherchée.

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée qui nous donne

n 2 n? +00
t VT
J (1——) dt —— e Pdt = .
0

n2 n—-+00 0 2

J

Une correction de 'exercice 13.7 enonce
Pour tout n € N*, x — nx est 4! sur [0 ; 1] strictement croissante, bijective de
[0; 1] sur [0 ; n], donc en posant t = nx, et en notant

. te_tfﬁ site[0;n],
f"(t)_{ o() sit>n.

on peut écrire :

n

! "ot t\ 1 t
— 2,.,—nx — 2_ -t I — —t _
In—fonxe f(x)dx—J;)nne f(n)ndt—J; te f(n)dt
+00
=J fa(t)de,
0

= Pour tout n € N*, la fonction ¢ — * est continue sur [0 ; n], a valeurs dans [0 ; 1],
et f est continue sur [0 ; 1], donc t — f (i), puis f,,, est continue par morceaux
sur [0 ; +oo[, et a fortiori sur ]0 ; +oo[ ;

w= Pour tout t € ]0 ; +oo[, dés que n > t,

fuly=te'f (=) e (0),

t
n n—-+00
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car f est continue sur [0 ; 1] donc en O.

= Pour tout n € N*, f est continue sur le segment [0 ; 1], donc bornée.
Ainsi

Vtete[0;n], |f,(O)=

t .
te~tf (—)‘ <te  fI0Y, (car L0 1)
n

et cette inégalité est a fortiori vraie pour t > n.

Mais la fonction t — te™" est continue sur [0 ; +oo[, et dominée en +oco par flz
(par croissances comparées), donc intégrable sur ]0 ; +oo[.

Les conditions du théoréme de convergence dominée sont ainsi vérifiées, donc
+00 +00
I, =J fa()dt —>J te ' f(0)dt
0 n—-+00 0
+0o0
= f(O)f te”'dt.
0

+oo . s . .
Enfin on montre que fo te”'dt = 1 avec une intégration par parties, et on peut
conclure que

In m’f(o)-

Une correction de I’exercice 13.8 énoncé

w= Soit P un polyndme non nul, alors on sait que P(x) est équivalent quand x tend
vers +00 a son terme dominant que I'on peut noter ax™ avec n € N, et a # 0
(puisque P est non nul).

Ainsi si P est borné sur R, alors en particulier P(x) = QL (1), donc par équiva-
X—100

lence ax" = O+ (1), ce qui n’est possible que si n = 0, autrement dit que si P
X—>100

est un polyndme constant.

= Supposons que (P,),cy est une suite de polyndémes qui converge uniformément
sur R, et notons f = lirJP P,.
n—-+0oo

Alors ||P, — f ||]fi 7 0, donc en particulier, il existe un rang N, tel que pour
n—-—+oo

tout n >N, [P, — f|I5 < % (pourquoi pas %?)
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Ainsi pour tout n = N,

|IP = Pxlls, = 1Py = f + £ = Pyllg,
<P, —fll]fi +IIf — PNlllcli (par I'inégalité triangulaire)
<1

Donc pour tout n = N, le polyndme P, — Py est borné, donc est constant d’aprés
la premiére question, on peut le noter c,.
On en déduit que

f=lim (P)= lim (Py-+c,)

= PN + lim (Cn) = PN +C,
n—+o00

donc que f est un polynéme.

Une correction de l'exercice 13.9 énoncé

(Un graphique en 3D)
= Soit x = 0, pour n assez grand, plus précisément pour n > x,

fu=(1-2) =)

X X X —
or In (1 - ;) T donc nln (1 - ;) X et f,(x) — e
Donc la suite (f,),ey converge simplement sur [0 ; +oo[ vers x — e .

w= Pour tout x € [0 ; +oo[ et n € N*, notons A, (x) = f,(x) —e™. Alors

@ six>n, |A,(x)=e* <e™, donc [|A, TPl <e;
@ sixe[0;n[, A(x)= (1 - f)n —e = enln(l_;) —e™.

x
L’application x — e“ln(l_ n) —e ¥ est dérivable sur [0 ; n[, car x — In (1 - %)

|'est aussi, et
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Comme la fonction exp est croissante, cette quantité est du signe de
en(x)=(=x) = (n=DIn (1-%).

De nouveau, cette fonction est dérivable sur [0 ; n[, de dérivée

Lp;(x):—l—(n—l)x(—l)x 1x:—1—(n—1)><
n 1—; X —
__(x—n)+(n—1)__x—1

x—n x—n

On en déduit que :

- «, est négative sur [0 ; 1] et positive sur [1 ; n[,

= donc ,, décroit strictement de ¢,,(0) =0 a ¢,(1) < 0, et croit strictement
jusqu’a +oo, donc par le théoréme de la bijection s’annule en un point
xl’l € ]1 : n[7

- on en déduit que ¢,, et par conséquent A, est négative sur [0 ; x,], et
positive sur [x,, ; n[,

- et on conclut que A, décroit de A,(0) = 0 a A,(x,), puis croit jusqu’a
—e "<0.

Ainsi

AL = A, ()] -

Or
Xn
¢(x,)=0= —x,=(n—1)In (1 — ;)
xrl xn
<:>—xn:nln(1——) —ln(l——)
n n
xn xn
@nln(l——) =—xn+ln(1——),
n n
donc

An(xn) — enln(l—%”) — e Xn

— e—x,ﬁln(l—%") —e X

— e—xn (e+ln(1*%) _ 1)

=e 7 x (—%),
ooc
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ce qui donne finalement

. X
1Al " = —te.

Enfin, la fonction x — xe™ est continue sur [0 ; +oo[, et tend vers 0 en +oo,
donc elle est majorée sur [0 ; +oo[, par un réel M, d’otl

M
[0;n[
a0 < =
® On en déduit finalement que

. M
||An||£g’+°°[ < max (—,e_") —0,
n

n—-+4o00

donc la suite (f,,),ey converge uniformément sur [0 ; +oo[ vers x — e™.

Une correction de I’exercice 13.10 énoncé

1. En préliminaire, on remarque pour tous réels a et b, (a —b)? = 0, donc a®+b? =
2ab, d’ot

(1+a®>)(1+b>)=1+a?>+b%>+(ab)*> > 1+2ab+(ab)®>=(1+ab)%
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2. Soit n € N, pour tout x €1,

‘ O
T+ f002 1+ f(x)?
a0 = F0)) % (1 = fo(x) X f(x))
B (14 £,(x)?) (14 £(x)?)

— £,()f (x)

S Ul =S G ) (L £ o)
o — £,()f (x)
= |fu(x) f@ﬂxh1+nuy)u+fwf)
B B 1+ £, () f ()
= |fu(x) = f ()] x (1 +fn(x)2) (1 +f(x)2)

1+ £, G0l If ()]
(1+1£0P) (1 +1FP)
1+ 1, (0l | ()]

< f(x) = f ()] x SIS (d’aprés le préliminaire)

= [fu(x) = f ()| %

< () = f ()] % < [fu(x) = )l

1
1+ £ Gollf (o)l

f
1+f2°

Donc en notant g, = etg=

fn_
1+£2

I I
l18n = 8l < Ifn = flls

or par hypothese ||f,, — f || — 0, donc par domination ||g, — g|| p— 0,

ce qui permet de conclure que la série des fonctions : Jn "3 converge umformement
sur L.
Une correction de 'exercice 13.11 enoncé

= Soit a € [0 ; 1], posons u, = a et pour tout n € N*, u,, = f,(a).
Alors pour tout n €N,

Unir = frr(@) = (f o fo)(a) = f (ful@)) = f (un).
Pour tout x € [0 ; 1],

f)=2x(1-x)=2(x—x*)=-2 (x—l)z—l—1
2 2’
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donc en particulier 0 < f(x) < %
On en déduit par récurrence que pour tout n € N*, u, € [0 ; %} )
Enfin, pour tout x € [O ; %],

1
f(x)—x=—2x2+x=—2x(x—§) =0,

donc pour tout n € N*, u,.; —u, = f(u,) —u, = 0, ce qui prouve que la suite
(Up)nen- est croissante.

w Cette suite est donc croissante, majorée par %, ce qui prouve qu’elle est conver-
gente. Notons £ sa limite.
Alors par prolongement des inégalités larges

N =

VneN, u; =f(a)<u, <

a la limite, on peut dire que

N~

u;=fla)<L<

et d’autre part

Uppr =2u,(1 —uy,) — 20(1-1).

Mais u,,q — ¢, d’otl par unicité de la limite 2£(1 — £) = £, ce qui donne
n—-+0oo
d’apres la factorisation ci-dessus £ =0 ou £ = %
= On peut donc conclure que pour tout a € [0 ; 1], la suite (f,(a)),cy converge
vers un réel £ qui vérifie

{ flas<e<i,
1
{e {0, E} .
Par conséquent :
® sia=0oua=1,alors f(a) = 0, d’ot par récurrence f,(a) = 0 pour tout
neN*, donc{=0;
® siae€]0; 1[, alors f(a) >0, donc £ = 3.
On peut donc conclure que la suite (f,),cy converge simplement sur [0 ; 1] vers
la fonction

3 sixelo; 1,
0 sixe{0,1}.
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= Si la suite (f,),cy converge uniformément sur [0 ; 1], alors chaque fonction f,
étant continue sur [0 ; 1], sa limite doit encore étre continue sur [0 ; 1].

Or ce n’est pas le cas. Donc la suite (f,),y Ne converge pas uniformément sur
[0; 1]. Et paf!
w= @ Tout d’abord, la fonction f est croissante sur [0 ; ﬂ et vérifie f(x) = f(1—x)
pour tout x € [0 ; 1].
® Soit [a; b]c ]0; 1[.
D’abord pour nous faciliter la tache, on remarque que le segment [a ; b] est
inclus dans le segment plus grand [a ; 1 — a], avec a = min(a,1-b) € [0 ; %]
(le segment [a ; 1 — a], étant centré en %, va rendre I'étude plus facile).
1 ||Las®] [a;1-a]
f n— 5
o0
On va donc se contenter d’étudier la convergence uniforme sur tout segment

dutype [a; 1—a].
® Soit a € [0 ; %], alors pour tout x € [a ; 1 —a],
puis par récurrence pour tout n € N*, f,(a) < f,,(x) < %

Ainsi pour tout n € N*,

Ainsi L — 1
2
o0

<

N =

£ =) =F1-x) e [f(a) ;

[a;1—a]

< - _
Sy Al 0

1

fn_a

o9}

d’ol la convergence uniforme de (f,),cy Sur tout intervalle [a ; 1 —a] avec

o€ [0 ; %], donc sur tout segment [a ; b] de ]0 ; 1[ (d’aprés la remarque

préliminaire) vers la fonction x — %

Une correction de U'exercice 13.12 énoncé
1. Soit x € [1,+00[.
La suite de terme général

(="
Vv 1+nx

(="
V1+nx

1 - .
=|—— est décroissante et tend vers 0 car
) neN ( v1+nx ) neN

est alternée.

De plus la suite (
x > 0.

Ainsi, d’aprés le théoréme spécial des séries alternées, la série .
n=0

D"
Vv 1+nx

converge.
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2. Pour tout n € N, la fonction |f,| : x — est décroissante et positive sur

=[1,+4o0[, donc

1
Vv 1+nx

1

VneN, T o= f,(D)] = )

1falloe = £ (D A

1 )

Or m e f, et la suite de Riemann (TH) n’est pas sommable, donc par
équivalence la suite de terme général (II fnllio) n’est pas sommable non plus.
Et comme cette derniére suite est & termes positifs, sa série est divergente, donc
(fidnen N'est pas normalement convergente sur J.

3. On a demontré dans la premiére question que pour tout x € [1,+oo[, la série
Z \/T vérifie le théoréme spécial des séries alternées. Par conséquent, pour

+00 .
tout N € N, son reste Ry(x) = . U st majoré en valeur absolue par son
N neNA1 Vv 1+nx
premier terme,
1 1
< .
V1+(N+1x V2+N

Cette majoration est indépendante de x, donc

IRy (x)] < {fN+1(X)| =

IRxlI%, <

1
V24N

0, donc par domination ||Ry]l’, — 0, ce qui prouve que
n——-—r+oo

1
Or VZIN oo
> f, converge uniformément sur J.

4. = Pour tout n €N, f, est continue sur J=[1 ; +oo[, et

£( ) ¢ 1 sin=0,
x)— L =
" —too " 0 sinon.

= De plus on a vu dans la question 3 que > f, converge uniformément sur J
dont +o0o est une borne.
Le théoréme de la double limite nous permet alors de conclure

too +o00 +00
an(x) ;TM’ZKH =1 +ZO =1, c.QF.D.
n=0 n=0 n=1

5. (a) Je ne détaille pas le fait que la série Y. % vérifie les hypothéses du théo-

réme spécial des séries alternées (que nous avons rappelées dans la premiére
question) donc elle converge.
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(b) On sait déja d’aprés la question précédente que ¢(x) = 1, donc néces-
X—>1+00

sairement £ = 1, et il reste & prouver que

1
&p(x)—l-l-F—l— 0 (x3/2)

Pour tout x € [1 ; +oo[

wo-(1+2)]-

1 1
= ) - -
;( )(\/1+nx \/nx)
io: Jix —VIi¥nx (en multipliant numérateur
S DG § LA i

et dénominateur par la quan-
VIXVI+nX | tiss conjuguée,)
+oo (_1)n+1

-5

~ vnxv/1+nx (\/ﬁ—i- v1+nx) ’

Z ¥ +z: ¥

n=1

mais pour tout n € N*¥,

( 1)n+1 ( 1 )
vnx+/1+nx (,/nx+\/1+nx) "*+°° n3/2
donc par domination ( T «an((il)ﬂ+ m)) est sommable, et on peut ap-

pliquer I'inégalité triangulaire qui nous donne
+00 ( -1 )n+1

a
IoGe) = (1+ﬁ)‘ B ; JaxV1+nx (\/ﬁ+ \/1+nx)
+00 1
<2
= vnxv/1+nx (\/ﬁ-k«/l—knx)

(série  convergente de
terme general aussi

Z mm(m“' Vnx) dominé par 3/2)

-
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En posant M = 1 Z ——=, nous avons |'existence d’une constante réelle M > 0

telle que pour tout X au voisinage de I'infini,

'kp(X) - (1 + i)
Jx

gp(x)—(1+i)= (0] (L),
ﬁ X—+00 xﬁ

ce qui est peu ou prou la conclusion attendue.

donc

Une correction de 'exercice 13.13 énoncé
1. = Pour x = 0, pour tout n € N, u,(x) = u,(0) = 0 est bien le terme général
d’une série convergente.
= Pour x > 0, pour tout n € N, u,(x) ~ == ( ) est aussi le terme
n—+oo I n—>+oo
général d'une série convergente.
Donc la série de fonctions Y. f,, converge simplement sur [0 ; +oof.
2. Soit A un réel strictement positif.

Pour tout x € [0,A],

|u, ()] < —

donc

@< 2= o (L),
00 n2 n—+oo \ n2

donc par domination, ) u, converge normalement, et a fortiori uniformément,
sur [0 ; Al.

3. Il suffit d’écrire que, pour n+1 <k <2n, onan®+k* < 5n% et donc =5 > in
On obtient finalement

i n__ 1 y 1 1
— = —=nX_—=-.
2 2

k=n+1 n®+ k k=n+1 sn sn 5
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Pour tout n € N et tout x > 0,

+00
IR, 1950 = sup [R, (x)| = sup| > uy(x)
x20 R P—)
+00 2n n 1
> k_Z )| > | 3wl = > >t
=n+1 k=n+1 k=n+1

donc ||Rn||£g;+°°[ ne peut tendre vers 0, et la convergence uniforme sur [0 ; +oo]
est impossible.

4. On utilise le critere spécial des séries alternées.

Pour tout x fixé dans [0 ; +oo[, la suite (u,(x)) est positive, décroissante et tend
vers 0. La série Y (—1)"u,(x) est donc convergente, et pour tout N € N* on peut
majorer le reste :

+o0o X
Ry ()| = k:ZM(—l)kuk(x) < Juns ()] " NI

Mais comme x < /x%+ (N+1)?, ainsi que n < y/x2+(N+1)?, ona
X x2 <\/x2+(N+1)2

(N+1)2+x2 (N+12Z+x2 ° (N+1)2+x2
1 1

Vx2+(N+1)? N+1

On a donc établi que

1
A EO,+ 5 R, $_,
xe[0; ool RGNS

[0; +oo[ < 1

ot < o d’ol je vous laisse déduire la convergence

par conséquent ||Ry]|
uniforme sur R

5. La présence de la valeur absolue dans la définition de la norme infinie entraine
que pour tout intervalle I,

1(=1)"ty I3, = sup |(=1)"11,(0)| = sup u, ()] = [luy I3,
x€l x€l

donc la convergence normale de Y (—1)"u, sur n’importe quel intervalle revient
a celle de > u,, donc on conclut ici comme 2 la question 2.
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6. D’autre part, toujours pour la raison ci-dessus, si on avait convergence normale
de > (—1)"u, sur R,, alors on aurait aussi convergence normale de la série ), u,
sur R, donc convergence uniforme de cette méme série, ce qui n’est pas le cas
d’apres la question 3.

Une correction de 'exercice 13.14 enoncé
La série »_ g, ne converge pas normalement sur [0 ; 1], car pour tout n € N*,
||gn||£2;1] = % n’est pas sommable.

Mais pour tout x € [0 ; 1] fixé,

1 : 1
sin=[-],
fn(X)={ HE
0 sinon.
En effet
1 1
<x<— &< n<<—<n+1
n+1 n X
1
= n=|—]

Ainsi, pour tout N € N*,
w= pour tout x € [0 ; 1],

;fn(x)=0m0 (six =0,)

N
an(x)=0+---+0+ﬁ+0+--- (des que N > [ +])
n=1 -

X

mé (sixe]0;1])

donc la série converge simplement sur [0 ; 1] et a pour somme

0 six=0,

+00
Zlgn:XH{ ﬁ sixe]0;1].
=

x

w= pour tout x € ]0 ; 1], pour les mémes raisons que ci-dessus :

400 0 siN> % - 17
Ry(x) = Z flx)=4 1 <1 sinon
n=N+1 LiJ N

397102
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donc

1
[0;1]
IRyl ™ < N’

et la série converge uniformément sur [0 ; 1].

Une correction de 'exercice 13.15 enonce
(1) Notons f,(x) = o)

I

1+n%x? "

Pour tout réel x, et tout n € N*,

sin(nx)
1+ n2x?

1 1
< (0] —
1+ n?x2 n—%o0 \ n?

donc par domination (f,,(x)) est sommable pour tout réel x, donc en particu-
lier Y’ f, converge simplement sur R.

= La convergence uniforme est difficile a étudier.
- Pour tout n € N*,

(NI

(| £ 1205 Fool >

1 sin(1)
fn (;)‘ = 5

donc || fn||£;+°°[ ne peut pas tendre vers 0, et la série Y || fnlllg;‘Loo[ diverge
grossierement.

Pour tout n € N*, et tout segment [a ; b] C ]0 ; +oo[,

1 1
[a;b] < — —
Wfalleo™™ < 1+ n%a? neo (nz)

d’ott la convergence normale sur tout segment de ]0 ; +oo[.

Pour tout n € N* et tout x > 0, on reconnait dans Y. %
alternée qui vérifie les conditions du critére de Leibniz, donc on a converge
simplement sur ]0 ; +oo[.

Soit N € N*,

Toujours grace au critére de Leibniz, on sait majorer le reste d’'une série al-

une série
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ternée :
+200: (_ 1)n71efnx

n=N+1 ﬁ

(_ 1)Nef(N+1)x

VvN+1
1

N+

Vx €10 ; +oo[, |Ry(x)|=

N

]\H 1

Ainsi
[[Ry[129: 0L <
N+

donc par encadrement ||RN||£;+oo[

de > f, sur ]O ; +oof.
»= D’une part

— 0, d’ot1 la convergence uniforme
n—-+0oo

105+ _
Il falls =T

donc || fn||£;+°°[ est une série de Riemann divergente, donc ) f, ne
converge pas normalement sur ]0 ; +o00[.

D’autre part, pour tout segment [a ; b] € ]0O ; +o0[,

[FATSSEE < (e )"

or )e’“) < 1, donc (e7®)" est le terme général d’une suite sommable, d’ott
par domination, (|| fn||£§; b]) est aussi sommable.
La série converge donc normalement sur tout segment de ]0 ; +oo[.

(3) En guise de préambule, je rappelle qu'il est un exercice courant de prouver grace
a l'inégalité des accroissements finis que pour tout 0 € R, |sin(0)| < |OJ.
On pose f, : x — %sinf.
= D’aprés le préambule, pour tout x € R,

1 rx 1 X 1
—sm(—) S—x|—|: (0] = |
n n n nl n-otoo\ n

d’otli la convergence simple sur R.
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= Ici aussi, il n'y a pas de moyen simple d’évaluer le reste de la série, donc on
n’étudiera pas la convergence uniforme.

= Pour tout n € N*,
ACIEE
n—||=-
"2 n

n’est pas sommable, alors (II fn IIIfi)

R
I falloo =

. . 1
donc par domination, comme ( n ) e e

ne I'est pas non plus, donc (comme c’est une suite de termes positifs) Y || f,, ||]fi
diverge. La série ne converge donc pas normalement sur R.

= En revanche sur tout segment [a ; b] C R, en notant a = max(|al|, |b]), de
faconaceque [a; b]C [—a; a],ona

1. rx |x|
Vx €la; b], ;sm - < <

\_2\

n

Eml Q

donc

1
la;b] < a —
||fn”oo ~ n2 n—>O+OO (le)’

d’ol1 la convergence normale sur tout segment.

. X
(4) On pose u,, : x — Ty

= D’une part u,(0) =0 donc Y u,(0) converge .
D’autre part, pour tout réel x > 0,

1 n 1 n
Iun(x)|=x>< (1+X2) :n—>o+oo((1+xz) )’

n - - . - - .
1+1x2‘ < 1, donc (1 +1X2) est le terme général d'une suite géométrique

sommable, d’ott par domination ) u,(x) converge.

or

On a donc établi la convergence simple de > u,, sur [0 ; +0o[.
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= Soit x >0, et NEN,

+00
RyCOl=| > ua(x)
n=N+1
1
i1 Y, (1)
n;rl I+x
“+00 n
- (1+x2) ;(14-3(2)
(1+x) 1+x2)
_1
R 1+x2
ainsi
. 1\ NI
IRl > |R (—)‘sz(1+@) = N x e (1)

1
_Nln(1+N2) e() — 1, d’ol:l
N—+00

et —Nln (1 + # N:;roo—ﬁ, donc e

—Nln(HNiz) oo,
N—+o00

N xe

donc Ry ne peut pas tendre vers 0, et il n'y a pas convergence uniforme sur
10 ; +o0[, et encore moins sur [0 ; +oo[.

= En revanche, pour tout segment [a ; b] € ]0 ; +ool, il est clair que Ry est
positive et décroissante sur ]0 ; +oo[, donc

N
IR = Ry(a) = = x 0
Nlloo N a \1+2) e 7

d’oti la convergence uniforme sur tout segment de 10 ; +oo[.

= La fonction u, est ¥* sur [0 ; +oo[, et I'étude de ses variations (que je ne
détaille pas) nous donne

1 1\ 1
105400 _ —
u =u =1+ .
Hanlloe ”( 2n—1) ( 2n—1) 2n—1
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Or
1 - 1
1+ = e_”ln(1+2n—1)
( 2n— 1)
et
1 1
—nln 1 + ~ —nxX ~ -,
2n —1 ) n—+oco 2n — 1 n—teo 2
donc
1 LY 3
+ 2n—1 n—+00 €
et
1
105400l -2 .
”un”‘x’ nﬁ+ooe ’ 2n—1
Ainsi

1
— ]0;+00[
Tll/z _n_)q_oo(Hun”oo )’

donc, par contraposée du critere de domination, la suite de terme général
[lu, ||12’+°°[ n’est pas sommable, donc (comme c’est une suite a termes positifs)
la série de terme général ||un||£;+°°[ diverge, ce qui prouve qu’il n'y a pas
convergence normale sur ]0 ; +oo[.

1+a?

5.+ on a alors

Enfin, pour tout segment [a ; b] € ]0 ; +oo[, dés que n >

1
a> V2n-1’

18 = (@ =a [ —— ) = o Ly
tnlloo” " =)=\ 7702 | T He\\ 17 a2 ’

1 1
14a? 14+a?
domination la convergence normale sur tout segment de ]0 ; +oo[ .

donc u,, décroit sur [a ; b], et

or

< 1, donc la suite de terme général ( )n est sommable, d’ot par

xe

(5) On pose u,(x)= Oh

= Pour tout x > 0, u,(x) = o(e™), ore™ = (e™*)" est le terme général
n o0

—+
d’une suite géométrique sommable, donc par domination (u,,) est sommable,
donc > u, converge simplement sur ]O ; +oo[.
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= On abandonne la convergence uniforme.
w= @ Pour tout entier n > 1, I'étude des variations de x — xe
norme infinie sur ]0 ; +oo[ est

~™ montre que sa

-1

105+0o[ _ —
u =|u,(1/n)| = .
270 = (1) = s
® Or (voir I’exercice sur les intégrales de Bertrand dans le cours sur les

intégrales généralisées) la fonction h : x — est continue, décrois-

1
nln(n)

x In(x)
sante et strictement positive sur [2 ; +oo[, donc la série >

est de

e 42 +
méme nature que l'intégrale fz * #(x)dx.

@ Cette intégrale, par le changement de variables u = In(x) (tellement clas-
sique que je ne le justifie plus) se transforme en flzozo)
d x diverge aussi, donc que Z

idu qui est di-
1 1
x In(x) nln(n)
enfin que ) u, ne converge pas normalement sur ]0 ; +oo[.
= En revanche, pour tout n € N* et tout segment [a ; b] € ]O ; +ool,

bxe™

™ < oo 0 500 (€7

+
vergente, donc f ) * diverge, et

d’otli la convergence normale sur tout segment.
(6) On pose u,(x)= foﬂo %:t"f)d t.
Pour tout x e R, neN*, et t >0,
1

T34 ¢2

sin(t 4+ nx)
n®+ t?

Ort— n?’;-l-tz est intégrable sur ]0 ; +oo[, d’intégrale

o e 1 £\ 1 o«
N t= n3/2arCtan(n3/2) o _nB/QXE’

donc par croissance de l'intégrale :

T sin(t + nx) feo g 1 m
i S| mrpdt=—E <o,
0 nd+t o Mt n3/2 " 2

donc ceci étant vrai pour tout réel x :

< —xZ= o [—
unoo\n?’/2 z_n—>+oo n3/2

b ~
d’oti la convergence normale sur R.
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Une correction de 'exercice 13.16 énoncé
1. Soit x €]0 ; +oo[,

= la fonction t — Zf}ﬁ est continue sur ]0 ; +oo[ comme rapport de deux fonc-

tions continues dont le dénominateur ne s’annule pas;
m S0 — gex)=0 (tlz), donc t — 2 ot intégrable sur [1 ; +oo[ ;

e'—1 t 1400 ext—_q

. sin(t) ~ sin(t) ~ 1 sin(t) cgz .
el et o HO0(1) donc t — —7= est intégrable sur ]0 ; 1].

donc pour tout x € ]0 ; +oo[, I'intégrale définissant f (x) converge, ce qui fait de
f une application sur ]0 ; +o0o[.

2. = D’une part pour tout x € ]0 ; +oo[, et t € ]0 ; +o0[, {e_“‘ <1, donc

sin(t)  sin(t) 1
Xt_1: eXt Xl_e—x[

sm(t) Z( —xtyn
= Z sin(t)e ™!
n=1

= Soit x € ]0 ; +o0o[.
Notons pour tout n € N* et t €]0 ; +oo[, f,(t) = sin(t)e™ ™.
(i) Pour tout n € N*, la fonction f, est continue sur ]0 ; +oo[, et intégrable

sur ]0 ; +oo[ car majorée en valeur absolue par la fonction ¢t — e™™* qui
est intégrable sur J0 ; +ool ;

(i) la série de fonctions )’ f,, converge simplement sur ]0 ; +oo[, et sa fonc-
tion somme t — % est continue sur ]0 ; 4+o00[ ;

(iii) Il nous reste & montrer que la série f 0+O° |f()|dt est convergente.
® Premiére méthode : on montre que
Vo eR, |sin(0) <19],

ceci par

(1) étude des variations de 6 — sin(6) — 6 sur [0 ; /2],
(2) prolongement sur [—m/2 ; /2] par parité,

(3) et en remarquant que [sin(0)| < 1 < |6] pour 8] > /2.
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On en déduit que pour tout t € ]0 ; +ool,
Ifa(O < Jtle™™" = te™™".

Or a l'aide d’une intégration par parties,
S avecu:t—tetv:it— (—i) e ™t sont ¢ sur [0 ; +oo[,
> u(0)v(0) =0 et u(t)v(t) P 0,

—>100

on peut écrire

+oo +00
1 1
te ™t =0— —— |eT™dt = 5=,
0 0 nx n“x

. v s + V.
donc par croissance de l'intégrale, fo Oo| fa(®)ldet < #, d’ ol

+ . R L
f *I fa()ldt = O (iz), ce qui entraine la convergence de la série
0 n—+00 n

DN NTAGIETS
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® Deuxiéme méthode :

400
J [fa(O)ld e
0

(p+1)m

+
= Zf Isin(t)|e”™*dt (avec Chasles)
=0Jp

e

+00 u
= ZJ sin(u + pm)| e ™ @+PPdy (en posant t =u+ pm)
—0Jo

+00 m
—nxpTm . —nxu ( i ( + ) -
_ Z: e TxP J;) |(—1)? sin(u)| e ™“du (C_ai)p 21?1&)) o

+00 T
= Ze_"”“f sin(u)e™™du (car sin = 0 sur [0 ; «])
p=0 0

T +00
Im (J e(nxi)udu) @ XpT
0 >

p=0

=1Im ( |: : e—(nx—l)u:| ) (e—nxa't)P
—(nx —1i) o) =
(car ei™ = —1 et

— Im ; (_e—nth — 1) X ;
—(nx —1) 1—e ™™ |€_nm| <1)
T 211 X 1 —enxm (car Im (—(HX—i)) - n2x2+1)

1 _
~ - | (car e ™™ ——0).
n—+oo n2x2 n—+o0o n2 n—-+o0

d’olt la convergence de la série )’ fOJrOO Ifo(t)dt.

Enfin bref : grace au théoréme d’intégration terme a terme, on peut
affirmer que

+oo . +00 400
fx)= f S di= f PNAGLE
0 0 n=1

+00 +0o0 +00 +oo
= ZJ fo(dt = ZJ sin(t)e ™dt.
n=1J0 n=1J0
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Or pour tout n € N*,

+o00 +o00
J sin(t)e”™dt =Im (J elt x e7™td t)
0 0

+00 . .
— Im o (nx-Dt gy (car Re(nx —i) = nx > 0, voir la
o o proposition 7.2)

I nx +i 1
=Im = .
(nx)?+1 n?x2+1

donc on obtient bien que

+2°°: 1
fx)=) 55—
“in?x?+1

Une correction de l’exercice 13.17 énoncé

o L’avantage du théoréme de convergence dominée pour les séries,
y c’est qu’il ne nécessite pas d’établir au préalable la convergence de
la série Y. a,,.
= Pour tout n €N, la fonction f, : t — t"4/1 — t2 est continue sur [0 ; 1[.
= Pour tout t € [0 ; 1[, grace a la série géométrique,

+00 +00 +00
an(t)=2t”\/1—t2= \/1—t22t"
n=0 n=0 n=0

1
=v1-t*x
1—t¢
_ 1+t
“Vize

donc )’ f, converge simplement sur [0 ; 1[.

= Sa somme t — ,/% est continue sur [0 ; 1[.

49/102



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

w= De plus, pour tout NeN, et tout t € [0 ; 1],

ifn(f)=i:t”\/1— 2= /1 _tzitn
n=0 n=0 n=0

1—tN+1

=vV1-t2x —
1—-t

1+t

— (1 _ tN+1) E’

donc pour tout t € [0 ; 1],

(O =

¢1+t
1—t

1+t
N+1)\/1_'t

ett— 1“ est intégrable sur [0 ; 1] car :

— elle est contmue sur [0; 1[;

T+t 2 _ 1 1 . .
Y A r:o’/:_fgo ((1_01/2), et t — =5 est intégrable sur [0 ; 1[.

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée pour les séries pour
écrire (le théoreme d’intégration terme a terme aurait donné la méme conclusion)

que
1+t (1+t)2
a _J Vl—t f ﬂ—tXL+ﬂ

(1+t) ( . )dt
\/1—t2 0 1—t2 \/1—t2
= [arcsin(t)—\/l—tZ](l):E_;_l'
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Une correction de l'exercice 13.18 énoncé
Pour tout n € Z,

2m e,int 1 2m ' 1
Inzj —itdt=—J et x ———dt
0 2+e 2 0 1+ Ee
2m +00 k
1 : 1 .
= —J e it (Z (——e“) ) dt (car
2 J, = 2

1 27T 400 1 k : o 1 21 +00
== —— | eltnthtge =~ t)dt
2f0 Z(z)e ZL ;fk()

k=0

_lgit| 1
S€ 2<1)

k .
en notant pour tout t € [0 ; 2nt] et k €N, fi(t) = (—%) el=n+he

. k

Pour tout k € N, f; est continue sur [0 ; 21t], et IIkaIE,S’Z“] = (%) , donc Y fi
converge normalement sur [0 ; 27].

On peut ainsi appliquer le théoréme d’intégration terme a terme :

1 400 1 k r2m
L=¢ Z (——) J el g ¢
2 k=0 2 0

Mais
1 [ei(_,ﬁ_k)t]% ~0 si k # n, ce qui est vrai pour
2n i(=n+k) 0 > tout k € N lorsque n < 0,
f (g ¢ —
0 si k = n, qui n’est possible
2m,
que lorsque n = 0.
donc

— sin <0, tous les termes de la somme qui donne I,, sont nuls, donc I, = 0.

— sin €N, alors quand k va de 0 & +0o dans la somme, le terme non nul est
obtenu pour k = n, ce qui donne

1 1\" 1\"
L[ ==x|—-%| X2n=|—2] m
2 2 2
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Une correction de l'exercice 13.19 enoncé

1. Pour tout (p,q) € N* x N, la fonction x — xPIn?(x) est continue sur ]0 ; 1], et
tend vers 0 quand x — 0 par croissances comparées, donc elle est prolongeable
en une fonction continue sur [0 ; 1], ce qui en fait une fonction intégrable sur
10 ; 1]. Ainsi I(p, q) est bien une intégrale convergente.
Pour tout (p,q) € N* x N, les fonctions u : x — Iﬁx”l etv:x— In?"(x) sont
de classe €* sur 10 ; 1], et par croissances comparées leur produit tend vers O
en 0, et vaut 0 en 1, donc une intégration par parties donne :

1 1

xP(lnx)dx = f u' (x)v(x)dx

0

I(p,q+1)=f

0

= [u(x)v(x)}; — J

0

1

p+1 1 q
xXPP(g+1)x — x(Inx)?dx
p+1 X

1
+1 +1
i xP(Inx)ldx = 1T x1(p,q).
p+1 ], p+1

On en déduit par récurrence que pour tout (p,q) € N* X N,

o) =——2 x(—q_l)x---x(—i)l(pm
p+1 p+1 p+1

q! 1 1 ]
=(-1)¢ = P =
(-1 T xp+1 (car I(p,0) fox dx D
q!
= (=1)0—2
v (p+ 1)

Pour tout n € N*, il nous suffit alors de prendre p = g = n pour conclure que

1

! " n n!
.[)(XIHX) dx =L xP(Inx)ldx = (-1) OS]

2. = Lafonction x — x* = e*!"* est continue sur ]0 ; 1], et comme par croissances
comparées xInx —— 0, donc x* Y 1, on peut conclure que x — x* est

x—0 xX—
prolongeable en une fonction continue, que I'on va noter f, sur [0 ; 1], et que
1 1
fo x*dx = fo f(x)dx est une intégrale convergente.
= Pour tout x € ]0 ; 1], grace a la série exponentielle :

+o0o
eIn(x (xInx)"
o =eht =y e
n=0 :
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Pour tout n € N*, notons f,, : x — n!

(xInx)" . .
St x.e 1051, , et f la fonction
0 six=0.

constante égale a 1 sur [0 ; 1].

®
®

On

Pour tout n €N, f, est continue sur [0 ; 1] (par croissances comparées en
0).

La fonction g : x — xlnx, est dérivable sur ]0 ; 1] de dérivée x —
In(x) + 1, négative sur ]0; e '], et positive sur [e”!; 1], donc cette
fonction g est décroissante sur ]0 ; e™'] et croissante sur [e™! ; 1], avec
lin})g(x) = lin})xln(x) = 0 et g(1) = 0. On en déduit que pour tout
X X

x€]0; 1], |xIn(x)| < |g(e‘1){ =e 1
Ainsi pour tout n € N*, pour tout x € [0 ; 1],

1
()] = m

TR
Moo =
Or la série (en;') est sommable (c’est la suite qui définit la série expo-
nentielle), donc par majoration || fnllgg;l] est le terme général d’une suite
sommable, et par conséquent Y. f, converge normalement, donc unifor-
mément, sur [0 ; 1].

peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme sur un seg-

ment :

1 1 1 400
j x*dx :f f(x)dx:f an(x)dx
0 0 0

n=0

S —

= ZJ fa(x)dx (par intégration terme a terme)

J (Xlnx)n _Z f(xlnx)ndx
_ n o (="
Z U ey +1)”+1 Z(n+1)”+1

+00 (_1)11 1
= E ——— | (en posant " =n+1).
n

n=1
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Une correction de l’exercice 13.20 énoncé

1. pourtout a>1, (n%), eta>1,donc Y, ni“ est convergente, et par

ne ln(n) n—>+oo

domination, la série Y —— converge aussi.

“1 (n)
2. Soit a € ]1 ; +o0o[. Pour tout x > a, on a d’une part

+00 1
-1=3 —~
n=2

et d’autre part pour tout n = 2,

+00 1 +o0 1 X—+00
f _xdx — J e—ln(n)xdx — |: e—ln(n)xi|
« T o —In(n) o

_ 1 [O_e—ln(n)a] — ;
—In(n) n®In(n)

On veut donc prouver que

+00 +oo +00 +00 1
f 1o f Lix
n=2Ja n

ce qui revient a intervertir somme et intégrale, ou a intégrer terme a terme.

On va appliquer le théoréme d’intégration terme a terme :

= Pour tout n > 2, la fonction f,, : x — nl—x = e~ In(mx
sur [a ; +oof.

= La série de fonctions ) -, f, converge simplement sur ]1 ; +-oo[, donc sur
[a ; +oo[, et a pour somme x — {(x)— 1.

= Mais || fn||£;+°°[ = nia est sommable, donc 2@2 f, converge normalement, et
a fortiori uniformément, sur [a ; +ool.

est continue et intégrable

Ainsi les fonctions f,, étant continues sur [a ; +oo[, on peut affirmer que la
+00

somme Y. f, = — 1 est aussi continue sur [a ; +oo[.

n=2
+00 +00 1 1
Ifn()ldx = —dx=—",
" . n®In(n)

= Pour tout n > 2,
donc on déduit de la question 1 que la série de terme général f :oo If, ()] dx
converge.

Les conditions du théoréme d’intégration terme a terme sont donc réunies, et
son application donne le résultat voulu.

© 54/102




Exercices du chapitre 13. Suites et séries de fonctions

Une correction de l’exercice 13.21 énoncé

Notons encore une fois pour tout n €N, f, : x — o L tan ( 2n)

1.

=

=

@ On veut prouver la convergence normale de la série des fn, mais

on a un probléme avec f, qui n’est pas bornée sur ] 5 [ On
va donc travailler sur la série des f, avec n > 1 puis a]outer ala

fin la fonction f, qui est aussi continue sur z ; 72‘

Tout d’abord, on constate que les fonctions f,, sont toutes continues sur

=533l

Pour tout n € N*, et tout x € ]—% ; g [, on sait que, comme on a bien pris
n<l1,
m x 0w
——_ < <

4 S on g

donc la fonction tan étant croissante sur cet intervalle

tan (—g) =-1< tan(zxn) < tan (g) =1
hel< 5= (5)

_n.n
Par conséquent, ||fn||OO 2’ 2[ ( )
Ainsi, comme la suite géométrique de raison % est sommable, on en déduit

1-5:51

par domination que la suite de terme général ||f, |5 est aussi sommable,
donc que la série des fonctions f,, (pour n = 1) converge normalement et a
fortiori uniformément, et & plus fortes raisons simplement, sur } 53 [
+00
On en déduit que la fonction somme Y. f, est définie et continue sur cet
n=1

intervalle ]—% ; ;‘ [, et comme f; est aussi continue sur cet intervalle, on
+o00 400

peut conclure que fo + Y] f, = ] f, est continue sur ]—% ; 2 [
n=1 n=0

2. Soit x eR. Aurang N=0,

2N+l sin ( ) X ﬁ cos (—) = 2sin(x) cos(x) = sin(2x).

n=0
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Supposons que pour un N € N,
X\ X
2M*lsin (Z—N) l_[cos (E) =sin(2x),
n=0
alors au rang suivant :
N+1

X X
N+2 o3
2sin (5 ) [ Teos (37)

n=0

N
X X X

_ oN+2 _:

=9 sm(zNH) X (cos (ZNH) X nlzol cos (_2"))

N

X X x
= N+l (Zsin(zNH) xcos(zNH)) xl_[cos (E)
n=0
Ni1 x N x
=N+ (sin (Zx zNH))l_[cos (E)
n

=0
(car sin(20) = 2sin(0J) cos(O))

N
. (X X\ (on reconnait ici la quantité de
SN l_! ©S\on) 1 hypothése de récurrence).

=sin(2x) c.Q.F.D.

3. Soit x € }—% ; %[ On a établi a la question 1 la convergence normale, donc

I

uniforme, sur ] -3 3 [ de la série dont la somme est f. Cette convergence est

alors encore vraie sur tout segment de cet intervalle, sur lequel on peut donc
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intégrer la somme terme a terme :

* 1 t
dt= — — ] ]d
fof(t) t J (gzntan(zn)) t

J tan dt
2” n

=0

+00

x/2"
= J tan(u)du (en posant u= ;)
0

x/2" (il est pratique de savoir que :

ZZ[_IMCOS(H)'} tan = 30 = (CC‘:)SS) = (—In|cos|))

n=0 cos
+00

X
=— ln‘cos( )'
2)‘1

n=

o

Cette somme est, par définition de la convergence d’une série, la limite de la

somme finie
Sl ()= [ s ()]

et grace a la question précédente, pour x # 0,
N X
Zln cos(—)‘zln( )
271
n=0
X
Or % . 0, donc Sln(zN)Nﬁ+oo(2N) et
X X
2M+lgin (—) ~ 2NFL (—) =2x — 2x,
2N J No+oo 2N
donc par continuité du logarithme et de la valeur absolue
In ( ) In ( ) .
N—+00

—+00
On peut donc conclure que pour tout réel non nul x de ] —g ;I [,

2
f f(t)dt=—ln( )
0

sin(2x)
2N+1lgin (ZX—N)

sin(2x)
2N+l sin (ZX—N)

sin(2x)
2x

sin(2x)
2x
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Enfin, grace au théoréme fondamental de I'analyse, comme on sait que f est

continue sur ]—% 55 [, on peut affirmer que la fonction x — f; f(t)dt est la
primitive de f qui s’annule en 0. On va donc, sur x € ] -5 5 [ \ {0}, dériver la

sin(2x)

fonction x — —1n (
2x

) pour obtenir f :

n o
v e]——;—[ 0}, fx)m——o 4 1.
X 272 \ {0}, £ tan(2x) x
+o00 +00
FO=f(0)=>"0=0.
n=0 n=0
Une correction de 'exercice 13.22 énoncé
Notons, pour tout n € N*, £, la fonction x — hf;Z"'
1. Pour tout réel x = 0,
xn
——F—=0six=0,
1+ x2n
xn

xn
sz" sio<x<1,

1+ x2% oo
x" 1

——=—six=1,

1+x2n 2

x x

n n 1 n
1o 22 oo 320 = (;) six>1,

donc

= six = 0etx #1, f(x) est nul ou équivaut au terme général d'une suite
sommable, d’oti la convergence simple de ' f,,, et par conséquent la définition
de Ssur [0;1[U]1l; +oo[;

= En revanche, pour x =1, > f,(1)=>. % diverge, donc S n’est pas définie en
1.

On peut conclure que I'ensemble de définition demandé est

2=[0;1[U]l; 4+oo[

2. Toutes les fonctions f, sont continues sur R.
De plus, on remarque que sur tout segment [a ; b] € [0 ; 1[,

n

x
Vx €la; b], |fa(x)I= P <x"<Db",
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donc
(TR

d’ott la convergence normale, et a fortiori uniforme, de )’ f,, sur tout segment de
[0 1[.
On en déduit par le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions
que S= lim f, est continue sur [0 ; 1[.

n—+00
De l'autre coté de 1, on remarque que pour tout x € ]1 ; +oo[ et n €N,

+00 x2n X xl_"

S0) =2 A0 =25 =D,

2 1
n=1XnX(1+ﬁ

Ainsi, par continuité de inv : x — X sur ]1; +oo[ a valeurs dans ]0 ; 1[, et
continuité de S sur ]J0 ; 1[, on en dééuit que S = Soinv est aussi continue sur
11 ; +oo[.
3. = Tout d’abord, la remarque S(x) =S (i) nous permet de n’étudier S que sur
[0 ; 1[, pour ensuite en déduire le comportement sur le reste de 2.
= Toutes les fonctions f, sont continues sur R.
De plus, on remarque que pour tout segment [a ; b] € ]—1;1[, on a
[a; b] C [—a; a] avec a = max(|a],|b]), donc
n

|x|

Vx €la;b], |fi(x)= N <x|" < ah

+|X|2n

donc || fnllf[;”b] < a", d’ou, sachant que 0 < a < 1, la convergence normale,
et a fortiori uniforme, de Y. f, sur tout segment de 1-1 ; 1[.

On en déduit par le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonc-
tions que S = HETOO fn est continue sur ]—1 ; 1[.

De l'autre c6té de 1, on remarque que pour tout réel x tel que |x| > 1 et tout

neN,
+00 400 X" foo x2n X xl'l
S0 =2 0= 2 —;m

s @) :S(g)

IO
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Ainsi, par continuité de inv : x — % sur ]—oo ; —1[U]1 ; 400 a valeurs dans

]-1; 1[, et continuité de S sur ]—1 ; 1[, on en déduit que S = Soinv est aussi
continue sur J—oo ; —1[U]1 ; +oo[.

= @ Tout d’abord, la remarque S(x) =S (l) nous permet de n’étudier S que

sur ]—1 ; 1[, pour ensuite en déduire e comportement sur le reste de 2.

® N’oublions pas que méme les fonctions non dérivables ont
A le droit d’avoir un sens de variations ! Donc avant de se jeter
sur la dérivation de f pour connaitre ses variations, on peut

aussi comparer f(a) et f(b) pour a <b!

Soient deux réels a, b tels que 0 < a < b < 1. Alors

+00 bn +00 an
S(b)—S(a) = -
(b)=8(a) ;1+b2” ;1+a2"

+

= b" a
N (1+b2" - 1+a2")

=0

&b (1 +a?) —a"(1+ b2")
_; (1+b>)(1+a®)
0" - a1 - (ab))
—§ (1+b2)(1+a?)

+ =3

Or ab €[0; 1[, donc pour tout n € N, 1 — (ab)" > 0, et par conséquent

(0" —a")(1—(ab)")
(1+ b2)(1+a®*)

d’ot1 S(b) — S(a) > 0.
On a donc prouvé que S est strictement croissante sur [0 ; 1.

® Ensuite si 1 < a < b, alors 0 < % < % < 1, et grace au sens de variation
précédent : S (%) >SS (%)
D’ot, sachant que pour tout réel non nul x de 2, S(x) =S (%), on peut
conclure que S(a) > S(b).
On a donc établi que S est strictement décroissante sur ]1 ; +oo[.
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1+x20
chette, au mépris des régles de calcul sur les équivalents qui
nous interdisent de les additionner, on se dit que peut-étre

® @ Sur le brouillon, on constate que —= ~Ox", donc en ca-

que
+00 xn +00 . X
I
1+ x27 x—0 1—x
n=1 n=1

On essaie donc de prouver ce résultat.

Montrons que S(x) ~ —*—, pour cela montrons que
X! -

1-—x 2 (1= x)xm !
—S(x) = 1.
x (x) ; 1+x2"  x—o0

- Notons pour tout x € [0 ; 1/2] et n € N*,

(1- x)x”_l.

t(x) = 1+ x2n

Alors toutes les fonctions f,, sont continues sur [0 ; 1/2] comme rapport
de fonctions dont le dénominateur ne s’annule pas.

- De plus, pour tout x € [0; 1/2] etn e N*, [1—x|<let1+x2">1,

donc
1 n—1
el < < (5)

. -1
donc [lu, I < (1)
On en déduit par domination par la suite géométrique sommable de

raison % que Y. ||un||£2;1/ 2 converge,

donc que > u, converge normalement sur [0 ; 1/2],
donc que > u, converge uniformément sur [0 ; 1/2].

_x)xn—l

+00
Ainsi la fonction x — Y. (11+x2” est continue sur [0 ; 1/2] comme
n=1

somme d’une série uniformément convergente de fonctions continues sur
[0;1/2].
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En particulier en 0, on obtient que
+00 ( n—1

1—-x)x”_1 +oo 0 +00
=1 0=1,c.QF.D.
Y e Lom =1 2,0 Lear

n=1

® Comme 1_T"S(x) — 1, on en déduit par composition des limites que
X—

—1/x
1/

S(l/x) P 1,

(x =DS(x) ———>1,

ce qui permet d’affirmer que

S(x) ~

x—=+00 1 —Xx

. J

Une correction de 'exercice 13.23 enoncé
Pour tout ne N et x € ]0 ; +00[, on note f,(x) = %
1. = Soit x > 0.
® la suite de terme général f,(x) = ( 1) est alternée,
® la suite de terme général |f, (x)| = n+—x est décroissante et converge vers
0,
donc grace au critére spécial des séries alternées, la série >’ f,(x) converge,
donc la série de fonctions Y f, est simplement convergente sur ]0 ; +oco[.

= Pour tout x > 0, grace au critére spécial des séries alternées, on sait aussi que
pour tout N € N,

IRy (x)| = +fo ) <|fN+1<x))=—1 ,
£ " N+1+x
n=N+1

donc
1
Ry 103l ¢ ——
S N+1

et par encadrement, NliT ||RN||12;+°°[ =0, ce qui prouve la convergence uni-
—+00
forme de > f, sur ]0 ; +ool.
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Mais les fonctions f,, sont toutes continues sur ]O ; +oo[, donc on peut

+00
conclure que f = ) f, est une fonction continue sur ]0 ; +oo[.
n=0
= Soient 0 <a < b,
o (1) (=
b)—f(a)= -
FO-f@=2, 0 =2,

St (- k)
n+b n+a
o a-?b
_Z( )(n+b)(n+a)

(="
b)Z(n+b)(n+a)

o0

—-1)" . P - PP

La somme }; m est aussi la somme d’une série alternée qui vérifie les
n=0

conditions du critére spécial des séries alternées, donc grace a icelui, on sait

[0 9)
(=1)" . . 1
que la somme n;) s est du signe de son premier terme ;-.

Or ce terme est positif, donc f (b)— f (a) est du signe de (a— b), ce qui prouve
que f est décroissante sur ]0 ; +oo[.

2. (a) Soit x >0,

fO)+flx+1)
-1 & (-
Z +Z (-1)
—n+x n=0n+x+1
i( D +§:( 1) (en posant ' = n + 1 dans la
“Zin+x & n+x deuxiéme somme)
_§EU e
_n:0n+x ~n+x
G
T 04+x  x

(b) Quand x tend vers 0, x+1 tend vers 1, et comme f est continue sur ]0 ; +o0o[
doncenl, f(x+1) —0>f(1).
X —
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1
Ainsi comme — —— +00, alors
X x;O

1 1 1 1
f(X)Z;_f(x+1)xi0;+o(_)x~ _.

X

Une correction de l'exercice 13.24 énoncé

1. = 400
@ Verifier que la fonction f : x — >, n(plrnx) est définie sur

n=1
10 ; +oo[ revient a vérifier que pour tout x > 0, la somme in-

+00
. 1 . .
finie nZ1 T eXiste, autrement dit que pour tout x > 0, la
série Y, —— converge.

n(1+nx)
Par conséquent, répondre a cette question revient a prouver

la convergence simple sur 10 ; +oo[ de la série des fonctions

—
X n(l+nx)’

Pour tout x € ]0 ; +oo],

(x) 1 1 o 1
X )= n(1+ nx) n—+oo n2x n2)’

d’oti (...blablabla...).

= Pour tout n € N*, la fonction u,, : x — ——

n(1+nx)
De plus u,, est décroissante sur ]0 ; +oo[, donc

est continue sur ]0 ; +o0[.

©) ||un||£;+°°[ = % qui n’est pas sommable,

® mais en revanche, pour tout segment [a ; b] € ]0; +ool, ||un||£g;b] =
u,(a)=0 (nl—z) (vu juste avant),

donc > u, converge normalement sur tout segment de ]0 ; +oo[.
+00

On peut ainsi conclure que f = Y. u, est continue sur ]0 ; +oof.
n=1

* . 1
2. PourtoutneN*, f, 1 x — n(1+nx)

pour tous réels a, b tels que 0 < a < b, on a f,(a) > f,(b), puis par convergence
simple de )’ f,, les deux séries > f,(a) et D f,(b) convergent, donc en addition-
nant ces inégalités de n = 1 & +o00, par conservation des inégalités larges a la
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+0o +0oo
limite, les séries concernées étant convergentes, on obtient Y. f,(a) = . f,(b),
n=1 n=1
c’est-a-dire f(a) = f(b).
+00
Donc f = ). f, est décroissante sur ]0 ; +ool.
n=1

N’oublions pas que méme les fonctions non dérivables ont le droit
d’avoir un sens de variations! Donc avant de se jeter sur la déri-
vation de f pour connaitre ses variations, on peut aussi comparer
f(a)et f(b) poura<b!

3. (a) ™ Pour tout n € N*,

un(x) ;—>—+00> 0.

= De plus, on a déja vu que u, est décroissante et positive sur ]0 ; +oo[,

donc qu’en particulier

1
[1;+00[ _ ~
||un||00 _un(l)n—>+oo le,

Ainsi Y u, converge normalement, donc uniformément, sur [1 ; +oof.
Ainsi par le théoréme de la double-limite :

+00 1 +00
lim ——— = lim
x—1>+oo; n(l + nx) X_l)_'_oonz:l:un(x)
+00 .
_ lim u, (x) (par le théoréeme de la

4 x—-+oo double-limite)

n=

+0o
=Y 0=0.
n=1
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@ On sait que
x 1
5

n(1+ nx) oo 11

(b)

donc, sur le brouillon oti on a tous les droits, on écrit en addi-
tionnant tout ¢a, au mépris de toutes les régles de calcul sur
les équivalents, que

+00 +00 1 ﬂz

x
Z n(1+ nx) x—too0 p— n? 6

n=1

~+00 1 ’TCZ

Z n(1+ nx) X0 6x

n=1

On va prouver ce résultat de nouveau avec le théoreme de la
double-limite en montrant que

+00 +o00 1 2

X m
Z n(1+nx) x—-+oo ;? ~ 6

n=1

Notons v, (x) = m

»= Pour tout n € N*,

. 1
va() lim -

= Pour tout n € N*, et tout x € [1 ; +o0[,

1
v, ()l = < =

n

_
n(%+n)
donc

1
1;+
[l < =

d’olt par domination la convergence normale, donc uniforme, de Y v,
sur [1; 4oof.
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On peut donc de nouveau appliquer le théoréme de la double-limite qui nous
donne

X—+00

+00 +00 +00 1 TEZ
lim % x=21imv XZZ—Z— C.Q.F.D.
Tl( ) X—+o00 n( ) le 6 3 Q
=1 n=1 n=1

4. Fixons un réel x dans J0 ; +o0o[.
La fonction ¢ : t —

t(litx) est décroissante sur ]0 ; +oo[. On en déduit que pour

tout n = 2, par croissance de I'intégrale,

n+1 n+1 n n
J e(t)dt < J e(n)dt=¢(n) =J e(n)dt < J p(t)dt.

n—1 n—1

Pour tout N > 2, on additionne ces inégalités pour n allant de 2 a N, et on obtient
grace a la relation de Chasles :

N

N+1 N
f e()dt < p(n) < f e(t)dt.
2 n=2

1

Or en remarquant que @(t) = % - 1+er’

=]

N+1
J @(t)dt =[In(t) —In(1 + tx)]N+1 |:1
2

t N+1
(1+tx)}2
I N+1
B (1+(N+1)x) (
(=) ()
=In
L 4x 14+ 2x

N+1

1 1+ 2x
——In| — .
N—+o00 (X) (1+2X) ( )
N
1+x
fl e(t)dt N ln( < )

1
Z“P( )_Zn(1+nx) 1+ x N—+o0 flx )_1+x

De méme

et comme




Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

on en déduit par prolongement des inégalités larges a la limite, que

1 1+ 2x < 1 <1 1+x
Moy ) SF® - sh ’

X

qui équivaut a

1
— < < - - .
> + <fl)< ln(x)+1n(1+x)+1+x

14+x

—1n(x)+ln(1+2x) !

Mais In (%) + 1—0%( etln(1+x)+ 1+Lx sont bornés quand x tend vers 0, donc
sont négligeables devant — In(x), ainsi les deux termes qui encadrent f(x) sont
équivalents a —1In(x), d’ol1
f(x) ~ —In(x).
x—0

- J

Une correction de U’exercice 13.25 énoncé

nx

Pour tout n € N et tout réel x, on note f,(x) = (—1)“%.

enlx\

1. Soit x eR.
= Six <0, |f,(x)= o +00 par croissances comparées, donc la série
de terme général f,(x) diverge grossieérement.
= Six >0,

@ la suite (f,(x)) ey = ((—1)"%)HGN est alternée,

@ tandis que la suite (|f,,(x)]) ey = (%)HGN est décroissante (car les deux
suites (e7™) oy et (nl?)neN le sont toutes les deux et sont positives),
® et tend vers 0,

donc par le critére spécial des séries alternées, la série Y. f,(x) converge.
+00
On en déduit que la fonction somme f = ). f, est définie sur [0 ; +oo[, autre-
n=0
ment dit que la série de fonctions Y. f,, converge simplement sur [0 ; +oof.
2. — Les fonctions f, sont de classe %* sur [0 ; +ool,
— et on vient de voir que )’ f, converge simplement sur [0 ; +oo[.

— Pour tout n €N et tout x €R,

—nx

_(_1)n+1 n e nx

ne
[t =(=1)" n+1 n+1

>
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donc pour tout segment [a ; b] € ]0 ; +o0[,

n
Vx e la : b , (x < eI Lo g efna’
[a; b1, [f0| < —=
donc ||f C[Z;b] <e ™= (e™)", qui est le terme général d’une suite géomé-

trique sommable puisque |e‘“| <1.
Ainsi Z fn’ est normalement convergente, donc uniformément convergente,
sur tout segment de ]0 ; +oo[.

On peut donc conclure grace au théoréme de dérivation terme a terme des
+00

sommes de séries de fonctions que la fonction f = ) f, est de classe €' sur
n=0

10 ; +oo[, avec pour dérivée

+00 +00 n
Tix > ‘(x)=) (-1)""'——e ™.
LD NACEDY Sl

3. On en déduit que la dérivée de x — e ™ f(x) est :

x> —eflx)+e  f(x)

+00 1 +00 n
— _e7 X —-1)" e ™ fe X -1 n+1_efnx
2V 20
+00 1 +00 n
= _e7¥ —1)" e X —1)" e X
(S aye s Here)
n=0 n=0
+00 too
1+n
— e X (_1)11 e W — _g7X (_e—x)”
;0 n+1 ;0
g 1 —e X

1o (—e™) T1ter
= dd_x (In(1+e™)).
Par conséquent il existe une constante C € R telle que
Vx>0, e*f(x)=In(1+e*)+C,
d’otx
Vx>0, f(x)=(In(l1+e™)+C)e"

Il nous faut trouver la valeur de C. On va utiliser pour cela la limite de f en +oo0.
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= D’une part, pour tout x > 0, f(x) =In(1+e *)e* + Ce*, or

In(1+e™) ~ e care™ ——0,
X—+00 X—+00

donc In(1 4 e™)e* e ¥ xe¥=1, donc

X—+00
1 siCc=0,
f(x)——»{ 400 siC<O,
T 4o siC>0.

= D’autre part,
4 pour tout n € N,

i) = — —»{1 sin=0,

+1 x—40 | O sinx>1;

- pour tout n €N,

. e 1
Iflle ™™ = —= = 0| =
mheo n+1n-+o  \ n2)’

donc Y f, converge normalement, et a fortiori converge uniformément,
sur [1; +oo[.
donc grace au théoréme de la double-limite,

+00 (

x1—1>I-+I—loof(x)_ 0x1—1>I-Poo n—|—1 _1+ZO_1

Ainsi par unicité de la limite (de f en +o00), on en déduit que C = 0, donc que
Vx€[0;+oof, f(x)=In(1+e™™)e".

4. La fonction x — In(1+e ™) e* est €™ sur R, et coincide avec f sur [0 ; +ool,
donc f est bien ¢! sur [0 ; +ool.

[« J

Une correction de l’exercice 13.26 énoncé
1. Pour tout x € ]-1; 1],

|x cos(x)| < |x] <1,

donc 1 — x cos(x) # 0.
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X sinx
Ainsi la fonction x —» ———— est ¥* sur ]—1 ; 1[ comme rapport de deux
1 —xcosx

fonctions de classe 6 dont le dénominateur ne s’annule pas. Puis en composant
par arctan qui est ¥ sur R, on obtient une fonction

X sinx
f:x—arctan | ——

1—xcosx

de classe € sur ]—1 ; 1[.

Je vous laisse retrouver grace a la formule de dérivation de la composée de fonc-
tions que pour tout x € ]—1 ; 1],

—x% 4+ xcos(x)+sin(x)
x2 —2xcos(x)+1

fleo) =

2. Pour tout n € N* et tout x € ]—1 ; 1[, on note

(x)*sin(nx)
ful)=—
On va appliquer le théoréme de dérivation terme a terme.

= Pour tout n € N*, f, est de classe 6! sur ]—1 ; 1[, de dérivée définie par
f1(x) = x" cos (nx) + x" " sin (nx);
= Pour tout n € N*, et pour tout x € ]—1 ; 1],

x| 0
TACIIES e < [x|”,

donc comme |x| < 1, on en déduit par comparaison que (f,(x)),cn+ st som-
mable, donc que )’ f, converge simplement sur ]—1 ; 1[.

= Tout segment de ]—1 ; 1[ est inclus dans un segment de la forme [—a ; a],
ol a € [0 ; 1[, et je vous laisse prouver que pour tout n € N*,

R

f/

nifoo
. . . [—a;a]

ce qui nous donne par domination la convergence de . ||f/ w »doncla

convergence normale, et a fortiori uniforme, de Y f, sur tout segment de
1=1; 1L
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+00

On peut donc conclure que la fonction g = > f, est 6' sur ]—1 ; 1[, de dérivée
n=1

définie pour tout x € ]-1 ; 1[ par

+00 +00
g'(x)= an’(x) = Z x"cos (nx) + x™ 1 sin (nx)
i "~
= Z x"Re (ei"") +x"'Im (ei”")
o
= Z]Re (x“ei"x) +Im (x”_lei"x) (car x €R)
n=1

+0oo +0o
= le Re (x”ei”x) + 21: Im (x”_lei"x)
n= n=

(ces deux séries convergent par domi-
nation par |x|" et |x|"!)

400 +00
— ninx n—1_inx
—Re(zllxe )+Im(zllx e )
n= n=

(par propriété des séries complexes).

Or
+00 +00
E XNl — yaiX E (xelx
n= n=0
ix 1 ix
= xe™® ——— (car |xe | <1)
1—xe™™

xe™ (1 —xe™™)
(1 — xe*)(1 — xe™ix)
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et
+00 +00
an—leinx — eix Z (xeix)"
n=1 n=0
. 1
— X -
1—xe™*
(car {xei"| <1)
eix (1 _ xe—ix)
T (1 — xei*)(1 — xe™ i)
e —x

T 1 2x cos(x) Fx2

Ainsi, on obtient finalement :

ix _ 4.2
g’(x):]Re( xe X )

1 — 2x cos(x) + x?

e — x
+ Im
( 1 —2xcos(x)+ xz)

x cos(x) — x2 sin(x)
T 1_2x cos(x)+x2 1—2xcos(x)+ x?
x cos(x) — x2 + sin(x)
T 1 2x cos(x)+x2

Et 13, fous de surprise, nous constatons que la fonction f et la fonction g ont la
méme dérivée sur ]—1 ; 1[, donc qu'’il existe un réel C tel que sur cet intervalle
g = f + C. Mais le plus gueudin, c’est que f(0) = arctan(0) = 0 tandis que

+00

g(0)= > 0=0, donc C=0, et finalement f = g!
n=1

Autrement dit, pour tout x € ]-1 ; 1[,

+00

x"sin(nx) X sinx
Z ——~ =arctan| ———— | .
n 1—xcosx

N=1

Une correction de l'exercice 13.27 énoncé
Partie | - Existence et unicité de la solution du probléme (P)
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I.1 - Existence de la solution

1. Pour tout x e 10 ; +o0[, je ne détaille pas comment la série de terme général
pr(x) = k)2 vérifie le critére spécial des séries alternées, ou méme est carré-

ment sommable car @;(x) i 0 (F) .

Donc pour tout x € ]0 ; +00[, Y. ¢x(x) converge, ce qui prouve la convergence
simple de la série des fonctions ¢, sur ]0 ; +ool.

2. Pour tout x € 10 ; +oo[,

+00 (_ )k +00 (_1)1(
ap(x+1)+up(x)=2( +1+k)2+2(

Z DRSS (DR fen posant k' = k + 1 dans
(x+ k)2 — (x +k)? la premiére somme)

B ( 1)k +00 (_1)k 1
__Z(x+k)2 " (; (x + k)2 _F)
1

= —;, C.QF.D.
x

3. Je me contente de dire que le critére spécial des séries alternées nous permet d’af-
firmer que les restes des séries qui le satisfont sont en valeur absolue inférieures
a la valeur absolue de leur premier terme.

4. La question 2. assure la deuxiéme condition de (P).
Si on applique le résultat précédent avec n = 0, alors

Vx 10 ool |3 L donc [6(x) — go(x)| < —
X € 5 oo, I ,aonc X)— XN —,
(x+1)? ¥ o (x +1)2
or & il)z ——>+ 0, donc par encadrement ¢ (x) — @y(x) —0 0, et comme
X—>T100 X —>4-00
Qo)== P 0, on peut conclure que

lim ¢(x)=0, c.QF.D.

X—+00

1.2 - Unicité de la solution

5. Soit f une solution du probléeme (P).
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Pour tout x € ]0 ; +0o[, on prouve I'égalité par récurrence sur n € N, l'initialisa-
tion est donnée par (P), f(x)=—f(x+1)+ x% L’hérédité se fait aussi avec (P)
appliquée en remplacant x par la valeur x +n+1 > 0.

Ainsi

Vx€10; oo, VneN, f(x)=(-1"f(x+n+1)+ Y ¢ (x).

6. Pour tout x €10 ; 400,

= par hypothese f(x) — 07 donc f(x+n+1) — 0;
n—-+oo

= et par définition de v, Z apk(x) — kp(x)
k=0

= ainsi,

(— 1)”f(x+n+1)+zkpk(x) n—s+00 { 0'{‘(“;(()}()

d’otli par unicité de la limite f(x) = ¢(x).

Ceci montre bien l'unicité de la solution de (P), et nous avons prouvé I’existence
au début.

Partie Il - Etude de la solution du probleme (P)

7. Onnote I =[¢g,+oo[.

Pour tout k € N, la fonction || : x est décroissante sur ]0 ; +oo[, donc

e +l<)2
1
€;4oo[ __
g
ol = 0u0) = oo
donc ||@x ||[s ool M kz, ce qui permet de prouver que Y ¢, converge normale-

ment, donc uniformement, sur [g ; +ool.

Sauf erreur de ma part, Ie résultat de la question 3 permettait d’éta-
blir que ||R,, ||]0 il < o )2, inégalité grdce a laquelle on prouve que
> @i converge uniformément sur ]0 ; +oo[, donc a fortiori sur tout
(e ; +ool.

Je ne comprends par trop pourquoi I’énoncé a introduit cet £ dans
cette question...
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8.

10.

11.

= Pour tout k € N, g, est continue sur ]0 ; +oo[,

= et pour tout segment [a ; b] € ]0 ; +oo[, on vient de voir que Y’ ¢, converge
uniformément sur tout [a ; +oo[, donc a fortiori converge uniformément sur
[a; D]

Le théoreme de continuité des limites et sommes de suites de fonctions permet

de conclure que ¢ est continue sur ]0 ; +o00[.

Comme ¢ veérifie (P), on a en particulier pour tout x € ]0 ; +oo[,

x2p(x)=1-x%p(x+1).
On sait que y est continue sur ]0 ; +oo[, donc en particulier en 1, d’ott

o) =1-x%px+1) —>1-0*xp(1)=1,
X—

autrement dit p(x) ~ .
x—0 X

On sait déja que Y. ¢, converge simplement sur ]0 ; +oo[.

Pour tout k € N, la fonction ;. est ¢! sur ]O ; +00[ comme fraction rationnelle
définie sur ]0 ; +o0o[, de dérivée

2

1Ykt .
=1 (x + k)3

/. 1 k -2
e OV ey -
Mais la fonction x — }up]’<| est décroissante sur ]0 ; +oo[, donc pour tout

segment [a ; b] € ]0 ; +oo[,

leille

donc (...) d’ott la convergence normale, donc uniforme, de ) (. sur tout segment
de ]O ; +ool.

Les conditions du théoréme de dérivation terme a terme sont donc vérifiées, et
permettent de conclure que ¢ est ¢! sur ]0 ; +ool.

(x +1<)3

la;b] 2 1
~ (a+k)3 kmtoo K3

Pour tout réel x > 0, le critére spécial des series alternées, dont je vous laisse
2(-1

montrer que la série de terme général " vérifie les conditions, assure que la

k)3

somme ¢’(x) = Z( 1)k —2_ est du signe de son premier terme, ici 32, donc

(x +k)3
de signe négatif. On en déduit que ¢ est décroissante sur ]0 ; +o0[.
La fonction ¢ est décroissante sur ]0, +oo[, donc pour tout x > 0,

20(x+1) <o) +x+1)= i < 20(x).
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On a donc déja la premiére inégalité de I’énoncé.
Pour la deuxiéme, il suffit de prendre x € 11 ; +oo[, et d’appliquer I'inégalité de
gauche au réel x — 1 qui est bien dans ]0 ; +o0[, ce qui donne

1
2 =2 -D+1)s ——.
90 =20((x - DS =
Par encadrement, on en déduit directement que

elx) ~

x—+00 2x2

Partie Il - Expression intégrale de la solution du probléme (P)
Soit x > 0 fixé.
On note pour k €N, f; : t — t*Tk=11n(t).

12. = Pour tout k € N, la fonction f; est continue sur ]0 ; 1], et par croissances
comparées (voir la technique des intégrales de Bertrand)

In(t) 1
__ px+k-1 _ _
fk(t) =t 1n(t) - tl—(x+k) t:O (tl_x+k )

2

orl-— "—“2“" < 1, donc la fonction t — ﬁ est intégrable sur ]0 ; 1], ed’olt
t 2

par domination, f; 'est aussi.
= On pose

® u(t)=1In(t) donc u'(t) = ¢,
@ et v/(t) = t***=1 en choisissant v(t) = %,
et comme

® les fonctions u et v sont de classe %* sur ]0,1],

® et u(t)v(t) p— 0 par croissances comparées,
t—
on peut effectuer une intégration par parties qui finit par donner

1

! 1 | 1
Tk n(t)de = [—t"”‘ ln(t)] — | ——tkx Zde
0 x+k o Jo x+tk t

1

=(0—0)—L t”k*ldt:—; C.Q.F.D
x+k J, (x+Kk)2 77
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13.
@ Grdce a la question précédente, pour tout x € ]0 ; 1],

+00 1
up(x)zZ(—l)kxj gk 1ln(t)dt—2f (—DFex 1 In(e)de,
0 0

k=0
d’oti I'idée d’intervertir somme (infinie et intégrale).

Soit x €]0 ; +00o[, notons pour tous k e N et t €10 ; 1],
fil) = (=D n(t).

On choisit l'intervalle 10 ; 1[ plutét que 10 ; 1] pour avoir ci-dessous
la convergence simple de la série des x — (—1)Xt***~1In(¢).

Alors
-+ Pour tout k € N, la fonction f;, est continue sur ]0 ; 1];

1 pour tout t € ]0; 1, fk(t)k = 0 (tk), d’oll la sommabilité de la suite
—+00

(f())ien, et par conséquent la convergence simple de Y. fi sur ]O ; 1[,
avec pour tout t €10 ; 1[,

+00 +00 foo
D A0 =Y (DR n(e) = In(0)e Y (—0)F

k=0 k=0 k=0
1 In(t)t*!
=In(t)t*" ! x = (©) ,
1+t 14+t
+00
+ donc la fonction )’ f; est continue sur ]0 ; 1[;
k=0

T pour tout k € N, on sait déja que

! 1 1
Hdt=——= ~ —
JO fil0)] (x + k)2 kotoo k2’

d’ol la convergence de la série )’ fol |f(t)]dt.

Ainsi le théoréme d’intégration terme a terme permet d’affirmer que,
“Lln(t)

T+t
= de plus on peut intervertir série et intégrale ce qui donne bien I'égalité voulue.

= tout d’abord t — est intégrable sur ]O ; 17,
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Une correction de I’exercice 13.28 énoncé
Calcul de o(1)

1. On note D I'’ensemble de définition de o.

ekln(\x\
= 2 e —|—OO ,
k—+00

k2

= Six eR\[-1, 1] alors par croissance comparée

donc la série Z dlverge grossiérement et par conséquent D c [—1,1].

= Par ailleurs, pour k € N* la fonction f; : x — ’;—2 est continue sur l'intervalle
[—1,1], et de plus || fkllc[le;” = % donc Y. fi converge normalement, donc
uniformément, et a fortiori simplement, sur [—1,1].

On en déduit que o est définie sur D = [—1 ; 1], et continue sur D comme
somme d’une série uniformément convergente de fonctions continues.

2. = Soient a et f € R, notons P = aX? + BX.
Ainsi P’ = 20X +f et P’ = 2a.

Pour tout n € N*, des intégrations par parties successives avec des fonctions
de classe %' sur le segment [0 ; ] nous donnent

J“ sin(nt) K sin(nt)
P(t)cos(nt)dt = [P(t) ] —J P'(t) dt
0 t=0 0 n

o+ [P( )cos(nt)} _J Pt )cos(nt)
t=0 0

or
J Pt )cos(nt) _ [zasin(zlt)] t=n _o,
0 n t=0
cos(nt) ™ (=1)"P/(n) —-P'(0)

ot [P( 0 ]t=0 N n?

donc
f (ou:2 + [51:) cos(nt)dt = 1" (211(; +B) B
o n

Enprenantf=—-1eta= ﬁ, ona(—1)"2ra+p)—p =1. Ainsi

(2 1
Vn € N¥, o t | cos(nt)dt = —
0 T n
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= Soit t € 10, rt].
Alors t/2 € ]0,m/2] et ainsi sm( ) # 0 et les termes de I'égalité existent
bien.

Par récurrence (je détaillerai peut-étre plus tard)
Avec la formule d’Euler

n neikt ekt (& n
— - = 1kt —ikt
D cos(kt) =Y —— —Z(Ze +> e )
k=1 k=1 k=1 k=1
1 L -1 ( r_
_* ikt ikt en posant k’ = —k dans
2 (;e + k;ne ) la seconde somme)

1 & : 1( . & .
— Z elkt _ e1><0><t — (emt % Zelkt _ 1)
2 =—n 2 k=0
1 (
2

_ Ai2n+1)t
eiint X L — 1
1—et

s 2n41 2n+1 s2n41
1 ' 612[(61 [_elzt)
— e~int - - -
i —i iz
€2 (e 2 —e 2)
ix0x —ZiSil‘l (%t)
et —~ = £ 1]

—2isin (%)
Bl G N
2sin (é) 2
cos(xt)

3. » On effectue une intégration par parties avec les fonctions ¢ et t — ===~ qui

-1

sont de classe ¢! sur [0 ; m] :

J @(t)sin(xt)dt = [up( 0 cos(xt)] J o/(t )COS(Xt)
0 X =0 Jo

B ©(0) — () cos(mx) + fo ¢’ (t) cos(xt)dt

X

Ainsi grace aux inégalités triangulaires

|(0)] + @ ()] x |cos(rux)| + [, ¢’ ()] [cos(xt)| dt

>

X

f @(t)sin(xt)dt| <
0
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donc en majorant |cos| par 1, et avec la croissance de l'intégrale

lp (Ol + [o(m)] + [ 19’ (e)] de

X x—>+00

<

J @(t)sin(xt)dt
0

ainsi par encadrement :

liT J @(t)sin(xt)dt = 0.
0

= On sait que

+00

o=

k=1

donc selon la premiére égalité de la question 2 :

+00 ™ tz ) n T t2
o(l)= ;J; (ﬂ — t) cos(kt)dt = nEToo;J; (ﬁ — t) cos(kt)dt

Or pour tout n €N,
(T ) as . (par linéarité
— —t | cos(kt)dt = J (— - t) cos(kt)dt s
;JO (27: o \2T ; de l'intégrale)
. n d’aprés la question 1,
_J«n ( 2 t) sm((z ;Ll)t) 1 ( P q
o \2T 2sin (é) 2

dr et parce que
T ;—2 -t (2n+ 1)t 1 (7 ¢t?

= i sin dt — - — —t |dt.
0 ZSIH(E) 2 2 0 27

[0;1]

fJozl])

On obtient donc que

mE g 2n+ 1)t 2
o(1)= lim J ZT‘ sin(( ntl) )dt+ﬂ—-
0

n—+o00
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On voit donc que pour obtenir notre résultat, il ne nous reste plus qu’a montrer

que
"Ly (2n+ 1)t
J 20 sin ( ) dt 0,
0 2sin(§) 2 =00

ce pour quoi on utilise le résultat établi au début de la question, résultat connu
sous le nom de lemme de Riemann-Lebesgue.

® La fonction

£ ¢

t— 21
25in(§)

est continue sur 0 ; 1], et

2
£ _ _t

27 _

(L) e—0 L
251n(2) 2x 3

>

donc la fonction

[2
P ;
&PZtH{Zsin(;) sio<tsm,
-1 sit=0,
est continue sur [0 ; mt].
® Cette méme fonction ¢ est ¢! sur ]0 ; 1] de dérivée

(2t —2m)sin(t/2) — (1/2)(¢% — 2t cos(t/2)
a 4msin?(t/2)
_ 4(t = m)sin(t/2) — (¢* — 2mt) cos(t/2)
h 8msin?(t/2)
4(t —m) (L +0(t?) — (2 —2mt) (1 - 262+ o(t?))
=0 8msin?(t/2)
P 4o(t?) t2 1
0 87 sin2(t/2) =0 8m(t/2)? t—o0 2n’

©’(t)

donc grace au théoréme de la limite de la dérivée, on peut affirmer que
est de classe ¢! sur [0 ; m].
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® On peut donc appliquer le lemme de Riemann-Lebesgue :

T
f w(t)sin(x)dt — 0,
0 x—>+00

+o00, on a le

- . 2n+1)t
donc par composition des limites, comme %

n—-+o00

résultat voulu, grace auquel je vous laisse conclure que

ﬂz

Equivalents
4. Pour tout x €R.
= La fonction t — (sin(t))* = exp (x In(sin(t))) est continue sur ]0, ©/2].

= Comme t — (sin(t))* est positive sur ]0, /2], l'intégrale fog (sin(t))*d t
converge si, et seulement si, la fonction t — (sin(t))* est intégrable sur
Jos ).

Ce préambule sert pour le « si, et seulement si, » qui est utile pour
savoir aussi pour quelles valeurs de x I'intégrale DIVERGE.

De plus
(sin(t))* ~ t¥= 1
t—0* t=x’

donc par équivalence, la fonction t — (sin(t))* est intégrable sur ]0 ; g] si
1

=X

et seulement si t — ce qui est vrai si, et seulement si, —x < 1.

On peut donc affirmer que [ le domaine de définition de f est I l

Soit x €1.
Alors x + 2 €1, donc f(x + 2) est défini.
On pose u(t) = (sin(t))*™ et v/(t) = sin(t), alors

= les fonctions u et v sont € sur ]O ; 5] ;

= on choisit v(t) = — cos(t), ainsi comme x +1 > 0,

(ux v)(t) = —cos(t) x (sin(t))*** p— —-1x0=0.
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On peut donc effectuer une intégration par parties, qui donne

flx+2)= f ’ sin(¢)**2dt = Jz u(t) x v/(t)dt
0 0
= [(uxv)(8)] :% + f ’ cos(t) x (x + 1) cos(t) x sin(t)*dt
0

e

=(x+1) J cos?(t) sin(t)*
0 W—/

=1—sin%(t)

=(x+1) (f ’ sin(t)*dt — f ’ sin(t)“zdt)
0 0

=+ D)= fx+2)),

d’oti I'égalité demandée aprés une étape de calcul.
5.

J’ai oublié de préciser que cette question est destinée aux cinq de-
mis, car elle demande d’appliquer le théoréme de dérivation des
intégrales a paramétre, que 'on verra plus tard dans I’année.

On note g la fonction définie par

g: Ix]o,m/2] — R
(x,t) — (sin(£))"

(i) Pour tout ¢ € ]0, /2], la fonction x — exp (x In(sin(t))) est de classe €*
sur I de dérivées successives :

d*g o PN
x — ——(x, t) =1In" (sin(t)) (sin(t))" .
dx

(ii) Pour tout x €1,

2
= les fonctions t — g(x,t) ,t — g—i(x, t)ett— %(x, t) sont continues sur
10, m/2];

= on a vu dans la premiére question que la fonction t — g(x, t) est intégrable
sur 10, m/2];

= quand t tend vers 0, sin(t) est un infiniment petit donc In(sin(t)) ~ In(t),
t—
d’ot

g . . x x _ x-1
a(x,t) = In(sin(t)) (sin(t)) t:()ln(t) Xt =0 (t 2 )
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x—1
2

Orx>-1,donct—t Z%avec—%l<1.
tT 2

(iii) On établit I’hypothése de domination de la dérivée seconde sur
tout intervalle [a ; +oo[, avec a € L.

Vx €la; +oo[, Vt€]0,m/2],
2

a—gz(x, t)| = In (sin(t)) (sin(t))* = In* (sin(t)) e* "m0
dx

_ (car 0 < sin(t) < 1 donc
< In? (sin(t)) e?™C"®) 15 (sin(t)) < 0, et avec la crois-
sance de ’exponentielle)

< In (sin(t)) (sin(6))* = 4 (1),

2

.. 1278
d’oti ﬁ(x,t)

et (comme au-dessus) , est intégrable sur ]O ; %] car @ (t) =0 ( 1 ) .
t— t 2

Le théoréme de dérivations successives des intégrales & paramétre s’applique
donc [ f est de classe 62 sur 1. l

De plus pour tout x €1,

/2
flix)= J. In (sin(t)) (sin(t))* dt <0,
0

/2

et f’(x)= J In? (sin(t)) (sin(t))* dt > 0,
0

ainsi [ f est décroissante et convexe sur I J

(x+2)f (x+2)

e} , et comme, étant C? sur I, f est

6. On sait que pour tout x > —1, f(x) =
continue sur en 1, donc

T

2

(x+2)f (x +2) 1 xf(l):J sin(t)dt =1,
0

x——1

1
X ~ .
G e

7. = Pour tout n € N, n est dans I, et en multipliant par f(n + 1), on obtient

n+D)f(N)f(n+1)=Mn+2)f(n+1)f(n+2).
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Ainsi la suite de terme général ((n+ 1)f (n)f (n+ 1)),y est constante, et est
égale a (0+1)f(0)f (1) =7, c.QF.D.

= @ Lafonction f est décroissante sur I, car pour tout t € ]0 ; %] , 0 <sin(t) <

1, donc si —1 < a < b, sin(t)? < sin(t)?, et la croissance de l'intégrale

donne f(b) < f(a).
® On en déduit que
o
2(n+1)

T
5
n

=ffn+D<fP < f(f(n-1)= o

donc par encadrement f(n)? ~ 5, et comme f(n) >0,
n—-+00

T
f) ~ 4[>

n—+oo | 2n

® Soit x > 1.
En notant n, = [x] la partie entiere de x,ona 1 < |[x| <x < [x] +1.

T T
Vm$f([XJ+1)$f(X)$f(LXJ)< \/m

Or x —1 < |x] € x, d’ol par encadrement d’équivalents, on a | x| ~
X—1+00

et |x]+2 ~ x, puis de nouveau par encadrement d’équivalents, on obtient
fO) ~ Vo |

8. Sur le graphique doivent apparaitre les points (0, f(0)) = (0, m/2), (1,£(1)) =
(1,1), les asymptotes d’équations x = —1 et y =0.

Ainsi

On observera que f est décroissante et convexe.
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N

-1 0 1 2 3 4
x

6 T &

wn

Il n’est pas aisé de faire apparaitre les équivalents sur un graphique surtout
a main levée.

Convergence d’une suite de fonctions

9. = Pour tout réel x, a? cos?(x) + b?sin?(x) est une somme de réels positifs, donc
c’est un réel positif qui s’annule si, et seulement si, a? cos?(x) = b?sin?(x) =
0, c'est-a-dire si, et seulement si, cos?(x) = sin?(x) = 0 puisque a > 0 et
b > 0, mais alors on aurait 1 = cos?(x) +sin?(x) = 0, ce qui reviendrait & nier
I'existence de toute chose.
Ainsi pour tout réel x, la fonction x — a?cos?(x) + b?sin?(x) est a valeurs
dans 10 ; +oo[, et elle est évidemment ¢! sur R, donc en composant par la
fonction In qui est aussi €* sur ]0 ; +o0o[, on obtient que la fonction ¥ : x —
In (a? cos?(x) + b%sin?(x)) est 6! sur R.

= Soit x € R.

D’une part

2 (b?—a?) cos(x)sin(x)  (b* —a®)sin(2x)
a?cos?(x) + b2sin?(x) a2+ (b2 — a2) sin(x)

D’autre part, pour tout k € N*,

pFsin(2kx) = p*Im (eika) — Im ((peiZX)k) ’

'(x) =
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or|pei2x|=|p|,etcommea>0etb>0, b—a<a+beta—b<a+b,dou
la—b|<l|a+bl|, et|p|<1.

Alinsi la série géométrique Y (pe*™*)" converge, et par conséquent

+00
Zp sin(2kx) = Im (Z pk 2"‘*) .
k=0 -
Or
k 21kx ( le)
p - X
kZ Z —-p e21
1— P e—21x 1— P e_21x
B (1-pe*™) (1-pe ) - }1 - pe2b‘|2
_ 1-—pecos(2x)+ipsin(2x)
B (1 — p cos(2x))* + (p sin(2x))*
_ 1—pcos (2x) ) p sin(2x)
~ 1+4p%—2pcos(2x) T p? — 2p cos(2x)
Donc

p sin(2x) _ p sin(2x)
1+p%—2pcos(2x) 1+p2—2p (1—-2sin%(x))’

+00
Z pksin(2kx) =
k=0
puis en remplacant p par son expression et avec quelques petits calculs, on
finit par obtenir

(b* — a?) sin(2x)
a®+ (b%—a?) sin*(x)’

C.Q.F.D.

+00
Z pksin(2kx) =
k=0

10. Soit x € R. Comme ¥’ est continue sur R, alors par le théoréme fondamental de
I'analyse :

X X +00
U(x)=v(0)+ f v(t)dt = f (Z pk4sin(2kt)) dt
0 0 k=1

X /400
Zf (ka(f)) dt (en posant f; : t — 4p* sin(2kt)).
0

k=1

Pour tout k € N, la fonction f; est continue sur R, et de plus

Ifills, < 40
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donc, comme |p| < 1, la série Y. f; converge normalement, donc uniformément
sur R, et a fortiori sur le segment entre 0 et x.

On peut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment :

+00 X
U(x) = ¥(0) + Z ( f filt)d r)

— In(a®) + Z |: —4p cos(2kt)}
£=0

k
o255 (09

On sait, avec le développement en série entiére de t — In(1+t) sur ]—1 ; 1[,

que
+00 pk
In(1-p)= _ZT’
k=1
ainsi
+00 _k
cos(2kx
¥(x) =2In(a) ~ 2In(1—p) ~2 > p_ cos(Zkx)
k=1 k
+o00 _k
a cos(2kx
P R
1-p p— k
a _ _a  __ a(a+b) _atb p i
Enfin T T T T o= 2040

a+b

a+b L2 cos(2kx)
Vx €R, ¥(x) =21 —2) —— Lk
x €R, ¥(x) n( 5 ) ; 3 p

11. Pour tout x € [0 ; 1], avec le résultat de la question précédente,

m(“ )\Il(x)+2( z)cos( kx) ok (x)

Or les fonctions uy : x — Zln(%) W(x) et, pour tout k € N, uy, : x —

(—Z)ka\ll(x), sont continues sur [0, mt].



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

De plus comme ¥ est bornée sur [0, ] car continue sur ce segment, ainsi pour
tout k € N,

2 1
O] <l 29k =
a2 < IS x ok = o 5

On peut utiliser derechef le théoreme d’intégration terme a terme sur un seg-
ment :

L ki +00 k ™
J W(x)2dx = 2In (a + b) f V(dx -2 P f cos(2kx)T(x)d x (%)
0 2 0 k=1 k 0

Encore une fois, et sans détailler parce qu'il y en a marre a force, grace a la
convergence uniforme de la série des fonctions dont la somme est ¥, et en utili-
sant adroitement que

ks 1 n
Vp e N¥, f cos(2px)dx = [— sin(2px)] =0,
0 2p 0

on obtient

f \Il(x)dxzf 21n(a+b)dx 22 J cos(2kx)d x
0 0

a+b
=2'rtln( ),
2

et pour tout k € N*, toujours avec la méme méthode

fﬁ a+b K
cos(2kx)¥(x)d x =2In (—) J cos(2kx)d x
0 2 0
— ZZ J cos(2kx) cos(2nx)d x.

Or on a vu que fon cos(2kx)d x =0, et de méme pour tout n € N* :

e ™

ZJ cos(2kx)cos(2nx)dx = J cos(2(k+n)x)dx + f cos(2(k —n)x)dx
0 0 0

_ 0 sik #n,
foﬂcos(4kx)dx—|—f011 ldx=mn sik=n.
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12.

donc fon cos(2kx)¥(x)dx = —n‘;—k.

En injectant ce résultat dans I'égalité baptisée (x) dans la page précédente :

" a+b a+b 3 pk pk

U(x)?dx =2In| — | x 27l -2) —[-n=—

JO (x)*dx n( 2 )x 'rcn( 5 ) ; P 'rck
a+b\)? X p2*

On conclut enfin que

m 2
f U(x)*dx =4n (ln(a;b)) +2mo (pz)
0

Soit t € ]0,Z].

——0, et by——1

a
n—+ " notoo

donc
aﬁ cos?(t) + bi sin?(t) — sin?(t) > 0
n—-+00
et en composant par In qui est continue sur ]0 ; +oo[,

v, (t) — In (sinz(t)) =2In(sin(t)).

On a établi | la convergence simple de la suite d’applications (¥,),cy- SUr

JO, g] vers t — 21n(sin(t)).

L’énoncé original parle de convergence uniforme sur ]0,n], il s’agit d’une

erreur d’énoncé.

(i) Pour tout n € N*¥, la fonction \Ilf est continue sur ]0, %] ,

(ii) On déduit de ce qu'on vient de voir au dessus que la suite d’applications
(\I/r%)neN* converge simplement sur ]0, %] vers t — 41n? (sin(t)).

(i) La fonction limite t — 41n®(sin(t)) est continue sur ]O, g]

(iv) Pour tout n € N¥,
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donc tout le monde étant positif 1a dedans
1.5 2.2 22 1 .2 2 .2
7 sin“(t) < a; cos™(t) + b sin“(t) < 2 cos“(t) + sin“(t) < cos“(t) +sin“(t) =1

puis par croissance de In, on a
2In(sin(t)) —2In(2) < ¥, (t) <In(1) =0.

On obtient ainsi I'hypothése de domination :

T
Vte]o,—},
2

et on montre un peu comme dans la question 9 que t — 4In(2)? —
81n(2) In(sin(t)) + 41n(sin(t))? est continue et intégrable sur ]O, %] .

W2(t)| < 4In(2)* - 81n(2) In (sin(t)) + 41In (sin(t))*,

Le théoréme de convergence dominée peut s’appliquer, ce qui donne I'existence
des membres, et I'égalité :

/2 /2
lim f U (x)*dx =J 41n? (sin(t))d x = 4D,
n—-+o0o 0

Soit n € N*.

Comme pour tout x € [0 ; ], ¥,(n — x) =¥,(x), on a en effectuant le change-
ment de variable u = T — x

/2

[ /2 L
f U (x)%dx = J U (x)?dx + J U (x)*dx = ZJ U, (x)*dx
0

0 n/2 0

Ainsi grace au résultat de la question 11 :

/2 2
2dx = @ + by 2
fo P, (x)dx=2m (ln ( 3 + mo (pn)

=2nln(2)*+ no ((bn - an)z) ,

car a, + b, =1 en ayant posé p, = :%Z =b, —a, (on a bien b, >0 et a, > 0).
Comme on a vu dans la premiére partie que la fonction o est continue sur [—1,1]

et vérifie o(1) = %2, on a

2

T

f— 2 —_——

o ((bn—a)’) = &
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d’ott
3
2 s
4D, = 2’1'(.11‘1(2) + ?

Avec la partie 2, on peut conclure que

nln(2)? =3
nin@)7

f”(o) =D, = 2 ﬂ

Une correction de l’exercice 13.29 énoncé
1. (a) Pourtoutt €[0,1], 1+t2 < 2donc —=

de l'intégrale

C th)n = 2" , ce qui donne par croissance

1 1 1
(1+ tZ)ndt Z Edt, Cest-a-dire [, > o
0 0

(b) La fonction t — est continue sur [0 ; +oo[, et pour tout t € ]0O ; +o00[,

(1+ -+

1 1
= < —,

@+ e

‘ 1

ort— [2% est intégrable sur [1 ; +oo[, donc par domination — ﬁ est
aussi intégrable sur [1,4o00[, et donc sur [0 ; +oo[ par continuité sur cet
intervalle.

On en déduit que I'intégrale qui définit K,, est convergente, et qu’en particulier

pourn=1:

T

K ! 1 d () +o00
= ——dt = [arctan t ] =
! o 1+t 0 2

(c) Pour tout t € [1,+o00[, t < t? d’ol1 par décroissance de 0 — Tor +1D)"’

11
(1+e2)" ~Q+o)"

Prenons n € N* tel que n > 2 (ce que I’énoncé aurait du faire!), alors

t— (1+t)" est continue sur [1 ; +oo[, et inférieure sur cet intervalle a t — tl

qui est intégrable sur [1 ; +o0[.
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Ainsi les deux intégrales f ) (1+t2) —oyrdtet | a +t)ndt convergent, et par

croissance de 'intégrale

+00 1 +00 1
0< —— dr < —
fl (1+¢2)" L (1+1)"

+00
:J Q+)™"de= [_
1

1 o 1
= el 2 )

- ! de = O( ! )
p ()" neree T \n2n )

(d) Par la relation de Chasles

+00 1
K,=I,+ — dt,
n n fl (1+t2)n

donc par la question précédente,

1
Knn—>:+ooln +0 (HZ") .

donc en particulier I,, > 0, et

K, 1
— = 140 — |-
I, n=+o0 n2" x I,

+o0

: (1 + t)—n+1]

1

donc

On sait que I, = zn ,

Derechef avec I, 2“ ona
1 1
- s -,
n2"xI, n
donc O ( T ) =0 (%) est une quantité qui tend vers 0, ce qui nous permet

de conclure que

— ———1,doncquek, ~ I.
In n—+00 n—+00
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(e) Soit n € N* lesfonctionsu:t—tetv:t— m sont € sur [0 ; +oo[, et

1

~ 0
(1+ 2" t>4o0 t2171 t—too

(uxv)(t)=

donc par intégration par parties :
K fﬂo LY [ ‘ ]+OO+J+OOt L.
= _— = —e X —
S R ST L N R 1 P S G R Lo

) +°°(1+t2)—1dt ) teo 1 "
=2n _— =2n —
0 (1+t2)n+1 0 (1+t2)n (1+t2)n+1

=2n(K, - K1),

dont je vous laisse déduire I’égalité voulue : K, =K, ; + iKH.

(f) La relation précédente, valable pour tout n € N* s’écrit : K, ,; = (1 - Zl_n) K,
donc, comme K; = %, on a par récurrence pour tout n € N*,

n—1 n—1
1 s 2k—1 =
K, = 1-— | x—=—= X —
" g( Zk) 2 g 2k 2
_Ix3x5x--x(2n—-1) m (2n)! XTE

2X4X6X"'X(2Tl) 2 (2X4X6X"'X(2Tl))2 2

(2n)! i (2n)!
« — —

= Q" = —— - T*
(2“ x n!)z 2 22n+1 (n!)2

On en déduit avec la formule de Stirling que

TV 4mn (%)zn 1\/?
n

K ~ ~ -
n+1 n—+400 92n+1 (ZTETI (2)211) n—+4oo0 2
e

donc

I K 1 /=
n n—:{&-oo n n—:{-oo E ;

2. (a) Par le changement de variable u = /n x t, qui vérifie de maniére évidente

les conditions requises, on a
T

P L,
" 0 (1+“7) !
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(b) On va appliquer le théoréme de la convergence dominée a la suite (f,,),en-
des fonctions :

f :u>—>{ (Hlﬁ)nz(l-l-%)_n siue [0; vn]

0 siu>0.

= Pour tout n € N*, la fonction f, est continue par morceaux sur [0 ; +o00[;

== pour tout u = 0,
u? u? 5
—nln| 14+ — ~ —nX—=-Uu
n

n—-+00 n

donc

fr@) = e_nln(HuT) (des que n > u?)

2
—Uu
— e

B
n—-+00

2
v sur

d’oti la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) vers u — e~
[0, +oo[.
= Cette fonction limite est bien continue par morceaux sur [0 ; +oo[.

@ Il nous reste a établir I'inégalité de domination, autrement dit

2
majorer |f,(w)| = e_"ln(HuT) par un @(u), oll  est intégrable
sur ]0 ; 4oof.
Aprés une tentative infructueuse avec p(u) = e~ g puis avec
force téte dans les mains et ratures de calculs au crayon sur
mon brouillon, jai eu 'idée de tenter de majorer |f,(u)| =
@ par Tluz

n

u

Or
1 1
= <
(1 + ﬁ) 1+u?
n

u2 (aprés manipulations et
< nln (1 + —) —In(1+u?) > 0 composition par le loga-

n rithme qui est croissant)

donc il a fallu étudier le signe de la fonction u —
nln (1 + ”;2) —In(1 + u?), tdche pour laquelle le plus idoine

. semble la classique étude de ses variations.
Soit n € N* notons g, la fonction définie sur R par u ~—
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nln (1+%) — In(1 + u?). Cette fonction est dérivable sur R et
pour tout u € R :

@ r—11><2u 2u ) 1 1

u)=nx - =2u -

&n 14¥  1+u? 14¥  1+u?
n n

u2

:zu(l_%) * (1+2) (1+u2)

Cette fonction est clairement positive sur [0 ; +oo[, donc g, est croissante
sur [0 ; +oo[, et comme g,(0) = 0, on peut conclure sa positivité sur
[0 ; +oo[, dont on déduit comme annoncé dans le préambule I'inégalité
de domination

Vue[0; +ool, If(w)l< T+

par la fonction u — 1:7, qui est notoirement intégrable sur R, donc a
fortiori sur [0 ; +oo[, car sa primitive arctan a des limites finies en +oo.

On a veérifié toutes les conditions du théoréme de convergence dominée, et
donc il serait idiot de ne pas I'appliquer pour obtenir que

+00 +00
lim J fn(x) dx =J ,}an}of"(x) dx.
0 0

n—oo

+00 +o0
f lim f,(x) dx :f e dx
0 n—oo

0

+00 vn 2\"
J fa(x) dX=J (1——) dx = v/nl,
0 0 n

D’oti I'égalité voulue.

et

(c) D’apres la question 1(f), on sait que lim +/n I, = ‘/TE donc f0+ Pe v dqu =
VL3
5
Puis la parité et le changement u = +/2t donnent

+00
f e 2 qu= 2.

—00
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3. (a)

(©

(NI

Pour tout t > x, o(t) < £ ~9(t), or les fonctions t — ¢(t) et t — t&p(t) sont
intégrables sur [0 ; +oo[ notoirement pour la premiére, et dominée par
(voire par et !) pour la seconde, donc par croissance de I'intégrale

+00
J e(t)dt SJ thd
X X X

N
X x Cx xvV2m X

e X 2/2 (x)
xx/_ X
d’oti I'inégalité demandée.
Posons g : x — f e(t)d [.

Les fonctions ¢, x — x++1 et, par le théoreme fondamental de I'analyse,

+00 +o00 X
xHJ kp(t)dt=f kp(t)dt—J e(t)de
X 0 0

sont de classe ¢! sur R, donc la fonction g est € sur [0 ; +oo[, avec pour
tout x € [0 ; +oo[,

Mais

2

g'(x)=—p(x)- m@(x) 2+1 ¢'(x)
_ —(x2+ 12 =x2+1+x3(x2+1) _ —20p(x)
- 2+ 17 =y

Ainsi la fonction g est décroissante sur [0, +oo[, et comme (je vous laisse
vous en convaincre) hT g(x) =0, on en déduit que g(x) = 0 sur [0,+o0[
X—1T00

donc que

+00
X
<
szw(x)\L ¢(t)dt.

Les deux questions précédentes nous donnent pour tout x € 10 ; +oo[ :

+00
plx) < J p(t)de < M

x2+1
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Or *op(x) ~ kadonc

x2+1 x—+00
+00
f ot ~ @(x)

X—+00 X

D’aprés la question 2(c)

+00 +00
J @(t)dt =1, donc 1 —&(x) = J e(t)dt,
—00 X
ainsi
x
1-d(x) ~ M, C.Q.F.D.
xX—+00 X
Pour tous n e N* et k € [0, n],
2(n—k)

2k
xn,nsz_\/ﬁ—i_ Iﬁ——nZ—Xn,k

vn vn

Soit n € N* et k € [0,n], une somme de réels positifs étant plus grande que
chacun de ses termes on a

()<%()-

ainsi B,, est majorée par /n et elle est positive. Comme de plus la fonction
¢ est bornée, la fonction B,, — ¢ I'est aussi, d’oli 'existence de A,,.

1 1

Jrotn

et ]xn_l,k - %ﬁ,xn_l,k + \/iﬁ [ sont symétriques par rapport & 0 et B, prend

Soit n € N* et k € [0, n], les intervalles ]xn,k -

la méme valeur sur les deux intervalles, de plus ¢ est paire , donc
(B, —@)(RT) = (B, —p)(R7),d'ou

A, =sup|B,(x) — @(x)].

x=0

Pour tout n € N*, x,,; = 0 < 2k > n.

Pour k > [ comparons les valeurs de B, sur les intervalles
[xn,k - \/Lﬁrxn,k + \/Lﬁ [ et [xn,k+l - %ﬁ;xn,k+l + %ﬁ [ .
Ona (")
—k
Sktt) MK <1

@k
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5.

donc B,, est décroissante sur R*.

+1

l
(@ Sikel, alorsn<2k<({+1)yn+net— ﬁ+g <n—-k< g, ce qui
donne O (%) =0 (ank) =0 (%) , par la formule de Stirling on a

wntn = (") e () Vamk(1vo(1))

— 2ne_"kk+1/2(n _ k)n—k+1/2 (1 +0 (%))

(b) On a
() = ger(y)
Vi (2) vam(1+0(3))
n+l1 2menkk+1/2(p — )n—k+1/2 (1 +0 (%))
écrivons : (n — k)"kt1/2 = (%)n_kﬂ/z (2— %)”_kﬂ/z et kkt1/2 —

(%)kﬂ/z (g)kﬂ/z , ce qui donne

1 1+0(2)
B, (xn,k) = Nor (z_k)k+1/2 (2 B Z_k)n—kﬂ/z'
n n

k k n, k n,
(c) o Onaxn,kz—\/ﬁ+\2/—ﬁe[0,£+1]donc2;=1+x—ﬁk,2—27=1—x7:et
%\/ﬁ=k—§,parsuite
. o 1+0(3)
n(xn,k) - \/ﬁ(1+ﬂ)k+l/2 (1_M)n—k+l/2
vn vn
_ 1+0(3)
B m 1 Xk XnTk‘/ﬁJr%l 1 Xpk 7%leﬁ+%
(1+%) (1-%)
1 1+0(%)

n+l Xk

V2T 1_’“%_* 2 (1+ﬂ)7’ﬁ(1_u)—x"7’kﬁ
n vn vn
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x2 %1 ik nk /m )‘gk 1
e Ona (1— "”‘) = n TO) (1+x”k) > = 00
n
et . ,
_n, v Xk 1
(1_%) P =em 900 donc
1 1+0(3)
B, (x =
n( I‘lk) m Xr217,k 1
F (o (3)
2

(d) Lesintervalles [xn’k f’ Xpx+ = [forment une partition de [O vn+ - }
Soit n > €2, on a alors [0,¢] C [0, Jn+ ‘/—ﬁ]

D’aprés la question précédente B, (x, ;) — ¢(x,.) =B, (xn,k) - ﬁe 2 =

1
o(%)-
Pour tout x € [0,£] il existe k € I, tels que x € [xn’k - \/iﬁ,xn,k + % [, I'in-

2
ceZ

égalité des accroissements finis donne |up(x) - kp(xn,k)| |x — y| sup

donc @(x) —¢(x, ;) =0 (\/Lﬁ) (ici la constante du O ne dépend pas de x

Ainsi pour tout x € [0,£] , B,(x) — ¢(x) = O(%) (la constante du O

ne dépend pas de x ), donc il existe n, > ¢ tel que, pour tout n > n, et
kel,, |B(x)— o) < 5 , uniformément pour tout x € [0,¢] , d’oli pour
n > n; = max(ng,£?)

Nlm

sup [B,(x) —@(x)| <
x€[0,(]

() Comme dans la question précédente , soit n > (2 tels que { €
[xn,k - %,xn,k + \% [ et k €I, donc B,(¢) =B, (x,) et

B,(0) = 9(x, )(1+0 (%))

écrivons @ (x,, 1) = (@(€)+¢(x, ) —@(¢)) , par I'inégalité des accroissements
finis @ (x, ) — @) =0 (\/iﬁ) par suite B,(£) = ¢(£)+ O (\/iﬁ) )
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¢(£) > 0 donc il existe n, = 0 tel que si n = n, alors [B,(£) — 9(£)] < ¢(£) et
B,(£) < 2¢(f) .
6. Soit € >0 et £ € RT tel que ¢(¢) < z.
D’aprés les questions précédentes il existe n; et n, tel que si n = max(n;,n,) alors

sup [B,(x) — p(x)I < £ et B,(€) < 20(¢) .
x€[0,(]

B, et est y sont décroissantes sur R , donc pour tout x > £ ,

0<B,(x) B, () <2¢(0) = [B,(x) — (D) < p(£) <

N ™

de I'écriture
[B,,(x) — ()| < [B(x) — @) + |p(x) — @(£)]

et [p(x) — 9O =9(0) —p(x)p(() < ; ona
B,(x) —p(x)l <e

ce quidonne sup [B,(x)—y(x)|<¢.
x€[l,+oo[
Ainsi pour tout n = max(ny,n,)

A, =sup[B,(x) —@(x)| < 2¢
xz0
La suite (A,),ex converge vers 0 donc (B,) converge uniformément vers ¢ sur
R.

\ J
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