Exercices du chapitre 14. Espaces euclidiens
Révisions de PCSI

Exercice 14.1

On consideére I'espace vectoriel E = €([—1 ; 1],R) muni de son produit scalaire
canonique :

1
(f,8)— f f()g(t)dt.
-1

1. Montrer que f; : x — 1, f5 : x — sin(nx) et f3 : x — cos(mx) forment une
famille orthogonale de E.

2. Calculer la distance de f : x — 1 — x a F = Vect(fy, fo, f3).

Exercice 14.2
1. Vérifier que l'application

(P,Q)— (P|Q) =P(1)Q(1)+P(1)Q'(1) + P"(1)Q"(1)

définit bien un produit scalaire sur R, [X].
2. Calculer la distance de X? a R [X].

Exercice 14.3
On munit .#,(R) de son produit scalaire canonique (A | B) = Tr(AT x B).

a b

1. Montrer que F = {(—b a

) | (a, b) ERZ} est un sous-espace vectoriel de

1 1
2. Déterminer la distance de J = (1 1) aFt.

Exercice 14.4 — Applications de l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit f une fonction de classe ¢! sur [0 ; 1] nulle en 0, montrer que

1
Vx e[0;1], f(x)? SxJ f/(t)3de.
0

Exercice 14.5

1
Montrer 'existence du réel inf f (x%2 —ax — b)*dx, et le calculer.
(a,b)er? "~ 0

(mis a jour le 20 décembre 2024)
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Exercice 14.6 — Expression et matrice d’une réflexion

1. Soit u un vecteur non nul d’'un espace euclidien E. Montrer que la réflexion s

d’axe Vect (u) vérifie pour tout x €E : s(x) = x — 2 <”’;||L|‘2> u.

2. Donner la matrice dans la base canonique de R® de la réflexion d’axe
Vect(1,—1,1) (autrement dit la symétrie orthogonale par rapport au plan d’équa-
tion x —y +2=0).

3. Déterminer la matrice, dans une base orthonormale (i, j) d’'un plan euclidien,
de la réflexion d’axe Vect(2i — j).

Exercice 14.7
On se place dans R* muni de son produit scalaire canonique.
1. Déterminer une base orthonormale de F = Vect((1,2,0,1),(1,0,0,—1)).

2. Déterminer les matrices de la projection orthogonale sur F et de la symétrie
orthogonale par rapport a F dans la base canonique.

Exercice 14.8

Montrer que A = % 2 2 1 | estlamatrice d'une réflexion de R* dont
—2 1 2 ] on déterminera I'axe.

Exercice 14.9 — Oral CCP - sans préparation
Soient (E,{ | )) un espace euclidien, (a, b) € E2.
1. Montrer que f : x €E— (x| a)b— (x| b)a est un endomorphisme de E.

2. Montrer que Y(x,y) €E?, (f(x)|y)=—(x|f(¥)).
3. Montrer I'égalité Ker(f) = (Im(f )t

Exercice 14.10
Soient E =R, [X] et ay,...,a, des réels distincts.

1. Veérifier que (P,Q) — (P,Q) = Y. P(a;)Q(ay) est un produit scalaire sur E.

k=0
2. Déterminer une base orthonormée de E. n
3. Déterminer la distance de Q € E au sous-espace H = {P €E; . P(aqp) = 0}.
k=0
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Programme de PC

Exercice 14.11
Soit f une isométrie vectorielle d’'un espace euclidien E.

1. Montrer que Ker(f —idg) = (Im(f —idg))* et Ker(f +idg) = (Im(f + idg))*.
2. On suppose qu'il existe un réel a tel que (f — aidg)? = 0.
Montrer que a € {—1,1}, et en déduire que f =id; ou f = —idg.

Exercice 14.12
Soient (E, (.| .)) un espace vectoriel euclidien et f € Z(E).
1. On suppose que : Vx €E, (x| f(x)) =0.

Démontrer que : V(x,y) €E2, (f(x) | y) = — (x| f(¥)).

2. Montrer que deux quelconques des trois propriétés suivantes entrainent la troi-
sikme: fe€O(E), fof=-Idg, Vxe€E, (x]|f(x))=0.

Exercice 14.13 — (*)
1. Soit A € 4, (R). Que peut-on dire de la diagonalisabilité de A x AT et de AT xA?

2. Montrer que les produits MN et NM de deux matrices de .#,,(R) ont les mémes
valeurs propres munis des mémes ordres de multiplicité géométriques.

3. En déduire qu’il existe une matrice orthogonale U telle que AAT = UTATAU.

Exercice 14.14

Soit E un espace euclidien de dimension n > 3, et (a, b) € E2.
On considere f : x €E— (a|x)a+ (b|x)b.

1. Montrer que f est un endomorphisme autoadjoint.
2. Dans le cas ol a et b sont non nuls et orthogonaux, déterminer Ker(f — idg).
3. On suppose ici que a et b sont unitaires et forment une famille libre.

(@) Démontrer que 0 est une valeur propre de f et préciser Eq(f).
(b) Démontrer que (a | b) € ]—1,1[, puis déduire les éléments propres de f.

377
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Exercice 14.15 — @ Trés classique sur les matrices orthogonales

SOlt A= (al’j) S ﬁn(R)
Montrer les inégalités :

2 _
Z aij =1

1<i,j<n

Z i,

1<i,j<n

<n; n< Z la; ;| < nv/n.

1<i,j<n

Indication : pour la seconde inégalité, on pourra interpréter la somme comme un pro-
duit scalaire en utilisant le vecteur colonne U= (1 1...1)".

Exercice 14.16 — Tres classique sur les matrices symétriques réelles
(ot m, est l'ordre
Soit A= (ai’j) € #,(R), montrer que > al.2]. = Y myA? de multiplicité algé-
1<ij<n " AeSp(A) brique de )

Exercice 14.17 — @ Théoréme de Fisher-Cochran
Soit (E,{ , )) un espace euclidien.

1. Soit v € #(E) tel que (v(x) | x) = 0 pour tout x € E. Montrer que v = 0.
2. Soient uy,...,u, € #(E). On suppose que rg(u;) +---+rg (up) =n, et que

Vx €E, (u;(x),x) 4+ (u,(x),x) = (x| x).

(@) Montrer que uy + -+ +u, = Id.
(b) Montrer que E=1Im (u;)®--- & Im (up).
(c) Montrer que pour tout i, u; est la projection orthogonale sur Im (u;).

Exercice 14.18 — Matrice de Hilbert

1
Soient H € ., (R) de terme général P
i+j—

1. Pour tout X € R", exprimer X' HX a I'aide d’une intégrale.

2. En déduire que la matrice H est définie positive.

Exercice 14.19 - ®®

Quel est le sous-espace vectoriel engendré par les matrices symétriques définies
positives dans .#,(R) ?
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Exercice 14.20

Dans R* muni de son produit scalaire canonique, on considére I'endomorphisme
f canoniquement associé a :

-1 -4 4 —4
1{-4 5 2 -2
A=Z1 4 2 5 2
-4 -2 2 5

1. Pourquoi f est-elle diagonalisable dans une base orthonormée ?
2. Montrer que f est une isométrie, en déduire ses valeurs propres.

3. Déterminer a l'aide de la trace I'ordre de multiplicité des valeurs propres de f,
et en déduire le polyndme caractéristique de f .

4. Donner une base orthonormée du sous-espace propre E;(f).

5. Montrer que le sous-espace propre E_;(f) = (E;(f))*. En déduire une base de
E_,(f).

6. Donner une base orthonormée de R* de vecteurs propres de f.
Donner une interprétation géométrique de f .

Exercice 14.21 - @ Traces partielles

Soit n = 2. On munit R" de son produit scalaire canonique et on note (ey,...,e,)
sa base canonique.
Soit A € #,(R) et f 'endomorphisme canoniquement associé a A.

1. Justifier I'existence d'une base orthonormale (g;,¢,,...,¢,) de R" formée de
vecteurs propres de f.
Pour tout k € [1,n], on pose f (&) = A&k, et on suppose Ay = hy = -+ = A,
On note P = (p; j)1<i j<n la matrice de passage de (ey,...,e,) a (g1,...,€p).

2. Pour tout (i,j) € [1 ; n]?, calculer Z Py et Z Pl
3. Montrer que pour tout i de [1,n], a;; = Z X <e | €; > .

k=
4. (a) Montrer Yk € [1; n], a;; < Kk+2(k —Xk)<e |£> .

k
(b) En déduire que pour tout k de [1,n], Z a;; < DA
i=1

i=1
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Exercice 14.22 — CCINP PC 2019
Dans tout I'exercice, on considére un entier n € N*,

Partie | - Produit scalaire sur R [X]

+00

Pour tout couple (P,Q) € R,[X]2, on pose (P | Q) = j P(t)Q(t)e ‘dt.

1.
2.
3.

0
Justifier que l'intégrale définissant (P | Q) est convergente

Montrer que I'application (P,Q) — (P | Q) est un produit scalaire.
Montrer que <Xk | 1> = k! pour tout entier k € [0 ; n].

Partie Il - Construction d’'une base orthogonale

On considere 'application a définie sur R, [X] par :

VPeR,[X], aP)=XP"+(1-X)P.

1.1 - Propriétés de l'application o

Montrer que a est un endomorphisme de R,,[X].

Préciser la taille de la matrice de a dans la base canonique, et I'expression de
son terme général (il est autorisé d’indexer « & la Python » en partant de 0).

. En déduire que a est diagonalisable et donner son spectre.

11.2 - Vecteurs propres de 'application o

On fixe un entier k € [0 ; n].

7.
8.

9.
10.

11.
12.

Quelle est la dimension de Ker(a + kidg [x;)?

En déduire qu'’il existe un unique polyndome P;, € R,[X], de coefficient dominant
égal a 1, vérifiant a(P;) = —k Py.

Justifier que P;, est de degré k.

Déterminer P, et P;. Vérifier que P, = X2 — 4X + 2.

113 - Orthogonalité de la famille (P, ...,P,)

Montrer que a est un endomorphisme autoadjoint de R,,[X].
En déduire que (Py,...,P,) est une base orthogonale de R, [X].
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Partie lll - Méthode de quadrature de Gauss

On admet que le polyndme P, admet n racines réelles distinctes que I'on note

X1see05,Xp-
On souhaite montrer qu'’il existe (Aq,...,A,) € R" tel que :

+00 n
VPeR, ,[X], J P(t)e~'de =Y AP(x). (%)
0 i=1

13. Montrer qu’'un n-uplet (A4,...,A,) € R" vérifie () si et seulement si :

1 1o 1 A 0!
X7 Xooovv-- Xy, )\’2 _ 1!
x?‘l xg_l e ~xg_1 Xn (n—1)!

14. En déduire qu’il existe un unique n-uplet (A4,...,A,) € R" vérifiant (x).

15. Déterminer un polynéme P € R,, [X] tel que

+00 n
J P(t)e~"dt # > AP(x;).
0 i=1
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Solutions

Une correction de 'exercice 14.1 énonceé

Notons (f | g) = [, f(D)g(t)dc.

Pour préparer un peu le travail, rappelons qu’une fonction impaire a une intégrale nulle sur
tout intervalle centré en O (sur lequel elle est intégrable, bien siir)!

Ainsi, en remarquant que sin est impaire, et que cos est paire, donc que pour tout couple
(p,q) € N2, la fonction x — sin??*!(mt)cosi(mt) est impaire, on obtient que

1
f sin??*}(mt) cosi(mt)d t = 0.

-1
De plus, on remarque aussi que pour tout p € N*,

t=1

1
J cos(pmt)dt = |:piﬂ sin(p'rct)] =0 (car sin(£pm)=0.)

-1 t=-1

1. Alaide de la remarque préliminaire :

1
(filfa) = f sin(mt)dt =0,

-1

1
(fa | f3) =f sin(mt)cos(mt)dt =0,
-1

t=1

1
(filfs) :f cos(mt)dt = [%Sin(ﬂt)] =0.

-1 t=-1

Donc (fi, fs, f3) est une famille orthogonale.

2. Ladistance de f a F est ||f — pp(f)Il.
Pour déterminer pr(f), on va utiliser la proposition 7.11 qui nous dit que pour toute
base orthonormée (e, ...,e,) de V,

p
py(x) =D (xle;)e.
j=1

Il nous faut donc une base orthonormée de F.

Or (fy, fo, f3) est déja une famille génératrice de F, de plus elle est orthogonale formée
de vecteurs non nuls, donc elle est libre. C’est donc une base orthogonale de F.

STk
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Pour en déduire une base orthonormée de F, il suffit de normaliser chacun de ses vec-
teurs, c’est-a-dire de diviser chacun par sa norme.

1

IF0% = (f1 | f1) =J dt=2,
-1

1 1

1
sin?(nt)dt = J 3 (1—=cos(2mt))dt =1,

-1
1

1£2l? = (fa | f2) =J

-1
1

||f3||2=<f3|f3>=f %(cos(Znt)—i—l)dt:l,

-1

cos?(mt)dt = f

-1

donc la famille (\/% f1, f2, f3) est une base orthonormée de F.
On en déduit donc que

V2 V2
1
:E<f|f1>f1+<f|f2>f2+<f|f3>f3-

pe(f) = <f | izf1> LA IRt 1) s

Or
1 _ 271!
<f|f1)=J (I1-t)dt= {—(1 Zt) } =2
-1 -1
1
(f 1 £2) =f (1—t)sin(nt)dt
-1
1 ot
:[(1—0 (——cos(nt))} ——J cos(mt)dt
’J'\: o m)
2 2
gt
m 11
1
(f |f3>=f (1—t)cos(mt)dt
-1
1 L
= [(1—0 (—sin(qtt))] ——J sin(mtt)d t
m oM
=[0-0]-0=0.
Donc
1 2
PF(f)=5(f | ) A+ 1 f2) fa+(f Ifs)f3X=f1—Efz,
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2
am=|r - (- 25))|

(- (5-28)15- (5~ 22)),

(2o
RGN
IS

f t —%tsm(ﬂt)+ism2(nt))dt
2
3
2
3

et enfin, la distance demandée est

avec

I
'—‘._.

2 2
t+— sm(ﬂt))
m

2dt——f tsm(nt)dt-l——J sin?(mt)d ¢

1

( 1 1 1 4
- — [t (——cos(nt))} +j — cos(mt)d t) +—x1
T m o Jym m

8+4 1_2 4
2 T3 n2

On peut enfin conclure que

4
2

[SSHIN ]

d(f,F) =

- J

Une correction de U’exercice 14.2 énoncé

1. La symétrie provient de la commutativité du produit des réels ; la bilinéarité provient de
la distributivité de I'addition par rapport a la multiplication des réels.
Pour tout polyndéme P,

(P|P) =P(1)*+P(1)*+P"(1)* > 0.
Enfin, si (P|P) =0, alors
P(1)?2+P/(1)2+P"(1)?=0

a%e
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donc P(1) =P/(1) =P”(1) =0. Or P € R,[X], donc

= premiére méthode : P = a + bX + ¢X?, d’'olt P”(1) = 2¢ = 0 donne ¢ = 0, puis
P/(1) = b+ 2c = 0 entraine b = 0, et enfin P(1) = a + b + ¢ = 0 permet de conclure
que P=0;

= deuxiéme méthode : 1 est racine de P d’ordre au moins 3, donc P = (X — 1)3Q, et
deg(Q) =deg(P)—3<2-3=-1, dol Q est le polyndme nul, et P aussi.

2. D’aprés la proposition 10.17, la distance de X? a R, [X] est d = HXZ —p(XZ)“, ot p(X)

est le projeté orthogonal de X? sur R, [X].

Grace a Gram-Schmidt appliqué a (1,X), on obtient que (1,X — 1) est une base ortho-

normée de R, [X] :

Il=v/1x14+0x0+0x0=1
(X—1]1)=0x1+1x04+0x0=0

[X=1=v/0x0+1x1+0x0=1.
Puis la proposition 7.11 nous donne
pX)=(X*1)1+ X |X-1)X-1)

=(1x142x0+2x0)1+(1x0+2x14+2x0)(X—1)
=—1+2X,

et enfin la distance demandée est :
[d_= [ - -1+ 2] = [loc- 17
=/0Xx04+0x0+2x2
=2 |
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Une correction de I'exercice 14.3 énoncé

@ Rappelons tout d’abord que pour tout (A,B) € #,(R)?,

(A|B) =Tr(A" xB)= D (A);;(B);),

1<i,j<n

autrement dit, le produit scalaire canonique dans #,(R), c’est comme le
produit scalaire canonique dans R™", c’est-a-dire la somme des produits
terme a terme.

b
Par exemple, si A= (Ccl d) etB= (2 {1) alors

Tr(AT B)=ae+ bf +cg +dh.

1. Il suffit de regarder F avec un peu de discernement pour comprendre que

F:{a((l) (1))+b(_01 (1))|(a,b)€]R2}:Vect(IZ,B)ofJB:(_01 (1)),

donc F est bien un sous-espace vectoriel de ., (R).

2. La distance d de J a F* est donnée par

d=|J—pr(D)|| (proposition 7.13)
= |lpr(D|| (Remarque 7.12).

= Avec le premier point de la proposition 7.11 :

® pr(J) est dans F donc pp(J) = (_ab Z) avec (a, b) € R?;

1- 1-b
® de plus J—pp(J) = (1 +Z 1— a) eFl= (Vect(Iz,B))L, ce qui équivaut a

(J—pe)B) =0
1-a)x1+(1Q-b)x0+(1+b)x0+(1—a)x1=0
{ 1-a)x0+(1-b)x1+(1+b)x(-1)+(1—a)x0=0

<—a=1letb=0.

{ (J-pr@ 1) =0

® Ainsi pp(J) =1,, donc

d=|Lll=V12+02+02+12= V2.

a%e
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= Avec le second point de la proposition 7.11 : les deux matrices I, et B sont or-
thogonales, et ||I,|| = ||B|| = /2, donc une base orthonormée de F est (%212, %ZB),

ainsi
) <J|11> 1I+<J|1B> LI
= —_— X — —_— X —
pF \/E 2 \/E 2 \/E \/E
1 1
==—X2XL+=-%x0xB=I
2 279 2
donc donc
A=l = V12402 +02+12= V2.
Une correction de l'exercice 14.4 énoncé

Pour tout x € [0; 1], la fonction f étant ¢! sur [0 ; 1], le théoreme fondamental de
I'analyse nous permet d’affirmer que

f(x)=f(0)+f fl(t)de
0

X 2
flx)*= U f’(t)dt) .
0

L’application (u,v) — f; u(t)v(t)d t est un produit scalaire classique dans € ([0 ; x]) (voir
la proposition 7.1).

De plus les fonctions t — 1 et t — f’(t) sont continues sur [0 ; x], donc en appliquant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

or f(0) =0, donc

f(x)zsj 12dtxJ f’(t)2dt=xJ f(t)2dt
0 0 0

1
<XJ f/(t)*dt (car f/(t)*=0et x€[0; 1))
0

Une correction de l'exercice 14.5 énoncé

On se place dans R, [X], muni du produit scalaire (P, Q) — fol P(x)Q(x)d x. C’est un espace
euclidien.
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» On a vu en proposition 7.1 que c’est bien un produit scalaire sur € ([0 ; 1]),
donc ca reste un produit scalaire sur tout sous-espace vectoriel de € ([0 ; 1]),
ce qui est le cas pour R,[X].

Ainsi

2
>

1 1
inf (x> —ax—b)?’dx = inf (x2 =P(x))?dx = inf sz — P}
(a,b)eRr? 0 PeR; [X] 0 PER, [X]

et on sait d’aprés le cours que cette borne inférieure existe, ¢’est méme un minimum atteint
en P = py (x(X?), et elle définit la distance, ici au carré, entre X* et R, [X].
Ce projeté orthogonal P = py (x)(X*) est défini par

P e R,[X], cest-a-dire P =aX+ b,
et X* —P € R, [X]*, c'est-a-dire (X*—P|1) = (X*~P|X) =0.

Donc il suffit de trouver a, b réels tels que
<X2 —(aX+b)| 1> = <X2 —(aX+Db) |X> =0

autrement dit
1
2 1 3
(x*—ax—b)dx=0< | =x° —
0

X
1 x=1
2 1, as b,
(x*—ax—-b)xxdx=0 [ —-x"— =x"— =x & 4a+6b=3
6 47 37 2

1

qui a pour solutiona=1et b= — .

Par conséquent,

1 1 2
: 2 2 2 1 1
inf (x*—ax —b)dx = x‘—x+—-] dx=——.
(a,b)er? [, 0 6 180

Une correction de 'exercice 14.6 enoncé
1. L'endomorphisme p est la projection orthogonale sur # = Vect(u)*, donc q = id; —p
est la projection orthogonale sur D = Vect(u).
Or u est un vecteur directeur de D, donc e = —u forme une base orthonormée de

[l
D. Ainsi, pour tout x € E, en appliquant la caractérisation du projeté orthogonal de la

a%e
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proposition 7.11,

1 1 (x| u)
q(x) = <X | mu> mu= WU,
d’olt
(x| u)

2
flull

p(x)=x— u.

et par conséquent
. (x| u)
s(x)=02p—idg)(x)=2{ x— Wu - X
u

{x | u)

2
[Jull

u’

C.Q.F.D

2. Notons % la base canonique de R3, a = (1,—1,1), et s la réflexion d’axe Vect(a). Alors
s= id]R3 _2pVect(a)'
Notons de plus X, = (—11)
a 1 *
Or pour tout x € R3,
(a]x) 1
pVect(a)(x) = ma = g(a | x) a,

donc

1
Mat xX))=—X xXxX, = ——
& (pVect(a)( )) XaT XXa a . a ||(1||2
IS

1 T
= Wxaxxa X X.

X, X, xX
———

Autrement dit

1 (voir cette remar d
T que u
N(Igt(pVect(a)) = Wxa X X,

cours)
Ainsi
1 1 00 1 -1 1 1 2 -2
Mat(s) =1, —2x =X, xX,/=]0 1 0|-2|-1 1 -1|==[2 1 2
¢ 3 00 1 1 -1 1 2 2 1
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b 1
Autre méthode : ennotant X= | ¥ | ee U= | —1 |, on constate que x — y +2 =0
b4 1

équivaut a (X|U) = 0, donc le plan & d’équation x — y + 2z = 0 est 'ensemble des
vecteurs orthogonaux au vecteur U, donc & = Vect(U)L.

Par conséquent, la réflexion s par rapport a & est la réflexion d’axe D = Vect(U), et
pour tout X € R?,

X10)

X)=X B
) 0]

X +z
_2xL —1

2x+y+2z

x

y

Z
x+2y—2z
—2x+2y+z=

3. Notons u =2i — j. Alors grace a la premiére question,

()=i 2<i|u) o 2(2. N 3. 4.
= —2——Uu= X — = ——i+ -
s(1 1 <u|u>u 1 5 1—] 5l 5],

m) -1 4 3
Citax taiop=tisd
=) s (2i—j) git g

Mat(s) 1/-3 4
ats) = — .
(i,j) 504 3

ets(j)=j—2

donc

a%e
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Une correction de 'exercice 14.7 énoncé
Notons u=(1,2,0,1) et v=(1,0,0,—1).
1. La famille (u,v) est génératrice de F par définition, et elle est libre a I'ceil nu, donc

c’est une base de F. On lui applique le procédé de Gram-Schmidt pour avoir une base
orthonormée de F.

= |lull = v/6, donc on prend gy = Z-u;
1 1

€1 = mv ﬁv.

Ainsi la famille (Jzu, 75v) est une base orthonormée de F.

e =v—(v|g)e =v— é(v |uyu = v (et oui : on remarque que u L v), donc

2. Pour tout vecteur x = (a, b,c,d) € R*, on applique la caractérisation du projeté ortho-
gonal de la proposition 7.11, dans la base orthonormée obtenue ci-dessus :

()= (x 1 zu) =u+ (x| 5=v) =
prlx —<x £u> \/Eu <x ﬁv> ﬁv
=1(x|u)u+l(x|v)v

6 2
1 1
= g(a+2b+d)u+ E(a—d)v

cla+2b+d)+3(a—d) 2a+b—d
s(a+2b+d)x2 _ 1| a+2b+d
a 0 3 0
fa+2b+d)—3(a—d) —a+b+2d
2 1 0 -1\ /a
111 2 0 1 b
“310 00 0 |]c
-1 10 2/)\d

donc la matrice de py dans la base canonique de R* est

-1

—= O N -
[eNeNolNoe]
N O
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Autre méthode : en notant (e;,...,e,) la base canonique de R?,

(e) = | 1 1 | 1 1
= (o ) o o )

1 1 1 1
=—(eg|wWu+={(eg|v)v==u+=v

6 2 6 2
2
. 1 1
=3| o
-1

1 0 -1

) 12 0 1{ 1

et de méme py(e,) = 3|0 prles) = | o | prles) = 3l o

1 0 2

et il n’'y a plus qu'a mettre en colonnes ces vecteurs dans une matrice pour répondre a
la question.

3. La symétrie orthogonale sp par rapport a F est liée au projecteur orthogonal sur F par la
relation sy = 2py — idg, donc par linéarité de I'application u — Mgglt(u) pour toute base

A de R*, on en déduit que la matrice de s, dans la base canonique de R* est

2 1 0 -1 1 2 0 =2
) 111 2 0 1 L 2 1 0 2
310 o0 o ™T3|0 0 -3 o0
-1 10 2 -2 2 0 1
Une correction de l’exercice 14.8 énoncé

D’une part, A est symétrique, et ses colonnes forment une base orthonormale, donc elle
est orthogonale.

D’autre part A2 =1, donc A est une symétrie.

Par conséquent, A est la symétrie orthogonale par rapport a Ker(A — 1) et parallelement a
Ker(A —I;)* = Ker(A+1,), qui sera 'axe de la réflexion. Il faut donc déterminer cet axe, et
vérifier que c’est une droite.

2 2 =2
A+1;= % 2 5 1 |, etlesysttme homogéne correspondant donne x +y —z =0 et
-2 1 5

y +2 =0, donc Ker(A + ;) = Vect((2, —1,1)).
On peut donc conclure que A est une réflexion (une fois de plus, comprendre qu’on confond
les matrices et leurs endomorphismes canoniquement associés) d’axe Vect((2,—1,1)).

. )

a%e
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Une correction de I’exercice 14.9

énoncé

1. L’application f a évidemment pour ensemble d’arrivée E, et plus particulierement ses
images sont dans Vect(a, b), et sa linéarité provient de la linéarité a gauche du produit

scalaire.
2. Soit (x,y) € E2,

(fGIy)=Uxla)b—(x|b)aly)
=(x|a)(b|y)—=(x[b){aly)
et —(x[f(y))=—{(x|{yla)b—(y|b)a)
=—(yla){x|b)+(y[b)
=—(x[b){aly)+(x|a)
={fx)1y).

(x|a)
(bly)

3. = Soient x € Ker(f) et y € Im(f), montrons que (x| y)=0:

(x|y)={(x|f(t)) (cary €Im(f))

—(f(x)| t) (d’apres la question précédente)
=—(0g | t) (car x € Ker(f))

=0.

donc Ker(f) L Im(f), autrement dit Ker (f) ¢ (Im(f)*.
» De plus d’aprés la formule du rang

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E),

donc

dim(Ker(f)) = dim(E) — dim(Im(f )) = dim ((Im(f)") .

= On peut donc conclure que Ker(f) = (Im(f))*.

Une correction de 'exercice 14.10

1. L’application est
w= bilinéaire car (AP + pQ) (ax) = AP(a;) + uQ(ay) ;
= symétrique car le produit des réels est commutatif ;
= et (P,P) = 0 car c’est une somme de carrés de réels.

énonce
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De plus, si (P,P) =0, alors

Xn:Pz(ak)=0sz€ [0;n], P(a)=0
k=0

Or, un polyndme de degré au plus n ayant au moins n + 1 racines est le polynéme nul.
Donc P =0 et la forme bilinéaire est définie positive : ¢’est donc un produit scalaire.

En pratique, hors situations qui rendent les calculs trés simples, le procédé

de Gram-Schmidt ne s’applique que dans les cas ot on doit « orthonorma-

liser » des familles de deux ou trois vecteurs. Ici on est censés s’attaquer a

la base canonique de R,[X] qui comporte n+ 1 polynémes, donc avant de
2. se résigner a cette tdche ingrate, on essaie de trouver autre chose.

On peut remarquer que si P ou Q s’annulent en beaucoup de ag, alors P (a;) Q(ay) sera
souvent nul. Il nous vient donc I'idée géniale de fouiller du cété de la base des polyndmes
de Lagrange construits sur la liste (ay,...,a,).

Ainsi, prenons pour tout k € [0 ; n]

X—a X—ag)  X—ap_1) x X—apy1) - X—ay)
L(X) = | | = ’
osi<n 3k @i (ax —ag) - (ax — ax_q) X (ax — agqq) -+~ (ax — ay)
i#k
on sait que

— pour tout (i,j) € [0 ; n]?, Li(a;) =5, ;;
— (Lg,...,L,) est une base, appelée base de Lagrange, de K,[X];
— les coordonnées d’un polyndme quelconque P de K,[X] dans cette base sont

(P(ay),...,P(a,)).
Pour tout (i, j) € [0 ; n]?,
(L 1L;) ZL (@)L;j(a)

L(a)L(a)+L(a)L(a)—1><0+0><1—0 sii#j,
{ L(a)L(a)—lxl—l sii=j.

donc la base de Lagrange est une base orthonormée de R, [X] pour ce produit scalaire.

3. On remarque que
n
H= {PeE;ZP(ak)xlzo} ={P€E;(P|1)=0}=Vect(1)*.
k=0

Ceci prouve déja dans un premier temps que H est bien un sous-espace vectoriel de

R,[X].

a%e
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D’apreés le cours, la distance de Q a H est égale a

d(Q,H) = [1Q — pu(Q)l = [lps (Q)II-

Or H* = Vect (1), donc

d(Q,H) = ”pVect(l)(Q)H = H%IH (voir la remarque 7.11)

X1
1@ kZoQ(“k) Z Qe
11| / \/ n+1
Une correction de I'exercice 14.11 énoncé

1. = Montrons d’abord que Ker(f —idg) L Im(f — idg).
Soit x € Ker(f —idg) et y € Im(f —idg), alors f(x) = x et il existe t € E tel que
y=(f —idg)(t) = f(t) — t, donc
(x| y) =) ft)—t) (car f(x)=xety=f(t)—t)
=({f(x)| f())=(f(x)|t) (par linéarité a droite)

_ _ (car f € O(E) donc conserve le produit
=l =10 ot S

=(f(x)|t)=(f(x)|t) (de nouveau car f(x)=x)

=0 C.QF.D.

w= Ces deux sous-espaces vectoriels étant orthogonaux, ils sont en somme directe, puis
grace au théoréme du rang, on sait que

dim(Ker(f —idg)) + dim(Im(f — idg)) = dim(E),
donc ils sont bien supplémentaires dans E, ce qui achéve de prouver que
Ker(f —idg) = Im(f —idg)™".
On procéde de facon similaire pour montrer que
Ker(f +idg) = Im(f +idg)*.

2. Supposons que (f — aidg)? = 0 (ce zéro désigne en fait 'endomorphisme nul de E ).

= Si f —aidg =0, alors f = aidg, et comme f est une isométrie, alors a = +1. Ainsi
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= Si f —aidg # 0, alors il existe x € E tel que (f — aidg)(x) # Og. Notons y =
(f — aidg)(x), alors

d'une part (f —aidg)(y) = (f — aidg) ((f — aidg)(x))
=(f —aidg)*(x) =0
d'autre part (f —aidg)(y) = f(y) —ay

donc f(y)=ay.
Ainsi

I1LF OO = Tl Iyl

mais f étant une isométrie,

ILF OO =1yl

donc

(A —=laDllyll=0,
et comme on a fait en sorte que y # 0y, on peut conclure que |a| = 1, c’est-a-dire
o==l1.

D’autre part, de (f — aidg)* = 0, on en déduit (c’est un résultat désormais classique) que
Im(f — aidg) C Ker(f — aidg).

Mais on sait que a = %1, et grace a la premiére question, on sait aussi que Im(f —aidg) L
Ker(f — aidg), donc on en déduit que

Im(f —aidg) L Im(f — aidg),

donc que Im(f — aidg) = {0g}, ce qui entraine que f = aidg, c.Q.F.D.

o )

Une correction de l'exercice 14.12 énoncé
1. Soit (x,y) € E2,
d'une part (x+y|f(x+y))=0
d'autre part (x+y | f(x+y)={(x+y|f(x)+f(y)
x| G+ (x| fF(¥))

T+ I+ ()
= fON+ 1 f(x),

donc {x | f(y))+ (¥ | f(x)) =0, ce qui donne peu ou prou la conclusion voulue.

a%e
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2. = Supposons que f € O(E) et f o f = —idp.
Montrons que Vx €E, (x| f(x))=0.
Soit x € E, comme f € 0(E), alors f conserve le produit scalaire, ainsi

(1 fFE) = U = (FE) (o f)x) = (f(x) [ —x)
=(=x|fG)=—-(f(x)|x),

donc (f(x)|x)=0.

= Supposons que f € O(E) et Vx €E, (x| f(x))=0.
Montrons que f o f = —idg.
Soit x € E, montrons que (f o f)(x) = —x, autrement dit que

(f 0 f)(x) +x = Og.

Ici, pour établir que O = 0, l'idée classique dans ce chapitre est
@ d’utiliser le caractére défini du produit scalaire, qui nous dit qu’il
suffit de prouver que (O0|0O) =0!
ICF 0 £G4+ x]1> = [I(f o HCOIP +2((f o £)x) | x) + [1x]>.
Mais f € ¢(E), donc
ICF o GO = IIFF GNP = NIf COI? = [Ix]I?
De plus, grace a la seconde hypothése, et a la premiére question,
(fof))x)= (UG ]x)=—=(fCI]f(x))
=—lf QOIP = —IlxI?.
On obtient donc
ICf o £) +xI1> = [1x]1> = 2 Ix[I* + [Ix]I* = 0,

dont on déduit que (f o f)(x)+ x = Og c.Q.F.D.

»= Supposons que f o f = —idg et Vx €E, (x| f(x))=0.
Montrons que f € 0(E).
Soit x €E, alors

If GO = (£ () | £ ()
=—(x[f(f(x))

= — (x| —x) (avec la premiére hypothése)

(grdce a la seconde hypotheése, et a la
premiére question)

=+(x|x)=]x]* c.QF.D.
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Une correction de 'exercice 14.13 enoncé
Soit A € A, (R).
1. Les matrices AXAT et AT x A sont symétriques (qu’est-ce que la transposée d’un produit ?)
réelles, donc d’apres le théoréme spectral, elles sont diagonalisables.
2. (a) Soit A une valeur propre de MN.
= si A = 0, alors MN n’est pas inversible, donc det(MN) = 0. Or det(MN) =
det(M)det(N) = det(N)det(M) = det(NM), donc det(NM) = 0, d’olt NM n’est
pas inversible, ce qui entraine que 0 est aussi valeur propre de NM.
= Si A # 0. Soit X un vecteur propre de MN, alors

MNX = AX
donc en multipliant par N, on obtient
NM(NX) = A(NX).
Mais NX n’est pas nul, car sinon MNX = AX serait nul, ce qui est faux car on a
supposé A et X non nuls (X est un vecteur propre, donc il est non nul).

Donc on peut conclure que A est aussi valeur propre de NM, et que NX est un
vecteur propre associé.

(b) Soit A une valeur propre non nulle de MN. On a vu que pour tout vecteur propre
de MN, NX est vecteur propre de NM, donc X — NX est bien une application de
E; (MN) dans E, (NM).

Notons cette application .

= Sa linéarité est évidente par la distributivité du produit matriciel.

= Par conséquent elle est injective car on a vu que si X est un vecteur propre de
MN, autrement dit si X € E, (MN) \ {0}, alors ¢(X) = NX est aussi non nul, donc
par contraposée Ker(p) = {0}.

= Montrons que ¢ est surjective. Prenons Y € E, (NM), et trouvons X dans E, (MN)
tel que p(X) =Y.
Avec un peu d’intuition et beaucoup de labeur sur le brouillon, tentons le coup
avec X = %MY (javais d’abord essayé MY par échange de M et N...).

® Premiérement,

1
MNX = MN (XMY)

1
= XM(NMY)
- %M(XY) (car Y € E, (NM))
1

a%e
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donc X € E; (MN);
® puis, maintenant que X € E, (MN),

1 1
X)=NX=N| —=MY | = —NMY
e(X) (x ) Y

1
= X?»Y (car Y € E, (NM))

=Y C.Q.F.D.

= Ainsi nous avons bati un isomorphisme ¢ entre E, (MN) et E, (NM), qui prouve
que ces deux sous-espaces vectoriels sont de méme dimension.

3. = Les deux matrices AAT et ATA ont d’aprés la question précédente (en prenant M = A
et N = A") les mémes valeurs propres, et elles sont diagonalisables, donc en particulier
les ordres de multiplicité de leurs valeurs propres sont égales aux dimensions des
sous-espaces propres correspondants.

Or on vient de voir que dans le cas des valeurs propres non nulles, ces sous-espaces
propres sont de méme dimension, donc ces valeurs propres ont méme ordre de
multiplicité.
Enfin, si O est valeur propre de ces deux matrices AAT et ATA, alors celles-ci étant
diagonalisables, 'ordre de multiplicité de O pour chacune de ces deux matrices est
égale a n auquel on soustrait la somme des ordres des autres valeurs propres.

= On en déduit que AA" et ATA sont semblables, via une matrice orthogonale, a la
méme matrice diagonale D (composée des valeurs propres répétées autant de fois
que leur ordre de multiplicité). Autrement dit, il existe P, Q deux matrices orthogonales
telles que

D =P'(AAT)P = Q' (ATA)Q.
On en déduit que
AAT =PDP" = P(Q"(ATA)Q)P" = (PQ")(ATA)QP"
=U"(ATA)U

olt U= QP' est bien une matrice orthogonale car produit de matrices orthogonales.

Une correction de l'exercice 14.14 énoncé
1. = L’application f va bien de E dans E, et sa linéarité provient de la linéarité & droite du
produit scalaire, donc c’est un endomorphisme de E.
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= Pour tous vecteurs x,y de E,

(f)y)=alx)a+(b[x)b|y)
=(alx){aly)+(b|x)(b|y),

dans cette expression, x et y sont interchangeables, donc

(FOIY) =) [x)=(x £,

ce qui achéve de prouver que f est un endomorphisme autoadjoint.
2. Soit x €E.

w= Six € Ker(f —idg), alors f(x) = x, c’est-a-dire
x={a|x)a+(b|x)b,

donc en particulier x € Vect(a, b).
Donc Ker(f —idg) € Vect(a, b).
w= Placons-nous a présent dans Vect(a, b).
Tout d’abord, on remarque que comme {(a | b) = 0, alors

fl@)=llall* a
F)=1blI* b,

D’autre part, les vecteurs a et b sont non nuls et orthogonaux, donc (ﬁ a, m b)

est une base orthonormée de Vect(a, b), et par conséquent tous les vecteurs x de
Vect(a, b) s’écrivent (prop 7.8) :

< | 1 > 1 +< | 1 b> 1 b
X=(X|+——Fa —da X | 7 r—
fall ¢/ Tal AL
_xla)  fxlb)
lal " I

Soit x € Vect(a, b). Alors d’aprés ce qui précéde

(x|a)  (x|Db)

X = a
2 2
llall 1]

a%e
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Ainsi

x €Ker(f —idg) <= f(x)=x
— (xlayat(elb) b= 1D X1,
llall 1l

1 1
= (1) e+ (1= 1 o=

1-— W (x]a)=0 '
= . (car (a, b) est libre car a 1. b)

1 —
) (X [b)=0
Donc 4 cas sont possibles :
® sillal| #1 et ||b]| #1, alors
x €Ker(f —idg) = (x| a) = (x| b) =
> x =0

donc Ker(f —idg) = {0g}.
® Silal]| =1 et ||b]| #1, alors

x €Ker(f —idg) < (x| b) =
(x|a)
llall?
<= x € Vect(a) (et je pese mon équivalence! Car tout
vecteur x de Vect(a) s’écrit effective-

ment x = H ”2 a)

donc Ker(f —idg) = Vect(a).
® Si||b]| =1 et ||la]| # 1, alors de méme Ker(f —idg) = Vect(b).
® Si ||la]| = ||b]l = 1, alors f(x) = x pour tout x € Vect(a, b), donc Ker(f —idg) =
Vect(a, b).
3. (a) La famille (a, b) est libre donc pour tout x €E,
x €Ker(f)e=({a|x)a+(b|x)b=0
—({a|x)=(|x)=0
&= x € Vect(a, b)*,
donc Ker(f) = Vect(a,b)t. On sait que dim(Vect(a,b)) = 2, donc que
dim(Vect(a, b)*) =n — 2 > 1, ainsi Ker(f) n’est pas réduit au vecteur nul et donc 0
est valeur propre de f, avec Eo(f) = Vect(a, b)*.

27/45
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(b) = L’inégalité de Cauchy-Schwarz dit que |{a | b)| < ||a]| x ||b]|, cette inégalité étant
stricte car a et b ne sont pas colinéaires. Donc comme a et b sont unitaires, on
a bien [{a | b)| <1, c’est-a-dire {(a | b) € ]-1 ; 1[.
= On sait déja que O est valeur propre de f avec dim(E,(f)) = n—2. La somme des
dimensions des sous-espaces propres étant inférieure a n, car les sous-espaces
propres sont en somme directe, on en déduit qu’il n’y a plus de place que pour
une seule ou au maximum 2 autres valeurs propres.

Plutét que de manipuler le cas général f(x) = Ax, on remarque que

fl@y=(a|a)a+(bla)yb=a+{a|b)b
f(b)=(a|b)a+(b|b)b=(a|b)a+b,

donc

fla+b)=f(a)+f(b)=(1+({a|b))(a+b)
fla—=b)=f(a)—-f(b)=(1—(al|b))(a—b).

On sait que a + b et a — b sont non nuls, car (a, b) est libre, donc on en déduit
que 1+ {(a|b) et 1—{a|b) sont valeurs propres de f.
On remarque encore que ces deux valeurs propres sont égales si, et seulement
si, (a| b) =0 et que dans ce cas f(a) =a et f(b)=b.
Donc en conclusion :
® si{(a]|b)#0, alors
- 0 est valeur propre avec dim(Ey)(f)=n—2,

> 1+({a | b) est valeur propre, et son sous-espace propre associé est
Vect(a + b),

> 1—(a | b) est valeur propre de sous-espace propre associé Vect(a—
b),

et on peut affirmer que f est diagonalisable.
® si{a|b)=0, alors
= 0 est valeur propre avec dim(Ey)(f)=n—2,
= 1 est valeur propre de sous-espace propre associé

E,(f) = Vect((a —b),(a+ b)) = Vect(a, b).

Ici, f est aussi diagonalisable, et en particulier f est la projection ortho-
gonale sur Vect(a, b).

a%e
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Une correction de l'exercice 14.15 énoncé
1. On reconnait

Z aizj =Tr (A X AT) =Tr(L,) =n.

1<i,j<n

2. On considére le vecteur C égal & la somme des colonnes de A, alors pour tout i € [1; n],

n

©i=Y ay

=1
et
n n
<C | U) :Z (Zai’j) X 1 = Z ai,j.
i=1 \j=1 1<i
Donc grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2
Z i j

2 2
< IClI” x [[U]]”.
1<i,j<n

n
Or U= 12=n.

i=1
De méme, comme les colonnes de A forment une base orthonormée de R", et que C a
pour coordonnées (1,1,...,1) dans cette base orthonormée, alors

Icl® = n.

Par conséquent,

2

2
<ns,

E ai,;

1<i,j<n

ce qui nous donne le résultat voulu.
3. On peut considérer la somme

Z la; ;1

1<i,j<n

comme le produit scalaire (canonique dans ., (R)) de la matrice (|ai etdela

matrice remplie de 1, ainsi grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2
(Z |ai,j|) < Z la; ;|* x Z 1?

1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n

,J‘Dlsi,jsn

=nxn?,
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Z la; ;| < nvn.

1<i,j<n

D’autre part, chaque colonne étant de norme 1, on a pour tout j € [1 ; n],

2 laP=1,

1<i<n
or
2
2
(Z |ai,j|) = 2 la P42 D0 laglx|ay,
1<i<n 1<i<n 1<, <b<n
Z Z la; ;1%
1<i<n
donc

Z |ai,j| z1

1<isn

puis en additionnant ces inégalités pour j € [1 ; n],

DT Y al= D,

1<j<n1<i<n 1<j<n

qui revient a

Une correction de 'exercice 14.16 enoncé
On sait que ). al.z. =Tr (AT X A), donc comme A est symétrique

1<i,j<n o
E aizj =Tr(A2).
1<i,j<n

Mais la matrice A est symétrique réelle, donc par le théoréme spectral, elle est ortho-
diagonalisable, autrement dit il existe P € @,(R) telle que PTAP = Diag(A4,...,A,), ol
Sp(A)={Aq,..., N }.

STk
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Ainsi, en notant D = Diag(A1,...,A,), ona A=PDP', d’ol
A2 =PDP'PDP" =PD?P' (car P’ =P7}),

DD 2 2\ pT

= PDiag (7\1,...,%”) P.
Ainsi deux matrices semblables ayant la méme trace, on obtient

n
Tr (AZ) = ZX% = Z my A2
k=1 AeSp(A)

d’oti I'égalité demandée.

[«

J

Une correction de l’exercice 14.17

1. Soit A une valeur propre de v, alors il existe un vecteur x non nul tel que v(x) = Ax.
Par conséquent, 0 = (v(x), x) = A||x]|?, et donc A = 0 puisque ||x|| # 0. Ainsi v a pour

unique valeur propre 0.

Puisque v est diagonalisable, et que toutes ses valeurs propres sont nulles, on en déduit

que v = 0.

2. (a) En utilisant la linéarité a gauche du produit scalaire, et les régles de calcul sur les

endomorphismes, I'’hypothése de I'énoncé se traduit par

Vx €E, <(u1+---+up—idE)(x)|x>=0.

Les u; sont des endomorphismes autoadjoints, ainsi que idg, donc u; +---+u, —1Idg
I'est aussi, d’oli grace a la premiere question, on conclut que u; + -+ +u, = idg.
(b) La relation précédente montre que tout x de E se décompose en x = u;(x)+---+

up,(x). Ainsi,
EcC Im(u1)+--~+lm(up),

et I'inclusion réciproque est évidente, donc on a I'égalité.
On en déduit que

p
n = dim (E) = dim (Z Im (ui)) :

i=1

donc la relation sur les rangs donnée dans I'énoncé équivaut a

P p
dim (Z Im(ui)) = Y dim (Im (1)),
i=1

i=1 i=
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ce qui est une caractérisation de ce que les Im (u;) sont en somme directe.
On a donc bien prouvé que

p
E=Pim).
i=1

p
Puisque id; = >_ u;, on a en particulier pour tout x € E et tout k € [1 ; p],
i=1

p

we(x) = > u; (uy(x)),

i=1

a gauche de cette égalité un vecteur de Im(u;.), & droite une somme de vecteurs
pris respectivement dans Im (u;),...,Im (up), donc ces sous-espaces Im (u;) étant
en somme directe d’aprés la question précédente, on en déduit par identification

sii=k,

Vie[l;p], u(u(x)= { uk()(;) sinon,

autrement dit u; ouy, =0 sii #k, et ul =u.
Ainsi, u;, est une projection. Puisqu’en outre ’endomorphisme est autoadjoint, c’est
une projection orthogonale !

Une correction de 'exercice 14.18 enonce
1. Pour une matrice A = (ai’j)lsi,jgn’ et un vecteur X = (x;) € .#, 1(R),
n n n
Tasw — _ _
X' AX = Z(AX)ixi = Z Zai,jxj x; = Z a; jXiXj.
i=1 i=1 \j=1 1<i,j<n

@Nole
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Ici,

1
X'HX = xpx; |t T2de
M I |

1<i,j<n 1<i,j<n

1
=f ( Z xl-xjti”_z) dt (par linéarité de I’intégrale)

1<i,j<n

Z xiti_lxjtj_l) dt

1<i,j<n

) 0 (
[ ) ()

2. La matrice H est bien symétrique, et elle est définie positive dés que pour tout X €
R™\ {Og» }, X"HX > 0.
De la formule précédente, on déduit immédiatement que H est positive.
De plus, si (HX,X) = 0, alors par stricte positivité de I'intégrale d’une fonction continue
et positive sur un segment, on déduit que

n
Veel[0;1], Y xtil=0,
i=1

n
autrement dit le polyndme > x;X'"! s’annule sur [0 ; 1]. Un polyndme ayant une infinité
i=1
de racines étant le polyndme nul, on en déduit que tous les x; sont nuls, soit encore que
X est nul. Ainsi, H est bien définie positive.

Une correction de ’exercice 14.19 énoncé
Soit A une matrice symétrique quelconque. Par le théoréme spectral, il existe une matrice
orthogonale P telle que A =PDP', ol D est une matrice diagonale, D = diag(A1,...,A,).
Prenons un réel p > max (|A4],...,|A,]). On considére les deux matrices suivantes :

B =Pdiag(+Aq,...,+A,)P" et C=Pdiag(y,...,u)P".

Alors B et C sont deux matrices symétriques définies positives, car symétriques réelles a
valeurs propres strictement positives, et A=B — C.
Ainsi, 'espace vectoriel engendré par les matrices symétriques définies positives contient
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donc toutes les matrices symétriques, autrement dit contient #,(R), et I'inclusion réciproque
est évidente, donc

Vect (y;f*(R)) = 7 (R).

Une correction de l’exercice 14.20 énoncé

1.

L’endomorphisme f admet pour matrice A qui est symétrique réelle, dans la base cano-
nique qui est orthonormée pour le produit scalaire canonique, donc f est un endomor-
phisme autoadjoint, et grace au théoréme spectral, f est diagonalisable dans une base
de vecteurs propres orthonormée.

. On vérifie que Ax AT =1, donc A est une matrice orthogonale. L.’endomorphisme f est

représentée par la matrice orthogonale A dans la base canonique qui est orthonormée
pour le produit scalaire canonique, donc f est une isométrie.

On en déduit que ses seules valeurs propres possibles sont réelles car f est symétrique,
etsont 1 et —1.

De plus, comme f est diagonalisable, il ne peut avoir une seule valeur propre, car sinon
il aurait pour matrice I, ou —I, dans une base de vecteurs propres, ce qui en ferait
I'identité de R* ou son opposée.

Par conséquent, le spectre de f est {1,—1}.

La matrice A est diagonalisable et ses valeurs propres sont 1 et —1. Notons a et b les
ordres de multiplicité respectifs des valeurs propres 1 et —1, alors Tr(A) = a — b, mais
aussi a + b = 4. Mais on calcule que Tr(A) =2, donca=3 et b =1.

Par conséquent, le polyndme caractéristique de f (et de A) est
2 (X)) =X-1PX+1).

Soit X = (x, y,z,t) € R* on confondra les quadruplets de R* et les matrices colonnes

a%e
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de//lm(R).
X€E(f)
= (A-1L)X=0
1 -4 4 —4 1000
1[{-4 5 2 -2 010 0|, _,
=Zll4 2 5 2|77loo 1 0 =
—4 -2 2 5 000 1

-8 -4 4 —4
-4 -2 2 -2

S|4 2 —2 2 X=0=2x+y—-z+t=0
—4 -2 2 =2
X 1 0 0
_ y _ 0 1 0
SX= oy e [T 2| Y 1| T
t 0 0 1
(1 (0} [0
esxevee| | 1\ 0
“tHlz111]|12
\\o/ \o/ \1
1\ [0\ [0\
0 1 0
Donc E;(f) = Vect sl 11l |1 .
o/ \o 1))

Ces trois vecteurs sont linéairement indépendants, car la matrice de leurs coordonnées
est échelonnée, donc ils forme une base de E,(f).

Notons X;,X,, X5 ces trois vecteurs de la base de E;(f). Appliquons le procédé d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt a cette base (X;, X5, X3).

w Tout d’abord, on prend

1
1 X 110
&1 = — = — 3
T V| 2
0
"= puis
-2
e — X~ (Xoley)e;, 1 S
2 IX5 — (Xale1) &4l /30 (1) ’
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= et

-2
X3 — [(Xzleq) &1 + (X3le2) €2] 1 -1

€, = = :
3 IX5 — [{X3]e1) &1 + (X3]e2) 2]l V42 é

5. On sait que la matrice A est diagonalisable et a pour valeurs propres 1 et —1, donc
E,®E_; =R*%
De plus si X € E;, et YEE_;, alors
(X|Y) = (AX| AY) (car A est une isométrie)

= (X|-=Y) (par définition de X et Y)

=—XIY),
donc (X|Y)=0.
Ainsi E_; =E;.
On a vu plus haut que

E;={(x,y,z,t)ER*|2x +y — 2+t =0}.
donc en notant N = (2,1, -1,1),
E, ={X=(x,y,z,t) €R*| (X|N) =0} = Vect(N)",

dou E_; = Ef = Vect(N).

6. Dans la base (E;,E,, E3,N), qui est une base orthonormée adaptée a la somme directe
E, ®E; =R*, la matrice de f est

1 0 0 O
01 0 O
0O 0 1 O
0 0 0 -1
et f est la réflexion d’axe Vect(N).
Une correction de 'exercice 14.21 enoncé

1. La matrice de f dans la base canonique, qui est une base orthonormée de R" pour le
produit scalaire canonique, est symétrique a coefficients réels, donc f est un endomor-
phisme autoadjoint, par conséquent diagonalisable dans une base orthonormée de R"
gréce au théoréme spectral.

STk
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De plus si on effectue une permutation des vecteurs de cette nouvelle base, on ne change
pas son caractére orthonormé. On peut donc ordonner les valeurs propres associées
dans tout ordre voulu, en particulier dans I'ordre décroissant, et appeler (g4, ¢,,...,¢,)
cette nouvelle base orthonormée de R".

2. La matrice P de passage entre (e,...,e,) et (¢1,€,,...,&,) est une matrice de passage
entre deux bases orthonormées, donc elle est orthogonale.

Par conséquent ses colonnes ainsi que ses lignes forment une base orthonormée de R™.

Ainsi, Z p;; et Z p? ', qui sont les carrés des normes respectives de la j¢ colonne et de
i=1

la i€ ligne, sont egales al
3. Pour tout i € [1 ; n], a;; est la coordonnée sur e; de f(e;), donc a;; = (f(e;) | ¢;).
Or on sait que

ei:Z<ei|£j>£J
j=1
donc f(e;) = f(Z(ele ) Z€|€ f(ﬁj)

j=1 j=1

=

n

= Z <ei | £j> Aje; (par définition des ¢; et A;)

o (Flerpok)
n (ecles) 2y x () le)

=

ainsi

-
=

2
A <ei | £j> , C.Q.F.D.
j=1

4. (a) Soit k €1 ; n]. On déduit de la question précédente que

a; ; ZZ% <el~ | £j>2

k n
21:7\] e; |£ ;_1}\j <ei|sj>2.
j= j

37/45
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Or pour tout j = k+1, A; < Ay, donc en multipliant par le réel positif <ei | ej>2,

2 2
on obtient ; <ei | e j> < A <€i | e j> , puis en additionnant ces inégalités pour j de

k+1an:
n n
2 hifele) <n D (ale),
j=k+1 j=k+1
d’otr
L 2 . 2
a; ; SZ?»] <ei | sj> + Ag Z <el | £J>
j=1 j=k+1
Enfin
n n 5 k 5
2, {ele) =2 (ale) =2 {ale)
j=k+1 j=1 j=1
k k
=lled? = (e le)) =1 (e g;)”
j=1 j=1

par conséquent

=1 =
k

22(7‘1_7%) (eile))” + M caED
=1

(b) Les inégalités ci-dessus sont vraies pour tout k € [1 ; n] et aussi pour tout i € [1 ; n],
donc on peut les additionner pour i de 1 a k :

i=1 i=1 j=1
k k k
=220 (k=2 (eley) + 2 0
i=1 j=1 i=1
k k
=3 -n) D el e) + ke
= i=1

STk
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k n
Mais > <ei | sj>2 <Y <el- | sj>2 =1,etA;— A, >0 car j <k, donc
i=1

i=1

P

k k k
ST =) D (el e e <3 (2 = A ke =D A
j=1 j=1 j=1

i=1

On peut donc conclure par I'inégalité demandée.

Une correction de 'exercice 14.22 énoncé
Partie | - Produit scalaire sur R [X]

I.1 - Généralités

1. Soit (P,Q) € (R,[X])? et f la fonction t — P(t)Q(t)e *.

w La fonction f est continue sur [0; +oo[ comme produit de fonctions continues.

w De plus, par croissances comparées, P(t)Q(t) étant une combinaison linéaire de
puissances de t, on peut affirmer que P(t)Q(t)e™* et 0 (tlz), donc par domination

—>T00

f est intégrable sur [1 ; +ool.

On en conclut que f est intégrable sur [0;+oo[ et donc l'intégrale définissant (P | Q) est

convergente.

2. Posons @ : (P,Q) — (P| Q).

La question précédente permet de s’assurer que & est bien définie sur (R, [X])?, et ® est

a valeurs dans R.

= Par linéarité d’intégrales généralisées convergentes, $ est linéaire a gauche ainsi qu'a
droite,

w= et par commutativité du produit dans R, & est symétrique.

= Soit P € R, [X], la fonction t — P(t)?e¢ est continue et positive sur [0 ; +oo[, donc,

e s ve 4 s +oo 2 —t

par positivité de I'intégrale, ®(P,P) = fo P(t)*e~tdt = 0;

w= si de plus on suppose ®(P,P) = 0, alors, en rappelant s’il le faut que la fonction
t — P(t)%e™" est continue et positive sur [0 ; +o0o[, on peut en déduire par stricte
positivité de I'intégrale, que pour tout t € [0 ; +oo[, P(t)?e~t =0, donc que P(t) =
Ainsi le polyndme P a une infinité de racines, ce qui permet de le démasquer : P est
le polyndme nul.

On peut donc conclure que @ est un produit scalaire sur R, [X].
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1.2 - Calcul d’un produit scalaire

t

3. Soitke[1;n],onposeu:t—tketv:t— —e™t alors

u et v sont de classe ¢! sur [0 ; +oo[, avec

U=t—ktiletv: :it—e™,

par croissances comparées u(t)v(t) P 0,
t—>+00

donc, par intégration par parties,

+00

+00
f u(e/(0)de = [u(ev(D)] :°° —J L (Ov(E)dt,
0 0

c’est-a-dire,
+00 +00
J tke~tdt = kJ tk=le~tdt,c.Q.F.D.
0 0

4. Pour k=0, (X[1) = [[“etdt=[-e]7 =1=0;
puis pour tout k € N, d’apres la question précédente,

(XH11) = (k+1) (X 1)

donc si (xk | 1) =k!, alors (X**!1|1) = (k+1) x k! = (k + 1)!,
ce qui achéve de prouver par récurrence le résultat voulu.

Partie Il - Construction d’'une base orthogonale
111 - Propriétés de l'application o
5. Si P € R, [X], alors d'une part a(P) est encore un polyndme a coefficients réels, et de
plus degP < n donc
w deg(P)<n—1doudeg((1-X)P)<1+(n—1)=n;
= deg(P”")<n—2doncdeg(XP")<1+(n—-2)=n—-1;
w ainsi deg(a(P)) < max (XP”, (1 — X)P’) < n, autrement dit a(P) € R, [X].

De plus, par linéarité de la dérivation, et bilinéarité du produit des polyndmes, a est un
endomorphisme de R, [X].

6. Comme R,[X] est de dimension n + 1, la matrice M de a dans la base canonique
(Xk)ke[[o;n]] est dans ;1 (R).

a%e
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Indexons les lignes et les colonnes sur [[Q ; n]), alors pour tout (i,j) € [0 ; n]?, le terme
général m; ; de M est le coefficient de X' du polynéme a(X’), or

aX)=Xxjj-DX24+(1-X)x jX =21 - X%,

P osii=j—1,
ml:{_] SIl:J1

JJ
0 sinon.

donc

Autrement dit, la matrice de a dans la base (1,X,---,X") est

0o 1 0:------ 0
0 -1 4 .,
=270
T2
0-...- ‘0 —=n

7. Cette matrice est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres, qui sont aussi celles
de a, sont ses coefficients diagonaux a savoir 0, —1, —2,--+,—n, autrement dit

Sp(a) ={-k|ke[0; n[}.

L’application a est un endomorphisme de R, [X] qui est de dimension n+1, et il posséde
n+ 1 valeurs propres distinctes, donc il est diagonalisable.

11.2 - Vecteurs propres de l'application a

On fixe un entier k € [0 ; n].

8. Le méme théoréme qui donne la conclusion de la question précédente nous permet
d’affirmer que les sous espaces propres de a sont de dimension 1 :

dim (Ker (OL + kian[X])) =1.

9. = Soient Q; un vecteur engendrant la droite vectorielle Ker (a + kian[X]), et ¢, le co-
efficient dominant de Q.

1
Alors ¢; est non nul et P, = —Qy, est un polyndme de R, [X], de coefficient dominant
Ck

égal a 1, qui est encore dans Ker (a + kidg, [X]), donc qui vérifie a(P,) = —kPy.

w= Si deux polyndmes vérifient ces propriétés, alors ils sont dans la méme droite vecto-
rielle donc ils sont colinéaires, et comme ils ont tous les comme coefficient dominant
1, ils sont forcément égaux.

Par conséquent, il existe un unique polyndme P, € R, [X], de coefficient dominant égal

a 1 et vérifiant a(P,) = —kP,.
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10. Pour k =0, il est clair que P, = 1.
Si k est non nul, alors, en notant d le degré de P, :
= le coefficient dominant de —k P est —k puisque P, est unitaire;
= le coefficient dominant de a(P;) = XP; + (1 — X)P; est (d'aprés les calculs de la
question 6. en prenant j =d) —d ;
donc, par identification, —d = —k d’ott d = k, c.Q.F.D.
11. = On vient de voir que P, = 1.
w Soit P = X+ a un polyndéme de degré 1 et de coefficient dominant 1. Alors aprés
calcul a(P) = 1 — X, par conséquent a(P) = —P si et seulement si a = —1. Ainsi
P, =X-1.
= De méme, on pose P = X2+ bX+c. Ainsi P’ = 2X+ b, P’ =2 et a(P) = 2X + (1 —
X)(2X+ b) = —2X2+ (4 — b)X + b, et par conséquent a(P) = —2P si et seulement si
4—pb=-2betb=—-2cdoub=—-4etc=2.
On a bien P, = X2 — 4X + 2.

113 - Orthogonalité de la famille (P, --,P,)
12. Soient P,Q deux polyndmes de R, [X].
Alors par définition,

+00

(a(P)|Q) = f (tP”(6)+ (1 = t)P'(£))Q(t)e"dt,

0

ainsi, on pose u : t — tP'(t)e™",

= 1 et Q sont de classe €' sur [0 ; +ool,

oyt e (tP7(t)+P/(t) — tP(t)), et par croissance comparée, u(t)Q(t) P 0,
—>T100

donc, par intégration par parties,

+00

(a(P)| Q) =— f tP’(£)Q’(t)e™"dt,

0

et comme cette expression est symétrique en P et Q, on peut conclure que

{(a(P)[Q) =({a(Q)|P),

ce qui prouve que a est un endomorphisme autoadjoint.

13. Du résultat précédent on est censés déduire directement que les sous-espaces propres
de a sont deux a deux orthogonaux, ce qui entraine que (P, ...,P,) est une famille
orthogonale.

a%e
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Au cas ol, prouvons quand méme ce résultat : soient i et j deux entiers de [0 ; n] tels
quei<j.
Alors j # 0, et par définition de P;, a(P;) = —jP; donc P; = —%a(Pj), ainsi

(PiIP;) = <Pi | —;a(Pj)> = —} (Pi la(P))
= —% <a(Pl~) | Pj> (car a est autoadjoint)

1
= —; <—iPi | Pj> (par définition des Py)

1

:}<Pi|PJ>’

donc
(1—%) (P |P;) =0,

ce qui prouve que <Pl- | Pj> =0 puisque i # j, C.Q.F.D.

Par conséquent (Py,...,P,) est une famille orthogonale de R,[X], et elle ne com-
porte pas le vecteur nul donc c¢’est une famille libre, comme son cardinal est n +1 =
dim (R, [X]), on peut conclure que c’est une base de R, [X].

Partie Il - Méthode de quadrature de Gauss
14. Soit (Ay,-++,A,) €R™.

w Si(Aq,---,A,) veérifie (x) alors en particulier, pour tout j € [0 ; n — 1], en posant
P=X

+o00 n .
J te tdt = Z Aix!,
0 i=1

autrement dit

n

<Xj | 1> =Zkixf,
i=1
ce qui donne

n
Zkix{ =j! (d’apreés la question 4.)
im1

ce qui nous donne les n égalités caractérisant |'égalité matricielle voulue.
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w Réciproquement, si I'égalité matricielle est vraie, alors on a n égalités qui, comme
ci-dessus, nous donnent que

+00 n )
Vjie[o;n—1], f t]e_tdtzzxix{,
0 i=1

n—1
ainsi pour tout polyndéme P = >} a;X’' € R,_,[X]
i=o

+00 +00 n—1
J P(t)e 'dt = J Z a;jt/e'dt
0 =

n—

._\

. J Hetdr (par linéarité des intégrales
Jj

o convergentes)

a Xx 7\ ax’
IZ i 12 it

;;\A
»—AO
=
=
7
—-

i=0 i= i= i=0
~——
n
= » A\;P(x;), c.QF.D.
i=1
1 1oeenn.. 1
x x ......
15. Le déterminant de la matrice carrée M = ! 2 " | de l'égalité établie
x;l_l xg_l . .x;‘_l

dans la question précédente est le déterminant de Vandermonde

Vi1 (g, 005 0) = l_[ (xj_xl)

1<i<j<n

Comme les x; sont deux a deux distincts, ce déterminant est non nul, donc la matrice
est inversible, et par conséquent si le n-uplet (4,...,,) vérifie (x), alors

0!
1 |
Ay | =V 1
n (n—1)!

d’ol son unicité.

16. Prenons le polyndme P = [ [(X — x;)?.
i=1
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Exercices du chapitre 14. Espaces euclidiens

n
1l est bien dans R,, [X], et, pour tout i € [1 ; n], P(x;) =0 donc Y. P(x;) =0.
i=1
En revanche, la fonction t — P(t)e™* est continue, positive, et n’est pas la fonction nulle
sur [0; +oo[ donc, par stricte positivité de I'intégrale, f0+ ® P(t)e~'dt > 0.
Par conséquent,

+00 n
f P(t)e™"de # Y AP(x,).
0 i=1
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