Exercices du chapitre 15. Séries entiéres

Rayons de convergence

Exercice 15.1
Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

n nyn
X 2, 2(me)
. n 2sh(n) @)t |
Zsm(n)z s Z%z s Z n!rrllnz .
Exercice 15.2

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) a,z", ol a, est le
nombre de diviseurs entiers de I'entier n.

Exercice 15.3

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) d,z", ou d, est la
n-eme décimale de m.

Exercice 154 — @

n
Soit (a,),ey Une suite complexe, et A, = . a;. Montrer que les deux séries
k=0

s A 2
entieres Y| %z” et )’ n—?z” ont le méme rayon de convergence.

Exercice 15.5
Soit (a,) une suite de nombres complexes non nuls. On note R le rayon de
convergence de la série Y. a,z" et R’ le rayon de convergence de la série
as 1. n
entiére )’ i
- . / 1
1. Démontrer que si R > 0, alors, R’ < R
2. Démontrer que si R = 400, alors, R = 0.

1
3. On considére la suite (a,) définie par a,, =1 et ay,1 = o Prouver

queR=1etR = % Que dire de I'inégalité de la question 17?

4. Déterminer une suite (a,) telle que R =0 et R’ = +o0.

(mis a jour le 21 janvier 2025)
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Exercice 15.6 — @

Soient Y a,z" et D b,z" deux séries entieres de rayons de convergence res-
pectifs, a valeurs finies, R, et Ry,.

Montrer que le rayon de convergence R de Y a,b,z" vérifie R = R Ry.
Donner un exemple ot I'inégalité est stricte, et un autre ot il y a égalité.

Exercice 15.7 — Un calcul des coefficients a partir de la somme

On suppose que la série entiére »_a,z" a un rayon de convergence R > 0, et
on note S sa somme. .
1 2T S (rele)

Montrer que, pour tout r € JO,R[, a, = — ———-do.
que, p r€]O,R[, a, on ), (e

Calculs de sommes

Exercice 15.8
Donner leurs rayons de convergence, puis calculer les sommes des séries
entieres suivantes :

3 n
3 9 " n®—2n+1 X
s +1)x", _—X, _,
Z(n n ) Z n! Zn(Zn—l—l)

2n

x" x
Z(2n—1)!’ Z(n+1)(2n)!'

Exercice 15.9

Donner le rayon de convergence et la somme de la série entiere > H,x", ol
n
pour tout n € N*, H, = 3 +.
k=1

Exercice 15.10 — Mines-ponts PSI

+00 +00
. 3 . 1 n
Justifier 'existence et calculer la valeur de EO DT et EO T
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Exercice 15.11
Soit a € R\ nZ, déterminer le rayon de convergence et calculer la somme
des séries entiéres réelles

cos(na) sin(na)
Zn!sin“(a)x et Zn!sin”(a)x )

Exercice 15.12 - &@ Mines-Ponts PSI

Donner le rayon de convergence et la somme de la série entiére dont la suite
des coefficients est (

1
3n+2./neN’

Développement en série entiére d’'une fonction

Exercice 15.13
Développer en série entiére, et préciser leurs rayons de convergence, les
fonctions suivantes :

x — sin®(x) cos(x), x — (cos(x))e”, x—In(x?+x+1).

Exercice 15.14 — CCINP - MP

3x+7
(x+1)?
entiére en 0 dont on précisera le rayon de convergence et I'expression des
coefficients en fonction de n.

Montrer que la fonction x — admet un développement en série

Exercice 15.15
1. Montrer que :

/2 1 +00 m/2
Vxe]-1;1[, ———dt = s?"(t)dt | x™
x€] [fo rp—T EUO cos™(t) )x

2. FEtablir, en posant u = tan(t), que

/2 1 e .
o 1—xcos?(t) Co/I—x

3. Déterminer la valeur de foﬁ/z cos>"(t)d t.

374
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Exercice15.16 — @ Centrale PC

Soit A € #,(C), minorer le rayon de convergence de la série entiére dont la
suite des coefficients est (Tr(AP))pen, et exprimer sa somme en fonction du
polyndme caractéristique de A.

Exercice 15.17

Soit la fonction f : x — f(x) = ffoo ﬁdt.

1. Démontrer que f est définie et dérivable sur R, et calculer sa dérivée.
1—x
1—x3"

2. Démontrer que, si |[x| <1,ona: f/(x) =

3. Déterminer le développement en série entiére de f’ sur ]—1,1[, et en
déduire celui de f sur ]—1,1[.

Exercice 15.18 — @

Soit (a,,),ey Une suite de nombres complexes telle que la série entiére > a,z"
a un rayon de convergence R > 0. On note S sa somme.

On suppose qu'il existe une suite (z; )<y de nombres complexes non nuls qui
tend vers 0, et telle que S(z;) = 0 pour tout k € N.

Montrer que S est la fonction nulle.

Exercice 15.19

t
2—t2

2. Donnez la loi et 'espérance d’une variable aléatoire X de fonction géné-
ratrice f.

1. Développez f : t — en série, et donnez son rayon de convergence.

3. Déterminez la loi de la variable aléatoire Y =

N[>

Exercice 15.20 — Loi binomiale négative

1. Donnez le développement en série entiere de pour tout n € N*,

(1—1X)”
2. Soient n € N*, p € ]0 ; 1[, et X une variable aléatoire a valeurs dans N,
telle que pour tout k e N, P(X =k) = ("H]z_l p™(1 - p)~.
(@) Montrer que X est bien une variable aléatoire.
(b) Déterminez la fonction génératrice de X, puis calculez I'espérance et

la variance de X.
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Exercices du chapitre 15. Séries entiéres

Solutions

Une correction de I’exercice 15.1

énoncé

On va noter R le rayon de convergence de chacune de ces séries entiéres.

1. = Six=1, ’;—3 = n% ——— 0, donc 1 n’est pas hors du disque de convergence

n—s-+00
" IS
de > %, douR>1.
. X enln(x) . P
ind Sl X > ]., ) = B —+> +00 Par Croissances comparees, dOﬂC aucun
n—-+0o0

x > 1 n’est dans le disque de convergence de Y fl—z, douR<1.
= En conclusion, R=1.

2. Pour tout x € 10 ; +o0[,

(\/H)nxn — enx%ln(n)+nln(x) — enx(%ln(n)—&-ln(x))

—— +00
n—-+o0o0

donc R =0.

3. Soit x €0 ; 400,

n o \mwn n+1\ 7"
x"= x"
(n+1) ( n )

— e—nﬁln(1+ % )+nln(x)

= e wa(5+o(3))+nin()
n—+o00
e—ﬁ(1+o(1))+nln(x)

n—+00
Dans l'exposant, on a une somme dans laquelle nln(x) est le terme dominant
tant que In(x) # 0, donc qui est dans ce cas équivalente & nln(x). Ainsi cet
exposant tend vers +0o si x > 1, et vers —oo si x < 1.
Par conséquent en composant par 'exponentielle :

no\wn o 400 six>1,
X — .
n+1 n—s-+00 0 six <1
donc le premier cas entraine que ]1 ; +oo[ est hors du disque de convergence,

donc que R < 1, et le second cas entraine que ]0 ; 1[ est dans le disque de
convergence, donc que 1 < R. Par conséquent R = 1.

4. = Pour z =1, sin(n)z" = sin(n) est le terme général d’une suite bornée, donc

1<R;

5739
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w= pour z = 1, sin(n)z" = sin(n) ne tend pas vers O (je le prouve ci-dessous)
doncR<1.

Montrons par I'absurde que sin(n) ne tend pas vers O : supposons que sin(n)
tend vers 0.

Alors cos(2n) = 1 — 2sin?(n) — - 1-2x 0%=1.
n——-+oo
Mais par conséquent
sin(2n+1) —— 0
n—-+00
sin(2n + 1) = sin(2n) cos(1) + cos(2n) sin(1) 2 sin(1)
n——-+:0oo

donc par unicité de la limite sin(1) = 0, ce qui est faux.
5. Pour tout x > 0,

2sh(n) | e"—e™" e" 1 (xe)"
x" = x" ~ —=x"=—(xe
n(n+1) n(n+1)" n—+oon? n2
ar croissances .
+o00 (p - six>1 doncR<?
_ comparées) e e
n—-+o0o . 1 1
0 51x<g,dor1cR>g.
douR=1.

e
6. Soit x € ]0 ; +oo[, on utilise le critére de Camembert : on pose pour tout n € N
u, =a,x" = %x“, alors u, > 0, et

B 2n+ 1) nH o n'n" o

T+ D+ T 2o
_ (2n+2)(2n+1) n \n
B (n+1)2 (n+1) X

4n? (n+1)_"
~ — X X
n—+o00 n2 n

1 —-n
~ 4(14——) x
n—+o00 n

~ 4efnh(1+%)x
n—+00

Upt1

Uy

s 4xely (carnln(1+%) ~ nxi=1)
n—-+00 n—+00 n

Par conséquent,

o
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= si 4 x e lx > 1, cest-a-dire x > ¢, alors grace au critére de d’Alembert,

> u, =Y a,x" diverge, donc R < & ;

= si4xe lx <1, cestadire x <, Yu, =D a,x" converge, donc R > §;
w= ainsi le rayon de convergence est E.
Une correction de l'exercice 15.2 enoncé

Tout entier n admet au moins un diviseur, car 1 divise tous les entiers, et au plus n
diviseurs, donc

VneN, 1<a,<n,

d’ot1 en particulier :

1= 0 (a,),
n—+00
eta,= 0O (n).
n—+00

Ainsi par comparaison des rayons de convergence, le rayon de convergence de
Y a,z" est inférieur au rayon de convergence de Y.z", qui vaut 1, et supérieur au
rayon de convergence de Y nz", qui vaut aussi 1 (par exemple grdce a la premiére
dérivée de la série géométrique; ou avec le critére de d’Alembert; ou encore
parce que (n x 1") n’est pas bornée mais (nx"),ey tend vers O par croissances
comparées pour 0 < x < 1; ou autre méthode de votre choix).

Donc le rayon de convergence de Y. a,z" est 1.

o )

Une correction de 'exercice 15.3 énoncé
= Pour tout n € N, 0 < d, <9, donc en particulier d,1" est le terme général d’'une
suite bornée, ce qui prouve que Ry = 1.

= Mais comme T est irrationnel, sa partie décimale est illimitée, et non périodique,
donc d,, ne tend pas vers 0. En effet, si c’était le cas, a partir d'un certain rang, on
aurait |d,| < %, et comme d,, est un entier entre 0 et 9, la seule possibilité serait
qu’a partir d’'un certain rang, d, = 0, ce qui est faux.
Par conséquent, la suite de terme général d,,1" ne tend pas vers 0, donc 1 = R;.

= On peut donc conclure que R; = 1.
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Plus généralement, il est un exercice classique de montrer que si une

f suite est a valeurs entiéres (c’est-a-dire si pour tout n €N, u, € Z), et si
elle est convergente, alors elle est stationnaire, (c’est-a-dire constante
a partir d’un certain rang).

Une correction de 'exercice 15.4 énoncé
(i) Pourtoutn€N, etz €C

A k=0 ay
—r'lz” = 2" = —'z”
n n! “~in
A 2" Kk
=Lt T
P n!
g Znk (n—k)k!
T Lug PAY !
pars (n—k)! n
L a k Zn_k 1
= —z X —_—
! — k) m?
— (n—k) (
donc par l'inégalité triangulaire :
n—k
Bn nl Z Gk *
b4
n! pars (n—k)'

Sl BT
Z e

Or pour tout k € [0 ; n], (Z) est un entier strictement positif, donc supérieur ou
égalal, dou0< ﬁ < 1, et en multipliant par des réels positifs
k

||n—k |n—k

|ak|| |k L

LW 1 |ak|||k E
k! oM Sk

Vke[0; n], CEATh

Enfin en additionnant pour k de 0 a n :

Z@| oo
(n—k)’

=0

n_n

o
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Soit z € C tel que |z| < R, alors par définition du rayon de convergence, la suite
k

(%z ) ren St bornée, donc il existe un réel M tel que pour tout k € N

% k‘_@|z|k<M
= <M,

k! k!

puis comme au-dessus :

Ay
n!

<Mz": i MXH: iy t k)
< — = — (en posant p=n —
& (n—k)! = p!

< MeP! (qui est indépendant de n)

donc la suite (%z”)neN est bornée, ce qui prouve que |z| < R,.
Par conséquent, Ry = R,,.
(ii) Réciproquement, pour tout n € N*,

Inon An = Ann x x"
n! n!
An At’l—l 1 n
_(n — | x
nl (n—=1)! n
_ ﬁ n_ Anfl n—1
™ " (-1l n
donc si |x| < R,, alors
A, n
—xt"—50
n! n—s-+o00
donc aussi
Anfl n—1
(n - 1)! n—+00
et a fortiori
An—l n—1 - 0
(n—1)! n n—+oo
donc finalement
a A An_ X
Ayt =gn 7l gl Z L 0,donc |x| <R,.
n! n! (Tl — 1)' n n—+o

On en déduit que R, = R,.

(iii) On peut donc conclure que R, =R,.
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Une correction de I’exercice 15.5 énoncé
1. Supposons que x > =.

n ~
Alors 0 < 1 <R, donc a, (1) ——0,dot | A< +00.
x x n—-+o00 an(;) n—s-+o0o
Mais
1 1
| =|=x
1" a
an (x) n
donc | x™ fortiori la suite d énéral Lx" '
onc |=—x 400, et a Tortiori la suite de terme général —x" n'est pas
an n—-+o00 a,
bornée.

On en déduit que R’ < %.

2. Si R = 400, alors pour tout x > 0, avec le méme raisonnement que dans la

question précédente, ‘alx"’ — +00, donc R’ =0.
n n—-—+0oo

3. La suite (a,) est définie par
a =1
VneN, n _ 1
a2n+1 T 92ntl :
Ainsi,
w= g, X 1" =a, ne tend pas vers 0, car a,, —— 1, dou R <1,
n—-+00

= mais (a, X 1"),cy est bornée, donc R > 1.
w= On en déduit que R =1.

D’autre part, pour tout n € N,

lx(l)n: 1 :{ (%)n si n est pair,

a,2" 1 sin est impair.

donc pour les mémes raisons, R’ = %
Donc cette inégalité peut étre stricte.

4. 1l suffit de prendre a, = n!.

o
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Une correction de l'exercice 15.6 énoncé
= Soit x € ]0 ; R Ry [.

Alors 1<Ra,doncenprenanta€]i ; Ra[,onaﬁzfe]i ;Rb[.
R, R, a |,

Par conséquent, 0 < a <R, et 0 < <R;, donc

la,a"| ——— 0, et [b,p"| ——— 0.
n—-+o00 n—-+o0o0

Ainsi, comme x = af,

|anbnxn| = |anan| X |bn|3n| - > 0’
n—-+o0o0

d’'oll R = R,R;.

+00 + +00
= Les séries entiéres Y. a,x" = Y. x*" et > b,x" = Y. x*"*! ont pour rayon de
n=1 n=1 n=1 n=1
+00
convergence 1, et la série des produits )’ a,b,x" est nulle, donc de rayon de
n=1

convergence infini.

= Il y a égalité des rayons de convergence pour les suites (a,),ey €t (bp)nen
constantes égales a 1.

.

Une correction de l'exercice 15.7 enoncé
= Soit r € JO,R[.
Par définition du rayon de convergence, la série Y a,r" converge absolument, et
méme pour tout § € [0,2n], |re®®| = r <R donc la série Y] a, (reie)n converge
absolument, d ot I'existence de S(re'®).
= Soit n € N.
Pour tout 6 € [0,27],

i0
V0 €[0,21], (E;ee 2 (re}e) Zak (rele) Zak (T‘eie)k—n ‘

N k—
Pour tout k € N, posons uy, : 0 — a; (rele) " Ces fonctions sont continues sur
[0,27], et

1
[0,2m] k ( k)
u = —|a|Ir = a|r
el r"l Kkl . O+ ||

or 0 < r <R, donc Y. |a| r* converge, et par domination, la série de fonctions
> u; converge normalement, d’oti uniformément, sur [0,27].
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On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme des séries de

fonctions :
21 S (rele) J-Zﬂ +00
——=2d0 = u,(0)do
Jo (re®)" 1;0

2m
= ZJ 1,.(0)d0
=0J0

+00 2m
— Z akrk—n J ei(k—n)ed 0.
0 0

k=

f()znldO:Zn, sik=n,

2m
J el(k—n)ede = |: oilk—)0 i|e=2n
0 - =0, sinon.
i(k—n) 0—0

Donc un seul terme est non nul dans la somme, et on obtient I'égalité :

1 27‘S(rele) .
2 o (rele) d6 = ﬁanr 2m=a, C.Q.F.D.

Une correction de 'exercice 15.8 enoncé
1. Soit R le rayon de convergence de cette série.

= Si0<x <1, alors
(n® —n?+1x" = (n® — n® + 1)e"n™ — 0 (car In(x) > 0)
doncR>1;

w Pour x =1,

-2+ Dx"=n*-n?+1) —— 40
n—-+o00

doncR<1;
= ainsi R =1.

o
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Le critére de d’Alembert aurait aussi trés bien marché ici, car

»
? (n+12—(n+1)2+1)x"!
(n® —n?+ 1)x" n—+00

= Soit x € ]-1; 1],

On connait les dérivées successives de la série géométrique,
qui donnent des séries entiéres dont les coefficients sont de

la forme "!p!zn(n—l)(n—Z)---,

(n—p)

Donc lorsque des coefficients sont sous forme polynomiale en
n, il est d’usage pour se faciliter la tdche de les écrire comme

combinaison linéaire des n(n—1)(n —2)---.
Ici, n® —n? + 1 est de degré 3, donc on I’écrit

n—n?+1=an(n-1)(n—2)+bn(n—1)+cn+d

et on calcule facilement les coefficients en prenant successi-
vement n =0, puis n =1, puis n = 2, et on se débrouille pour

finir le taf.
+0o +00
2:(113 —n?+1)x" = Z [n(n—1)(n—2)+2n(n—1)+1]x"
n=0 n=0
+00 I
=x3 x Z n(n—1)(n—2)x"3+2x2% x Z n(n—1)x""2+ Zx”
n=0 n=0
(on reconnait les dérivées de la série géométrique)
6 1
3 2
=xXPX —— 42X ———  ——
(1-x)* (1-x)»® 1-x
X4+ 7x*=3x+1
- a-x?

2. Pour tout réel x,

(n+1°*—2(n+1)+1 _n+1
(1! 1 x|

~ X
n®—2n+1 xn n—+oon+ 1 n—-+00
n!

|x].

+00

n=0
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donc le rayon de convergence est +0o.

XHnn-1)n-2)+3n(n—-1)—n+1

wn’—2n+1
) ) n! x”

n=0 : n=0
_Jioo:n(n—l)(n—Z) an(n—l) —iixn_f_ﬂoixn
n=0 n! nzOn! n:On!
_+oo 1
_;(n—S)' 32(n—z)' _Z(n—l)' +Z_x
=x3x§%x +3x2 xz%x —xe—x +Z
n=0 """ n=0 """

= (% +3x% — x + 1)e*,

donc en particulier le rayon de convergence de cette série entiére est +oo

3. On étudie d’abord la série entiere Y| o +1)x , puis on remplacera x par 2

w= La suite de terme général —"—=1" = converge vers 1, donc elle est

n
(n+1) (n+1)
bornée, dou R > 1.
Mais cette suite ne tend pas vers 0 donc R<1.

(n +1)

prouve en particulier la convergence de la série de départ car ‘%‘ <1.
Ici aussi, le critere de d’Alembert peut faire ’affaire, car

& || ~
u, !

n—-+00

o
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w= Pour tout x € ]—1 ; 1[, avec x # 0,

1+oo X

convergence 1)

X
L e (1- t)z) ‘ géométrique)

+In(1 - t)}
0

(on a reconnu la dérivée de la série

R I S R S S I T T ™ N O [ S R

(1_x)+1n(1—x)—1:| =

donc

f n 3 3|2
—— = nf-].
Zin+1)3" 2 3

+00 (par intégration terme a terme sur [0 ; x] ou
( ) dt [x ;0] de la série entiere Y. nt" de rayon de

4. Pour x =1, —*— ——— 0 donc le rayon de convergence R de la série vérifie

> n(2n+1) p—s+o00
R > 1. Mais par croissances comparées, si x > 1, alors
donc R< 1. AinsiR=1.
Pour tout x tel que |x| <1,

+00 n +00 _.n +00 n

n=1

X

_—
n(2n+1) n—stoo

X X X
—_ = — =2 rdce a la premiére question).
Zn(2n+1) ; n ;2n+1 (9 b d )

+00,
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Or on sait que pour tout t € ]—1 ; 1],

—+00 tp —+00 tp
Z — =—In(1—t)et Z(—DP“— =1In(1+¢t)
p=1 p p=1 p

donc

In(1+¢)—In(1—t)=1In (?)

400 tP

+00 tP
=D T4y —
p=1 P

p=1 P

+00 tP
=3 (g
p=1 p

S 2 car ((=1)»*' +1) =0 si p est pair, et

—2n+1 ((=1)P*' +1) =2 si p est impair).

Ainsi, six €]0; 1[,

400 X 3 +00 x (‘/—)ZH
222n+1_2(22n ) Z2n+1
2n+1

Z —Lln(1+ﬁ)—2
Cvx \1-vx) 7

etsixe]-1;0[,

On en déduit que

1 1+4/x : .
fo o —ln(l—x)—ﬁln(l_fi), sixe]o; 1],
S - 0, six=0,
P n(2n+1)

—In(1—x)— ﬁarctan(ﬂ), sixe]-1;0[.

o
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5. Ici encore avec d’Alembert, le rayon de convergence est +0o.
Puis comme

(vx)*>  six>0,
x:{ —(\/E)z six <0,
on a
Vxx (VX)) six >0,
xn:{ (—1)"y/Jx] % (\/H)ZH si x <0.
d’olt

+00 Py B vxsh(y/x), six=0,
;m_ —/Ix[sin(y/]x]), six <0,

A . x2n
6. Pour les mémes raisons, le rayon de convergence de Y| e est +00.
+00 2
Notons pour tout réel x, S(x) = ngo e

Alors
too L 2(n+1)

2 —
x*8(x) = Z:O m+ D

donc, comme on peut dériver terme a terme les fonctions développables en
série entiere,

d(x?*s(x)) +2°°: 2(n 4+ 1)x2+D-1

dx ~  (n+1)(2n)!

+ZOO x2n
=2x X
o (2n)!

= 2x % ch(x).

D’otl par le théoréme fondamental de 'analyse, largement licite ici puisque la
fonction f : x — x2S(x) est ¥* sur R,

pe

Vx €R, f(x)=f(0)+f 2t ch(t)dt

0

_ x * (brave intégration par par-
= [2esh0)], L 2Sh(OAL Yies de PCSI)

— 2x sh(x) — 2 [ch(t)] — 2x sh(x) — 2(ch(x) = 1).

X
0
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Ainsi pour tout réel x non-nul,

& x2n 1 xsh(x) —ch(x)+1
; it D )= =2 X2 '
Une correction de I’exercice 15.9 énonce

n n
Comme H, = ), % => i x 1, on reconnait que la suite de terme général H,, est le
k=1 k=1

produit de Cauchy des suites (%)neN* et (1),en-

La suite de terme général % débute au rang n = 1, par souci de défini-
tion, mais on fait démarrer I’autre suite au rang n =0/
En effet,

1

= le produit de Cauchy de (—)neN* et (1),ey est le produit de Cauchy

n
des suites (a,) ey €t (b,) ey définies par

0 sin=0
M=\ 1 gneN et b, =1 pourtout n€N,
n

ce qui donne la suite de terme général

VneN, Xn:akxbn,k=zn:%=Hn;

k=0 k=1

= tandis que le produit de Cauchy de (%)neN* et (1), (les deux com-
mencant au rang n = 1) est le produit de Cauchy des suites (a,) ey et
(b,),en définies par

(0 sin=0 f b= 0 sin=0
an_{% sinen® € “_{1 sineN*

qui donne la suite de terme général

n

n—1
1
VnGN, E akxbn,k= E E#Hn.
k=1

=0
>, r—llx” et > x", or ces deux ont pour rayon de convergence 1, donc > H,x" a un
rayon de convergence R supérieur ou égal a 1.

+o00
Mais pour x =1, H,1" =H, = ). %
k=1 n—-+00

+00 par divergence de la série harmo-

o
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nique, donc R < 1.
Ainsi R =1, et pour tout x € -1 ; 1],

S (§2)-(5)

=1

In(1 —
= —In(1-x) x 7— = “g_xx).
Une correction de l’exercice 15.10 énoncé
1 2n+1
Z(4n+2)2” f22n+1 (\/_)
1 <1 ( +7 ) «/_ 2+ 1)
-5 1
V2 - f 1

Une correction de I’exercice 15.11 énonce

Pour tout réel x,

cos(na) - eina ) _g 1 xe \"
n!sin”(a)x e n!sin"(a)x ] sin(a) ’

et de méme
sin(na) 1 xe\"
———x"=Im| — | = .
n!sin"(a) n! \ sin(a)

Xeia

sin(a)

n
Or on sait que la série de terme général 1 " ( ) est une série exponentielle

convergente dont la somme vaut

+00 ia n xeld xcos(a) . xsin(a)
Z i ( xe ) — esin(a) = ¢ sin(a) + sin(a)
~n!

sin(a)
— excotan(a)+ix (rappelons que cotan = %)

= e~ cotan(a) X eiX
— X cotan(a) X (COS(X) +1i sin(X))

donc les séries de termes généraux respectifs <20 yn ot SO yn g0t conver-
n!sin"(a) n!sin"(a)
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gentes, et ont pour sommes :

+00

cos(na)
Z 7)(“ — excotan(a) % COS(X),
4= n!sin"(a)

+00

Z —Slr%(:a) x" = eXeoan(@ y gin(x).
I n!sin (a)

La convergence pour tout réel x prouve en passant que leur rayon de convergence
est 4-00.

.

J

Une correction de l’exercice 15.12 énoncé

(1).

3).

1

Soit R le rayon de convergence de la série entiere > X

Pour x =1, la suite de terme général Bnl?x”

w= tend vers 0, donc R>1;
w= n’est pas sommable, par équivalence a la suite de terme général % X % qui
ne l'est pas non plus, donc R < 1.
AinsiR=1.
+00

. Soit x € ]-1; 1[, notons S(x) = >, —2-x".

3n+2

400
1. . 13042,
Pour tout u € ]-1 ; 1[, on va d’abord calculer Y] sl nre

n=0
+00 1 +00 u
Z 2u3n+2 :ZJ. 3+ g
n=0 3n+ n=0J0
3n+1

La série entiere ) t a pour rayon de convergence 1 (je vous laisse le prou-
ver!), donc les bornes 0 et u de l'intégrale sont bien dans son intervalle de
convergence, ce qui justifie I'interversion de la somme infinie et de I'intégrale
suivante :

+zoo: 1 3n+2 _ uft““dt— utxio: £3 ndt
snt+2" ), -, n=0( )

n=0 n=0

Ici, comme 1 —t3 = —(t = 1)(t2+t+ 1) = —(t — 1)(t — j)(¢t — ), il faut avoir

I'idée, ou sinon c’est |'examinateur qui la soufflera, de décomposer 1_tt3 sous la

o
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forme

t a 4 bt+c
1—t3 t—1 t24t+1

Pour cela, plusieurs moyens sont bons, comme

w tout développer a droite et identifier :

—t  (a+b)*+(a-b+c)t+(a—c)
B3-1 3 -1

a+b =0 1
<={a—b+c =—-1 <a=-b=——=c.
a—c =0 3

= remplacer t par trois valeurs, et obtenir de nouveau un systéme :

pour t =0, —a+c=0,
pour t =—1, etc.

w multiplier gauche et droite successivement par t — 1, et prendre la limite en

1:
¢ _—-t .1
t2+t+1 1 3
_ 43 _ t+c
1= Lat(t-Dx{ahg) =
donc a = —%.
Pour b et ¢, on se débrouille ensuite avec t =0 et t = —1...

Bref, on obtient

Vee]-1:1[, — 1 LI
el-1; —— === .
T 1—¢3 3 t—1 t24+t+1

Enfin, comme on sait (avec les bonnes conditions sur f, bien sir) qu'une

21/39
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primitive de fTI est Inof, et qu'une primitive de I f 2 est arctanof, on écrit
1 3
t—1 _ 5(2t+1)_£ (pour faire apparditre la
t24+t+1 t24+t+1 dérivéedet—t>+t+1)
1 2t+1 3 1
=X Q==X —
2 t2+t+1 2 t2+4t+1
1 2t+1 3 1
T2 eyl 201,
(t+3) —3+1
1 2t+1 3 1
T2 P+l 20 (o1
(c+3)+4
2
1 2t+1 73
= T o
2 1
1+(«/_§(t+5))

Ainsi, toujours pour tout u € ]-1 ; 1],
+00 u
3 O | 1 t—1
—u = -[- + = dt
£i3n+2 o3\ -1 2+c+1

u 2

1 1 1 2t+1 7

= 2]= +o X —V3x V3 dt
0 3 t—1 2 t*+t+1

:1 [—ln|t—1|+lln{t2+t+1‘—@arctan(— (t+1))}u
3 2 V3 2 0
1
3

(—ln(l—u)+%ln(u2+u+1)

(3 +2))-5))-

(4). Et donc, pour finir dans la joie et la beauté, il faut noter que pour tout réel a qui
n’est pas un entier positif, x® = e*"*) est a priori défini seulement pour x > 0,
donc pour pour tout réel x non nul dans ]-1 ; 1[,

173

(xi) six >0,

X = 0 six =0,
1 3

(—les) si x <O0.

o
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Ainsi, si x > 0,

+00 1 +00 1 183 n
S-S ()
— 3n+2 — 3n+2
n=0 n=0

+00 1

et si x <0, de la méme fagon

- 1 1 1
S ——x= (—1n(1+|x|é)+-1n(|x|§—|x|é+1)
—3n+2 3|x|§ 2

{3 () -3))

sans oublier que pour x =0,

x" ==
Li3n+2° 2

Tout ceci nous plongeant évidemment dans un état intense d’enthousiasme.

Une correction de ’exercice 15.13 énonce

?’ De maniére générale, il est plus facile de faire des combinaisons li-
néaires de sommes de séries que des produits, car pour ces derniers
il faut utiliser le produit de Cauchy qui n’est pas un outil aisé. C’est
pourquoi la linéarisation, dont le couteau suisse est la formule d’Euler,
va nous étre utile dés que sont utilisées des fonctions trigonométriques.
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w Pour tout réel x,
) eix _ e—ix 2 eix + e—ix
i = —_—_— X S —
sin®(x) cos(x) ( = ) ( 2 )
1 12x —i2x ix —ix
=—§(e —2+e )(e +e )
— _1 (ei3x — X _ gTix + e—i3x)
8
1 1 1
=—— (2 cos(3x) — 2cos(x)) = ~2 cos(3x) + i cos(x)
‘"Z( R Z( 0,
(2n )' @t

n 1-9" 2n
_Z(_ Ve

= Pour tout réel x,

cos(x)e* =Re (eix X e")

= Re (e(H—i)x)
+00 1
=Re (Z —[(1+ l)x]”)
.
(Z - [\/—em/4] )
n=0
=Re (; — \/Enei”“/“x")
=Re (;0 %\/ﬁn (cos(ng) +isin(ng)) x”)
+00
= Z L V2" cos(nE)x".
~n! 4

=Re

n
. — 1 . .
= Pour tout réel x # 1, on sait que Y. x* = ! 1f — donc en particulier, 1+ x +x? =
k=0
1-x3
1-x°

o
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Donc pour tout réel x # 1,

1—x3
In(x? 1) =1 ,
n(x*+x+1) n(l x)
puis pour x € ]—1; 1[, 1—x®>>0et 1 —x > 0, donc
In(x*+x+1)=In(1—x*)—In(1—x)

+00 +00 _ _ .
_ _Z l(x3)"+zlx" (avec le développement en série en-
o i n Ldn”  tiere de In(1—10))

+00 1 +00 1
Sl S
n n
n=1 n=1
. .
—, si n n’est pas multiple de 3,
n

+00
= Zanx” avec a, = 4 1 1 9
n=1 — — — = ——, sin est un multiple de 3.
n n/3 n

. Comme on ne peut décidément pas se satisfaire de cette expres-
? sion de a,,, car séparer des cas est toujours une forme de défaite,
on remarque que pour tout n € N

1 si n =3k,
2m L Gin=ska
cos(n—)z 5 Stn= )
3 1
—— sin=3k+2.
2

donc

27 1 sin=3k,
2cos(n— | +1 ]| = .
3 0 sin=3k+1oun=3k+2.

Wl

donc

25/39
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Ainsi, pour tout x € ]—1 ; 1[,

2 2m
In(x? 1)=-)> - — | x".
n(x*+x+1) chos(ns)x

n=1

Une correction de 'exercice 15.14 enoncé
(1). Pour tout réel x € ]—1 ; 1[, grace a la premiére dérivée de la série géométrique
de raison —x,

3 1 +00
% =Bx+7)x m =Bx+7)x Zn(—x)”_l

n=1

+00 +00
= Z 3n(—=1)"1x"+ Z 7n(—1)"" Tyl
n=1 n=1

+00 +0o
= 3n(-1)"x"+ > 7(n+1)(-1)"x"

n=1 n=0

+00 +00
=>3n(-1)"x"+ > 7(n+1)(-1)"x" +7
n=1 n=1

+00
=7+ Z (Bn—7(n+1))(=1)" 1x"

n=1

+00
=7+ (—4n-7) (-1 lx"
+00 !
= (4n+7)(-1)"x".
n=0

(2). Notons R le rayon de convergence de la série entiére ci-dessus.

= On vient de voir sa convergence pour tout x € ]—1 ; 1[, donc on peut déja
d’affirmer que R > 1.

»= Mais pour x = —1,

(4n+7)(-1)"x"=4n+7 ——— oo,
n—-+00

doncR<|-1|=1.

Par conséquent, R=1.

o



Exercices du chapitre 15. Séries entiéres

3x+7
(3). En conclusion, la fonction f : x — 12 admet en 0 le développement en
X
série entiere
3x+7 8

m = ;)(471 +7)(—=1)"x",

dont le rayon de convergence vaut 1.

Une correction de I’exercice 15.15 énoncé
1. Soit x € ]-1; 1[.

= Comme )x cosz(t)‘ < |x| < 1, la série géométrique de raison x cos?(t),

1 —_ n
oo~ 2 (o ®)”

De plus :
® pour tout n € N, la fonction f, : t — (xcos?(t))" est continue sur
o:2]
> 2

® pour tout N€N, et tout t € [O, 2]

+00
Ry(l = | D fult)| = Z (x cos?())"
n=N+1 n=N+1
= |x cosz(t)lN+ Z (x cosz(t))
n=0
N+1
9 N [N+1 1 ||
= |x cos*(t <
| ( )l 1 — x cos?(t) 1—x
(car t — 1 — xcosz(t) est croissante et positive sur [O ; %J,
1 1
donc 1—x cos2(t) )
donc -
[o:5]  IXI™

—0

R
IRyllse” < T ——

donc )’ f, est uniformément convergente sur [O ; %] .
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On aurait pu montrer encore plus facilement la conver-
\g m
? gence normale de . f, sur [0 ; E:I car

O;g
TSR ——

tefo0:3]

(x cosz(t))n’ = |x|"

et (|x|"),en est sommable car |x| < 1.

On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme des séries
de fonctions, qui justifie le calcul suivant :

n/2
T v onc2( )
JO 1 — x cos (t)

/2 +o00

Z X cosz(t)) de
J (xcosz(t))ndt
0

/2
(J cos®(t)d t) x"
n=0 0

2. La fonction tan est de classe ¢! et strictement croissante sur ]O ; I [, et établit

une bijection entre ]0 ; %[ et 10 ; +oo[, donc en posant u = tan(t), dt =

2 _ 1 1
du cos (t) 1+tan2(c) ~ 1+u®’ e

/2 1 i +o0 1 1 .
—  — dt= x u
o 1—xcos*(t) o 1-—=% 1+u?

1+u?

+00 1
= 2—d”
o U +1—x

1 u u—-+00
= arctan
[vl—x (Vl_x):|uﬂo

1 I T
= X — = ——— C.Q.F.D
VJi—-x 2 24/1-x ?

3. Pourtout x € ]—1 ; 1[, on connait le développement en série entiére de (1+x)®,

ainsi en remplagant x par —x qui est encore dans ]—1 ; 1[, et a par —%, on
obtient :

h

[
+ =1
3 %MS

1+2

e (=i (-i-n41
= =(1+(- x))Z—l—I-Z X7y DT Tt Y

(=x)",

n!

o
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or pour tout n € N*
1 ! 1 ! +1
2) "2 2 "
1

_(D(-1-2)-+ (1= 2(n— 1))

271
(D" x3x---x(2n—1))
= o
:(_21) Xx1x3x---x(2n—1)
(=17 1x2x3x---x(2n—1) x(2n)
T 2% 4x---x(2n)
_ 0 e

2 2 (nl)
=" @) (1" 2n
= m X O = o x (n!) x ( N ),

donc

(-D1-D-(-1-n+D (1) (2n
n! 220 \(n )’
et par conséquent,

1 (-1 r2n W 31 2n
1—x:1+27(n)(_x):ZZZH(n)x'

n=1 n=0

On en déduit donc, grace aux deux premiéres questions, que pour tout x €

1=-15 11,
+00 /2 +00
2n n_E 1 2n n
Z(L cos (t)dt)x_Z;ZZ”(n x",

n=0

donc par unicité du développement en série entiére, on peut identifier les coef-
ficients, ce qui donne :

Inen w2 = & x L (2N 1 (2n
neN, cos =—X = T
0 2 22n n 22n+1 n
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Une correction de 'exercice 15.16 énoncé
(1). La matrice A, comme toutes les matrices de .#,(C), est trigonalisable dans
M, (C), autrement dit est semblable & une matrice triangulaire dont les termes
diagonaux sont les valeurs propres de A.
Autrement dit, en notant Sp(A) = {A; | i € [1 ; n] } (les X; n’étant pas forcément
deux a deux distinctes), il existe une matrice inversible P € .#,(C) telle que

}\,1 **
A=Px 0 xPp~!

. .'.'.*

0----:0 A,

Ainsi par récurrence, pour tout p € N, AP = PTPP™L,
Puis, aussi par récurrence (voir 'exercice 9.3) on a

0 "-. . -
VpeN, T?=] . U
0...-.0 AP

Comme les matrices semblables ont la méme trace, on peut conclure que

Tr(AP) = Tr(TP) = Z AP = Z AP,
1ESp(A)
(2). Pour tout réel a > 0, la suite ((ax)?),ey est sommable si, et seulement si, |ax| <
1, donc si, et seulement si, |x| < i, donc la série entiere Y a"x™ a pour rayon
de convergence i
Ainsi par somme de séries convergentes, la série de terme général Tr(AP)x? =

Z Xp xP converge pour tout réel x tel que |x| < Iglg (%), par conséquent le
i=1 1<i<n i

rayon de convergence de Z TI‘(AP )Xp est superleur ou egal a min (l)
1<i<n i

(3). Soit x un réel tel que |x| < mln (%), alors pour tout i € [1; n], la série DAY x?
1<i<n i

converge, donc

n

+ZO():Tr(Ap)xP = fi A xP = Z (Z prp) (par linéarité de la somme)
p=0

p=0i=1

_zn: 1 (avec la série géome-
N ~i1—x trique).

o
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Exercices du chapitre 15. Séries entiéres

(4). Pour donner cette somme en fonction de y,, il faut remarquer que

a=X=2) - (X=2) =] J&x=2),
i=1

donc que
n n
=] Jx=2),
=1 i=1
i#]
d’olt
n
X=2y)
h_ P !
= ~ = —
XA = l—[(x_ A) =L X 7»]

1

C’est une expression qui n’est pas au programme de PC, mais
/
qui est un classique : pour un polynéme P, 'expression % est

appelée dérivée logarithmique.
n
Si P est scindé, et s’écrit P = a, | [(X— a;) alors, avec une utilisa-
i=1
tion scandaleuse du logarithme, en dérivant

In(P) = In(a,) + Z In(X — a;),
i=1

on obtient

24 1 1

il ,

P = X - a;
ou encore, en notant ay, ..., a, les racines de P avec pour ordres
de multiplicités respectifs my,...,m, :

/P
P_gm
P X—q
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Ainsi pour tout réel x non nul,

() s 1

Ainsi pour tout x tel que |x| < Illin (%),

1<i<n
1

1 =
+oo —x A(’lc) six#0,
ZTr(Ap)xp ={ Y ;)
p=0

Tr([,)=n six=0.

Une correction de 'exercice 15.17 énoncé

1. Pour tout réel x :

R S

1
1+t+t2 (t+1/2)%>+3/4

L~ Ll ott— L1 estintégrable sur ]—oo ; —1], donc par équivalence
1+t+t2 o t t

t— ﬁ est aussi intégrable sur ]—oo ; —1], d’olt sur ]—00 ; x]. C.Q.F.D

2. Pour tout réel x,

° o o
= ——dt+| ———dt=C+| ——dt
S Jw1+t+t2 L T+t+¢t? fo I+t+t2

donc par le théoréme fondamental de I'analyse, f est de classe mathcalC' sur
R de dérivée

est continue sur R donc sur ]—o0 ; x];

1
X =
f 1+ x+x2
3. Pour tout réel x #1,
, 1-x°
1+x+x°= s
1—x

o
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donc pour tout x € ]-1 ; 1[,

£(x0) 1 1—x
X )= = .
1+x+x?2 1-x3
4. Pour tout x € ]-1 ; 1],
00 1—x 1 1
= — = —— X
X 1—-x3 1-—x3 X 1—x3

+00 +00 +00 +00
:§ x3n_xx§ X?mZZXBn_ZXSn-H
n=0 n=0 n=0 n=0

+00 1 sin%3==0,
= Zanx” avec a, =4 —1 sin%3==1,
n=0 0 sin%3==2.

5. Pour tout x € ]-1 ; 1],

f(x)=f(0)+fxf’(t)dt (par le théoreme fondamental de
0

I’analyse)
X +00
=f(0)+f Zant”dt
0 n=0

—f(0)+§o: a ot (par intégration terme a terme des sé-
B “~in+1 ries entiéres prop9.14).

33/39
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On calcule le terme constant f(0) par

0

0

1
f(0)=f —dtzf —dt
700]'—'_'?4_1‘2 7oo%+(f+%)2
[z ) (2t+1):|0
= | —arctan | ———
V3 V3 )] w
L (75) = (-5)]
=—larctan| — | — [ —=
V3L V3 2
2 . (1/2) ( n)}
= — | arctan — | —=
7 v32) 2
2 T . (1/2) ﬁ]
= — | arctan —
V3 v3/2) 2
_ 27 cant (ﬂ)+ﬂi|
—ﬁ_arcanan c 5
_ 2 "rt+'m]_ 4m
S v3le 2] 3v3
On conclut ainsi que :
an & a, 4an XNa,
x)= — + Xn+1=_+ n %"
fx) 3v3 ;n+1 3v3 ; n
1 sin%3==0,
avec a, =4 —1 sin%3==1,
0 sin%3==

\

Une correction de I’exercice 15.18

énoncé

+o00
La fonction S:z— . a,z" est définie sur
n=0
BO(O’ R) = {Z

eC||z| <R}.

Par unicité du développement en série entiére, cette fonction est nulle si, et seulement

si, pour tout n €N, a, =0.
Raisonnons par I'absurde, et supposons

qu’il y a (au moins) un coefficient a, non

nul, et notons p le rang, ou l'indice, du premier coefficient non nul :

p=min{n €N |a, # 0}.

(NI
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Alors ay =... =0, a, # 0, et pour tout z € B,(O,R),

ap—1=
+00
S(z) = E a,2" = a,2” +a,,2° 4
n=p
+00

— p§ n—p _— 4P
=z a,z =z (ap+ap+1z+ )
n=p
+00

=z Z Apip2".
n=0
+00
Notons g(z) = > a,,2", alors pour tout z # 0, g(z) = % De plus, par décalage
n=0

d’indice, la série entiere )} a,,,z" a, comme ), a,z", pour rayon de convergence R,
donc sa somme g est définie et continue sur B,(O,R), et en particulier en 0. Ainsi

lim g(2) = g(0).

En particulier, comme lim gz, =0, par composition des limites

k—+00

g(z1) P £(0).

Mais d’autre part, pour tout k € N, g, # 0, et S(z,) =0, donc

g(z) = S(Zk) =0.
2

Par conséquent,

0.
8

Ainsi, par unicité de la limite, g(0) =0
Malheureusement, on remarque que g(0) = a,, donc par conséquent a, =0, ce qui
contredit la définition de I'entier p, et achéve notre raisonnement par 'absurde.

"
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Une correction de l'exercice 15.19 énoncé
1. Soit teR\{i«/ﬁ},

t t 1
=—-X
2—t2 2 _t

1 2

+ 2\" . e
fxi(t) (si, et seulement si, ‘%‘<1,

2 2 c’est-a-dire |t| < V/2)

+00
:Z 1 20+,
n+1
n=O2

Le rayon de convergence est v/2.

n=0

2. Soit X une variable aléatoire discréte dont f est la série génératrice.
w On sait que la série génératrice d’une variable aléatoire discréte a pour suite

de coefficients (P (X = n)),ey, donc (par unicité de ces coefficients) X(2) = N,
et pour tout n € N,

]P’(XzZn—I—l)zW,
P(X=2n)=0.

en série entiere de f(t) sont impaires, donc on est face a une
série entiére « lacunaire » ot les coefficients des termes de
puissances paires sont nuls.

@ Bien observer que les puissances de t dans le développement

Le rayon de convergence de la série génératrice de X est /2, et v> 1. Or
on sait que la somme d’un série entiére est 6 sur son intervalle de conver-
gence, en I'ocurrence sur ]—1/5 ; V2 [

o
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D)

Attention de ne pas confondre la fonction f et la fonction
somme de la série génératrice! Tout ce que l'on sait, c’est
que ces deux fonctions coincident sur |—+2 ; V2|, mais la
seconde n’est méme pas définie en dehors de cet intervalle,
tandis que f est définie et méme € sur les intervalles

—00 ; —\/5[ et;\/ﬁ; +oo[.

‘est la dérivabilité en 1 de la somme de la série génératrice
qui nous intéresse pour I’existence et le calcul de I'espérance
de X, et non la dérivabilité en 1 de f.

Donc la somme de la série génératrice de X est a fortiori dérivable en 1, ce
qui nous permet d’affirmer alors que X admet une espérance, et que celle-ci

vaut

E(X)=Gy(D) = f'(1),

or f est €™ sur son domaine de définition, avec pour tout t # ++/2,

donc

2-t)—t(=2t) 2+t

fl)= (2— t2)2 T (2- )2
3
]E(X) = ? =3.

3. L’ensemble des valeurs de Y est

1 1
Y(Q)={n+-|neN} =N+,
() {n S } :

et pour tout n €N,

1 1

Une correction de l'exercice 15.20
1. Pour tout n € N*, la formule du bindme négatif (qui donne

1
(1*X)n+1

énonce
dans le
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cours) nous donne le développement en série entiére demandé

2. (a)

G5

(NI

1 S (n—1+k
Vx€]—1;1[, WZZ(H k+ )Xk.

k=0

Le développement de la question précédente nous donne, au rang n — 1,

-1+k 1
ZP(X k) p Z( + )(1—p)k=pn)(m:1, C.Q.F.D.

La fonction génératrice de X, qui est bien une variable a valeurs dans
N, est la somme de la série entiere >.P(X=k)x* de terme général

(" (- p)x)*.

Or de nouveau avec la formule du bindme négatif, on sait que cette série
converge si, et seulement si, [(1 — p)x| < 1, donc si, et seulement si, |x| <
ﬁ, donc cette série entiére a pour rayon de convergence ﬁ, et pour tout

1.1 .
xe] lfp’lfp['

+00 k—
G =Y (” 1)p"((1 — P

k=0 k
+00 1 k
=5 ( )+ )((1—p)x)’<
=0
:p—.
A=a-pn

Ainsi, comme ﬁ > 1, le réel 1 est a l'intérieur de l'intervalle de conver-

gence dans lequel la somme Gy est ¥*°. Donc Gy, est en particulier deux fois
dérivable en 1, ce qui prouve que X admet une espérance et une variance

qui valent E (X) = G§(1), et V(X) = G{(1) + G{(1) — (G;((1))
Or les dérivées de Gy sont

O s n(1-p)p"

X (1-Q-p))+
n(n+1)(1—p)*p"
(1-(1—-p))*?’

et G, :x —

ESIRN
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d’ou
n(1—p)p" n(1-p)
E(X) = =
= G a— P
n(n+1)(1—p)p"  n(l-p) (n(l—p))2 1-p
t = — = .
et V(X) e > P n 2
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