Exercices du chapitre 16. Espérances, variances, résultats
asymptotiques

Exercice 16.1

Soient X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A et
Y=X*+1.

1. Quelle est la probabilité que 2X < Y?

2. Déterminer I'espérance de Y.

Exercice 16.2

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson # ().
Calculer E(X — 1) et E(|JX — AJ).

Exercice 16.3 — Maximum de deux variables suivant la loi géométrique

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi ggomé-
trique de paramétre p € ]0,1[. Montrer que la variable Z = max(X,Y) est
d’espérance finie, et calculer E (Z).

Exercice 16.4 — Distance de lois géométriques indépendantes

Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi géo-
métrique de parameétre p € 10 ; 1[.
Onposegq=1—-petY=|X; —X,|.

1. Calculer P(Y =0).

2. Soit n € N, montrer que P(X; — X, = n) = 2L

14+q°
En déduire la loi de Y.

3. Montrer que Y est d’espérance finie, et la calculer.

4. Montrer que (X; — X,)? est d’espérance finie, et que E ((X; —X,)?) =
2V(X;).
En déduire que Y admet une variance et la calculer.

Exercice 16.5

Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique ¥4(p) de parameétre
p €10 ; 1[. Soit Y la variable aléatoire égale a X/2 si X est pair, a 0 sinon.

1. Déterminer la loi de Y.

2. Justifier que Y admet une espérance que I'on calculera.

(mis a jour le 3 février 2025)
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Exercice 16.6 — Le retour de Transfert
Une variable aléatoire X suit une loi géométrique ¥(p) (p €10 ; 1[).

1. La variable )l( est-elle d’espérance finie ? Si oui donner la valeur de cette
espérance.

2. Méme pour la variable X(X—1)---(X—r +1), ot r € N*,

Exercice 16.7
Soient n e N, a e R, p € ]0,1[ et X une variable aléatoire a valeurs dans N
telle que VkeN, P(X=k) = a("zk)pk.

1. Déterminer a en fonction de n.

2. Déterminer, si elles sont finies, I'espérance et la variance de X.

3. Retrouver ce résultat en calculant la somme de la série génératrice de X.

Exercice 16.8 — Oral CCINP
Soit p €10 ; 1[, on pose, pour tout k € N*, p; = p?k(1 — p)*~1.
1. Montrer que la suite (py )i+ définit une loi de probabilité.

2. Soit X qui suit une telle loi, justifier que les variables X—1 et (X—1)(X—2)
sont d’espérances finies, et donner leurs valeurs.

3. En déduire I'existence et la valeur de E(X) et V(X).

Exercice 16.9 — Oral CCINP
Mme Contraire et M. Jaury participent & un jeu qui leur apporte un divertis-
sement mesuré : ils choisissent aléatoirement un entier X dans N*, puis

— si X est impair, Mme Contraire recoit X Numens de M. Jaury,
— si X est pair, ben c’est le contraire.

a
On suppose que pour tout n € N*, (X =n) = on ouae<R.

n b
1. Calculer la valeur de a.
2. Soit Y la variable aléatoire discréte qui a pour valeur le gain (positif ou

négatif) de Mme Contraire aprés une partie. Donner la loi de Y et son
espérance.

3. Que vaudrait cette espérance si pour tout n € N*, P(X=n) = ﬁ ?
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Exercice 16.10

On lance une piéce de monnaie équilibrée et on note X la variable aléatoire
comptant le nombre de lancers effectués jusqu’a avoir obtenu la séquence
pile-face.

1. Vérifier que X est bien une variable aléatoire.

2. Justifier que X est d’espérance finie, et calculer E (X).

Exercice 16.11

Soit a € N*. Une urne contient 2a boules blanches et a boules noires indiscer-
nables au toucher. On effectue une suite de tirages avec remise d'une boule
de 'urne, et on note X le nombre de tirages effectués lorsqu’on a obtenu pour
la premieére fois deux boules noires lors de deux tirages consécutifs.

1. Montrer que la suite (P(X > n)) satisfait une relation de récurrence
d’ordre 2. En déduire la loi de X.

2. Montrer que X est d’espérance finie et calculer E(X).

Probléme 16.12 — Adapté de CC(IN)P PC 2017

Soit p € ]0,1[. On pose ¢ =1 —p.

On considére un automate qui génére successivement les lettres C ou P jus-
qu’a obtenir une certaine séquence prédéfinie.

On suppose que pour tout n € N*, 'automate géneére la n-iéme lettre a l'ins-
tant n de facon indépendante de toutes les générations précédentes, les lettres
P et C ayant pour probabilités respectives p et q.

Pour n € N*, on note

= P, 'événement «'automate génére la lettre P a l'instant n »,

= et C, 'événement «'automate génére la lettre C a l'instant n ».

Partie | - Etude d’un cas simple

Dans cette partie, on dit que 'automate est initialement au niveau 0, et qu’il
passe du niveau 0 au niveau 1 dés qu’il génére la lettre C. Si, en revanche, il
génere la lettre P, alors il reste au niveau 0.

L’expérience s’arréte dés que 'automate a atteint le niveau 1.
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C
On résume l'expérience par la figure o 0

ci-contre : P

On note Y l'instant otl, pour la premiére fois, 'automate atteint le niveau 1.
On admet que Y est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(22, .#,P) telle que Y(2) € N*. On note Gy la série génératrice de Y et Ry son
rayon de convergence.

1. Reconnaitre la loi de Y et préciser en particulier P(Y = n) pour n € N*.

1 t
2. Montrer que Ry = — et que pour tout t € ] = 0 [, Gy(t) = d .
p PP 1—pt

1 2
3. Montrer que Gy est 2 fois dérivable en 1 et que G{(1) = — et Gy/(1) = —I;
q q

4. En déduire les valeurs de E(Y) et de V(Y).

Partie Il - Etude d’un cas intermédiaire

Dans cette partie, on suppose que 'automate passe du niveau 0 au niveau 1
en générant la lettre C. De méme, 'automate passe du niveau 1 au niveau
2 en générant la lettre C. Si, en revanche, il génére la lettre P, alors qu'il
est au niveau 0 ou 1, il retombe au niveau 0. L’expérience s’arréte dés que
I'automate a atteint le niveau 2, c’est-a-dire dés que 'automate aura généré
la séquence CC.

On résume l'expérience par la figure
ci-contre :

On note Z I'instant otl, pour la premiére fois, 'automate atteint le niveau 2.
Ainsi Z est le temps d’attente de la séquence CC.

On admet que Z est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(2, .o,P) telle que Z(Q2) ¢ N*. Pour tout n € N*, on note p,, = P(Z = n).
On note Gy la série génératrice de Z et R; son rayon de convergence. On
rappelle que R > 1.

5. Calculer pq, p, et ps.
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6. Justifier que (P;,C; NP,,C; NCy) est un systeme complet d’événements.
7. En déduire que p,, = pp,_1 + Pqp,—» pour tout n > 3.
8. En déduire que pour tout t € [—1,1],

q2t2

Gy(t)= 1ot —oai2 — —pth.

9. Montrer que Z est d’espérance et de variance finie, puis que
E(Z)=q'+q7%
10. Vérifier que E(Z) > E(Y)+ 1 ou Y est la variable aléatoire définie dans la
partie L.
Pouvait-on prévoir ce résultat ?

Probleme 16.13 — CCINP PSI - Marche aléatoire sur Z

On consideére une particule se déplacant sur une droite graduée par les entiers
relatifs. Sa position a l'instant initial t =0 est k = 0.

A chaque instant t € N*, elle se déplace aléatoirement de sa position k € Z &
la position k+1 ou k — 1.

Soit p € ]10,1[. On définit une suite de variables aléatoires (X;),cn+ indépen-
dantes et identiquement distribuées dont la loi est définie par :

X, (Q)={-11},
vVt € N¥,
]:: PX;=1)=petPX,=-1)=1-p.

n

Enfin, pour tout n € N*, on pose S,, = >_ X,.

t=1
Pour tout t € N*, on modélise le déplacement de la particule a I'instant t par
la variable aléatoire X, telle que (X, = 1) (resp. (X, = —1)) est I'événement
« la particule se déplace vers la droite (resp. la gauche) a 'instant t ».
Ainsi, pour tout n € N*, S,, modélise la position de la particule aprés n dépla-
cements.

+00
1 1 (2n) ,
1. Montrerquepourtoutxe]—l;l[,mz E 22| g x
n=0
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Probabilité de retour a l'origine

On pose u,, =P(S,, =0) pour tout n € N*,
2. & Pour tout t € N*,

En déduire que pour tout n € N*, la variable aléatoire Z su1t une loi
binomiale dont on précisera les parametres. =l

3. En déduire que pour tout n € N* :
U = { (nr/lz) (p(1—p))2 sin est pair
0 sinon.

4. Déterminer la limite de la suite (uy,),en+ lorsque n tend vers +oo selon
les valeurs de p et interpréter le résultat.

Partie Ill - Nombre de passages par l'origine
Pour tout j € N, on note O,; la variable aléatoire égale a 1 si la particule est &

n
I'origine a l'instant t = 2j, 0 sinon ; puis pour tout n € N, on pose T,, = > 0,;.
j=0
Dans cette partie, on souhaite déterminer lirJP E(T,).
n—-+oo

5. Soit n € N. jg Que modélise la variable aléatoire T,, ?
6. Soit j € N. 8 Déterminer la loi de la variable aléatoire O,;.

o .
En déduire que E(T,) = Z (21]) (p(1 —p))j.
=0
7. On suppose dans cette question que p # %
En utilisant le résultat de la question 1. calculer nEI—Poo E(T,) et interpréter
le résultat.
8. On suppose dans cette question que p = %

Montrer par récurrence que :
2n+1(2n
Vn eN, E(Tn) = W n

et en déduire lim E(T,).
n—+o0o
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Solutions

Une correction de 'exercice 16.1 énoncé
1. De Y=2X2+1 on déduit que (2X <Y) = ((X—1)? > 0) = (X# 1), donc

P(2X<Y)=1-P(X=1)=1-2e ™

2. Posons u, = (n? +1)e™ alors

Upi1 A
_— ~ _— > 0’

un n—+o00 n n—+oo
donc le crltere de d’Alembert permet d’affirmer que la suite de terme géné-

ral (n? 4+ 1)e "% est sommable, donc par le théoreme de transfert, que Y est

d’espérance ﬁme

+00 )\’n
Ce méme théoréme nous donne aussi E (Y) = z:(n2 + l)e_x—'- Or pour tout
n!

n=0

NeN,

Z(n + 1)e_7‘ M xZ(n(n —D+n+ 1)—

n=0

>

o (N 27»H+2 +Z7\n+1 +Z7\nn')
N— n

-+ (a 22—,+x2;+2n.)

n=0
e )‘(k et + et +e7‘)

N—+00

=02 +A+1.
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Une correction de l'exercice 16.2 énoncé
Par linéarité de 'espérance,

EX-AMN=EX)—-EQ)

(en considérant A comme la variable cer-
taine égale a A, qui a pour espérance \)
=0 (car X~ Z(\) donc E(X)=1.)

=E(X)—

Posons u, = |n—A| e"‘ 7‘ , alors

Unt1 A
~N —_—— O’
u, n—+00 N n—+oo

donc le crltere de d’Alembert permet d’affirmer que la suite de terme général
(In=ApDe? F est sommable, donc par le théoréme de transfert, que Y est d’'es-
pérance finie.

Ce méme théoréeme nous donne aussi

n

+00 A
Eux—w:Zm—Me*F

B _» A" (en notant N la par-
2(7\ n)e | +n;r1(n Ae n1 tie entiere de \).

=s, =s,

Or

n

+00
—Sl+Sz—Z(n—7x)e_7‘x—+ Z (n—Ne~ )\—'=Z(n—k)]P’(X=n)
: n=0

n=0 ) n=N+1
=EX-2A)
=0

d’Ol:l Sl = Sz.

o

(avec

fert)
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De plus

N )\‘n
S, = Z(X — n)e_xn—!

Par conséquent,

n=0
N N
" »
= Z)\.e_x—' - ne_x—'
n=0 n=0 n
N n+1 N
A A
— - _ A
Z € n! Z € (n—1)
n=0 n=1
N )\’n+l N-1 7\’11+1
- Z e T T
n=0 n n=0 n
N+1
N!
N 7\’N+1 N 7\’[M+1
E(|X—-A])=2S; =2e~ =2e”

Une correction de I’exercice 16.3

énoncé

Comme souvent avec le maximum et le minimum, on passe par les
inégalités, autrement dit la fonction de répartition.

= Soit n € N*, la réunion (X < n) = | J(X = k) est formée d’événements deux a

k=

=1
deux disjoints, donc par o-additivité, en notant ¢ =1 —p,

n n n—1
PX<n)=Y PX=K)=» p(1-p)t=px > (1-p)
k=1 k=1 k=0

1-(1-p)"

=p—— 2 =1-¢".
1-(1-p)

Comme Z = max(X,Y), on a Z(2) = X(Q) = Y(Q) = N*, et pour tout n € N*,
(z<n)=X<n)n(Y < n). Donc comme X et Y sont indépendantes, pour tout

n € N*,

P(Z<n)=PX<nPY<n)=PX<n)?=(1-q¢")%
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Ainsi pour tout n € N*,

P(Zzn)=1-P(Z<n—-1)=1-(1-¢" 1)

1— (1 _ qn—l)z — 2qn—1 _ qZ(n—l) ~ 2q

n—+00

et comme |q| < 1, la suite de terme général 2¢" ! est sommable, donc par équi-
valence, la suite de terme général P(Z > n) I'est aussi, donc la série Y, P(Z > n)
converge.

D’apres le cours, on peut en déduire que Z est d’espérance finie égale a

Ix +00
E(Z)= ZP(Z >n)= qunfl — g¥n=D)
n=1 n=1

+00 +00
_ 22 n-1_ Z a(n—1) (ces deux sommes existent car |q| <
- q q 1 et a fortiori |q | <1)

+00 +00
:ZZqH_Zan

n=0 n=1
1 1
=2x —— —
1-q¢ 1—¢2
2 1 22-p)-1  3-2p
p 2p-p* pR-p) p2-p)

N J

Une correction de l'exercice 16.4 énoncé
1. La variable Y est |X; — X,|, donc

+00

(Y=0)=(% =X) = J =m)n (X =n),
n=1

donc par o-additivité puis indépendance,

P(Y=0)= ) P(X, =n)P(X,=n)

n=1

_Z(pqn 1) _sz 2(n-1) _ pZZZL.

o
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2. De méme, pour tout n € N*,

+00
X —X,=n)=JX =n+k)nX=k),
k=1

puis

+00
P(X, =X, =n)= Y P(X, =n+k)P(X,=k)

k=1
_ pzqni"": 26D = p’q" _ pq"
k=1 1-¢* 2-p
_pq"
1+gq

w= [’ensemble des valeurs de Y est Y(Q2) = N,
= par la premiére question P(Y=0) = 2’%}) par le premier point,
= et pour n € N*,
Y=n)=(X; —X|=n)=X —X,=n)UX; —X; =n),
les deux événements de cette réunion sont disjoints, donc
]P(Y: H)ZP(XI _XZ = n)+P(X2 _Xl =n).
D’apres le point précédent,
n

jole]
1+q’

P(XI_XZZH):

et comme X; et X, ont des roéles interchangeables dans I'énoncé,
P (X, —X; = n) a la méme valeur, donc

n

pPq

P(Y=n)=2
( ) 1+gq

3. Pour tout n € N*,

2pq
nP(Y=n)= x ng"t,
( ) T q

et on sait que la suite de terme général nq"~! est sommable, car c’est le terme
général de la premiére dérivée de la série géométrique.
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Donc Y admet une espérance qui vaut

2pq 1
— X

1+q (1-¢)

+00 zpq +00
E(Y)zZOpP(Yz n)= mzlnq”_l =
n= n=

2pq 1 2q

= X - =

I+q p* p(d+9g)

4. On sait que X; et X, suivent des lois géométriques, et sont indépendantes, donc
X; — X, =X; + (—X;) admet une variance égale a

V(X —X,) = V(X)) + V(=X,) = V(X)) + V (+%X,) = 2V (X;) = 21%-

Ainsi, grace a la formule de Kecenig-Huygens, (X; — X,)? est aussi d’espérance
finie égale a
2 q
E ((Xl _Xz)z) =V —X) + (E(X — X)) =2+
Comme Y? = |X; — X,|* = (X; — X,)?, on a prouvé que Y? est d’espérance finie,
ce qui permet de conclure que Y admet une variance, qui est égale a

2
V(Y)=E (YZ) —E(Y)?=E ((X1 —xz)z) - (p(lz—iq))

_21_( 2q )2_ 29
7pr \p(1+q)  q(1+p)

Une correction de I'exercice 16.5 enoncé
1. J’estime évident que Y(£2) = N.
2. Parmi les valeurs de Y, la valeur 0 est singuliére, on va la traiter séparément.

w= Soit n € N*, par définition de Y, on a (Y =n) = (X = 2n), donc
P(Y=n)=PX=2n)=p(1-p)* L

+00
= En revanche (Y = 0) = « X est impair » = | J(X=2n+1).
n=0

o
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Ici en général, I'éleve Chaprot écrit I’égalité fallacieuse mais
classique suivante :
« X est impair »= (X=2n+1).

Quand le professeur lui demande « mais qui est ce n?», il rajoute
n € N a droite de I’égalité incriminée :

« X est impair »=(X=2n+1), neN.
Que donne tout cela égalité pour n =827
Pourquoi pas « X est impair »= (X = 2n — 1) ? Voire « X est im-
pair»=(X=2k+17)?
Pourquoi I’événement « X est impair » dont I’intitulé ne contient
aucun paramétre, dépendrait-il d’un paramétre entier n?

Donc par o-additivité de la probabilité,

+00 +00 +00
P(Y=0)=) P(X=2n+1)=) p(1-p"*" " =p) ((1-p))"
n=0 n=0 n=0

1 1
“1-a-p7 2-p
—(1-p) p

=p

3. La variable Y est d’espérance finie si, et seulement si, la suite de terme général
nx P(Y=n) = np(1 — p)*" (on ne tient pas compte du premier terme 0 x
P (Y = 0)) est sommable, ce qui est le cas car par croissances comparées, sachant
que 0<(1—p)* <1,

1 (par  croissances
np(1 _p)2n—1 =pXnXx e(2n=1)In(1-p) TH:+OOO (—2) comparées car
") o<1-p<1)

Cette espérance finie est donc

+00 too
E(W) =Y nxp(l-p "t =p1-p) Y nx ((1-p?)""
n=0 n=0

(avec la premiére dérivée

=p(1—-p)x — de la série géométrique de
(1-(-p))" raison (1 -p)?),
__1-r
p(2—p)?
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Une correction de 'exercice 16.6 énoncé
1. Par le théoréme de transfert, on peut affirmer que, si la suite (%IP’(X = n)) e
est sommable, c’est-a-dire si la série Y, %]P’(X = n) est absolument convergente,

+00

alors )l( admet une espérance qui est égale a la somme %IP’(X =n).
n=1

Comme c’est une suite a termes positifs, (%]P’(X = n)) O sommable si, et
seulement si, la série )’ r—llIP)(X = n) converge.
Soit N € N*,

S ex=m=3 a0 prip= S 10y
— =n)= — —p p: — —p
n=1 n n=1 n 1_p n=1 n

(car on reconnait un déve-

_— —( In(1—(1—-p))) loppement en série entiére
N—+o00 1 —
usuel)
p
=1 In(p),
-P
donc % admet une espérance qui vaut E(X) = —l%p In(p).

2. Lavariable X suit une loi géométrique, donc X(2) = N*.

Le théoréme de transfert affirme que, si la suite (f (n)P(X=n)),cy+ est som-

mable, c’est-a-dire si la série Y f (n)P(X = n) est absolument convergente, alors
+00

f(X) admet une espérance qui est égale a la somme > f(n)P(X = n).
n=1

Ici

fPX=n)=n(n-1)---(n—r+1)p(1 - p)"
est strictement positif pour n = r, et

fn+1DPX=n+1) (n+Dn---(n—r+2)p(1—-p)"

fPX=n)  n(n-1)-(n—r+1)p1-p)?
e L TP<L

donc le critére de d’Alembert prouve la sommabilité de la suite.

o
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On en déduit, toujours par le théoréme de transfert, que

+0o
E(X(X-1)-X-r+1)) = n(n—1)-(n—r+1)p(1—p)"!

n=1

+00
=Zn(n— 1)--(n—r+1p(—-p)" 2

Or on connait la formule du bindme négatif, ou sinon par r dérivations succes-
sives terme a terme de la somme de la série géométrique sur son intervalle de
convergence |—1 ; 1[, on obtient

+00 1 ) rl
vxel-1;1l, Zn(n—l)---(n—r+1)x”_r:( )

1-x)  (Q-x)

d’ott comme 0 <1—p <1, on obtient pour x =1—p :

EX(X—-1)---(X—r+1))
+00
=p(1—p) 'Y n(n—1)---(n—r+1)A-p)"”
. r! r(1—p) !
:p(l_p) lxpr+1= pr '
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Une correction de I’exercice 16.7 énoncé

@ Un rappel sur la formule du binbme négatif : pour tout n € N, en dé-
rivant n fois terme a terme la série géométrique, a l'intérieur de son
intervalle de convergence 1—1 ; 1[, on obtient pour tout t € ]—1 ; 1,

¥k n!
Z —tk—n - "
& (k —n)! (1—t)ntl

qui donne la formule du binébme négatif

+00 k B 1
5 -
n (1_t)n+1’

k=n

ou encore par décalage d’indice

> rn+k 1
55 ("14) = s
— n (1 _ t)n+1
T
-7

1. La famille ((X = k));ey est un systtme complet d’événements, donc la somme

+00

> P(X=k) vaut 1.

k=0

Or d’apreés le préambule,

+00 +00 n+k 1
E]P’(sz)zag ( )pkzax—n .
par k 1-pr+t

k=0

Ainsi a = (1 —p)**™L.
2. = On sait que X est d’espérance finie lorsque la suite de terme général
kPP(X = k) est sommable.

Pour tout k € N*,

+k
kxP(X:k)zapkxk(nk )

o
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Ici faisons un aparté au sujet des coefficients du binéme, et de
leurs propriétés classiques :

® en manipulant les factorielles, on a la formule du pion :

b b (b-1\ b(b—-1)(b-2)
(a)_E(a—l)_a(a—l)(a—Z)_'”

et ses corollaires :

b [—
(o))
b -2
T R
b b—c
ala—1)-- (a—c+1)(a) b(b—1)-- (b—c+1)( c)

auremn e () (%) = (1) ()

® on peut obtenir de nombreuses variantes de ces formules en
manipulant la symétrie (a:b) = (a;:b)

Dans cet exercice, on doit additionner sur 'indice k des termes
k . o , .

contenant k("}"), mais le k nous géne, donc on bataille en s’ins-

pirant des formules ci-dessus, pour écrire ce terme autrement.

Or pour tous n € N et k € N*¥,
n+k (n+k)! (n+ k)
k ZkX =
k k!n! (k—1D)n!

(n+D+ k-1 n+k
k—Din+ 1) _("+1)(k—1)’

=(n+1)

ainsi
n+k
k x P(X=k)=ap" x(n+1)( 1)
(n+1)+(k— 1))pk_1,

:apx(n+1)( -1

et de nouveau gréce a la formule du bindme négatif, la suite de terme général
(("+1)+(k 1)) p*~! est sommable, ce qui prouve que X est d’espérance finie, et
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donc

+00
E(X)= Zk x P(X=k) (le premier terme est nul)
k=0

=ap(n+1)) . ((n - 1,2 J_r (1k - 1))pk_1
k=1

+00 1 k
=ap(n+1) E ((n * k) * )pk (apres décalage d’indice)
k=0

1
=ap(n+1)xm

(car a = (1 —p)**).

:(n+1)1_p

= On sait que X? est d’espérance finie, alors X admet une variance finie. Et
d’apres le théoréme de transfert, ceci est vrai si la suite de terme général
k2P (X = k) est sommable.

Pour tout k € N*,

+k
kzx]P’(sz)zapkxkz(nk )

Ici aussi, on va travailler sur k? (":k), et comme ['outil principal
est les simplifications et les factorielles, il est plus intéressant
d’avoir des termes du style k(k — 1), k(k —1)(k — 2) etc...

k2 x P(X=k)=ap® x (k(k—1)+k) ("Zk)

= apt (k(k—l)(n:k) +k(":k))

=apk ((n+2)(n+1)(:f;{) +(n+1)(ztll<))

= a(p2 x(n+2)(n+ 1)((n+227:;k—2))pk2
+p x (n+1)((n+1lzf(1k_1))pk_l)

Et on peut derechef appliquer la formule du bindme négatif pour en déduire
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que X2 est d’espérance finie qui vaut

+0o
E (x?) =§k2 x P(X = k)

+00 _
=a(p*x (n+2)(n+ 1)2 (("Hzf(zk 2))pk_2

+px(n+1)2 ((n+1)4:(1k—1))p )

(on a aura fait gaffe en passant aux premiéres valeurs de k dans les
sommes pour ne pas simplifier par 0, ou ne pas se retrouver avec des
factorielles d’entiers négatifs)

=ap?’(n+2)(n+1) x +ap(n+1) x

1 1
(1 _p)n+3 (1 _p)n+2

2
+(n+1)L-
1-p

(1-p)
Ainsi X admet une variance qui vaut

V(X)=E (XZ) —E(X)?

=(n+1n+2)

2 p p 2
—(n+1)( )2((n+2)p+(1—p)—(n+1)p)
—(n+1)(1 p)z'

3. Pourtoutréel t € [—1 ; 1],

k=0

k=0
_ a (encore avec la formule du
"~ (1—pt)*tl binébme négatif)

q n+1
= (1 t) (en posant ¢ =1 — p).
—-p

Cette fonction est 2 fois dérivable en 1 donc que X admet une esperance qui
vaut Gy(1), et une variance qui vaut V(X) = Gy (1) + G5 (1) — (G (1)) mais faut
pas compter sur moi pour me cogner les calculs.
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Une correction de 'exercice 16.8 énoncé
1. C’est bien une loi de probabilité car, grace a la premiére dérivée de la série
géomeétrique de raison 1 — p, sachant que |1 —p| <1 :

+00 +00 +00
D pe=>_p*k(A—p) "t =p* Y k(1 -p)!
k=1 k=1 k=1
1
X =1.
(1-(1-p)

2. Les suites de terme général ((k — 1)pi)ien- €t ((k — 1)(k — 2)pi)ren- SONt SOM-
mables, toujours car |p| < 1 et grace aux dérivées seconde et troisieme de la série
géométrique de raison 1 — p (on peut aussi utiliser le critére de d’Alembert
auquel on ne pense pas toujours).

Donc le théoréme de transfert nous permet d’affirmer que les variables X — 1 et
(X —1)(X—2) sont d’espérance finie. De plus

+00 +00
E(X—1)= ) (k—1p, = ) (k= 1)p*k(1 - p)*!
k=1 k=1

+00
=p*(1-p) D k(k—1)(1 - p)*2
k=1

2 _2(1-p)
1-@a-p)° p

=p*(1—p) x
et

+00 +00
E((X-1)X-2)) = > (k—1)(k - 2)py = Y (k= 1)(k — 2)p*k(1 — p)*!
k=1 k=1

+0o
=p*(1-pP Y k(k — 1)(k - 2)(1 - p)* >
k=1

6 _6(1-p)*
a-a-pp* P

=p*(1-p)* x

o



Exercices du chapitre 16. Espérances, variances, résultats
asymptotiques

Pour rappel, les dérivées successives de la série géométrique sont
aussi données par la formule du binbme négatif, pour |z| <1,

+00 n vy 1
2 () -

n=p
+00 p|
ou encore E nn—1)-(n—p+1)z"?= a- )p+1
Z
n=p

3. On avu que X — 1 admet une espérance, donc par linéarité de I'espérance, on
peut affirmer que X admet aussi une espérance qui vaut

E(X)ZE(X—1)+1=M+1=2;IJ.
p p

De méme (X — 1)(X — 2) admet une espérance, et X aussi, donc encore par
linéarité de I'espérance, X? = (X—1)(X—2)+ 3X — 2 admet aussi une espérance,
ce qui prouve par théoréme que X admet une espérance.

Celle-ci vaut grace a la formule de Koenig-Huygens :

VX) =E (X?) - (E(X))’
=E(X-1)(X—-2)+3X—-2) - (E(X))?
=E(X-1)X—-2))+3E(X)—2—(E(X))?

—1n)2 _ _ 2
Gt Pl P (Z_P)
p p p
_20-p)
==

J

Une correction de I’exercice 16.9 énoncé

+o00
1. = Pour que la loi de probabilité donnée soit valide, il faut et il suffit que Y P(X =

n=1
n)=1.
Or en reconnaissant la série geometrlque de ralson -,0na

+00 +00 1 n 1
ZP(XZn)ZaXZ(E) ZQX{]- 1 }:
n=1 n=1 )

2
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donc .

On remarque que X suit la loi gé¢ométrique de paramétre %!
w Notons A I'événement « Mme Contraire gagne une partie ».
Mme Contraire gagne si et seulement si X est impair, donc

A= Jx=2k+1).
keN

Ces événements étant deux a deux incompatibles, on a par o-additivité de la
probabilité

P(A) = Z]P’(Xz 2k+1)

keN

- 2k+1
k=0 2

1+z°°: 1n\* 1 1 2
= — —_ = — X = —
2 4 2711 3

k=0 4

2. Si X est impair, le gain de Mme Contraire est +X, et si X est pair, ce gain est
—X. Donc en résumé, le gain est Y = (—1)**! X. Par conséquent, la loi de Y est
donnée par

Y(Q) = {(-1)""'n | neN*} = {-2k,+(2k — 1) | k eN*},
pour tout n € N*, P(Y = (—1)""'n) =P(X=n) = (%)“

Posons f : x — (—1)**1x. Alors f est bien définie sur X(Q) = N*, et Y = £ (X).
Grace au théoréme de transfert, Y admet une espérance si, et seulement si, la
suite de terme général f (n)P(X = n), c’est-a-dire (—1)"*'n (%)n, est sommable.

Or
1 n 1 n 1 n—1
() =n(3) :nﬂoo(”(a) )

. . .. n—-1 ‘s
et on sait que la suite de terme général n (%) est sommable comme premiére

dérivée de la série géométrique de raison %
Ainsi par domination, la suite de terme général f(n)P(X = n) est sommable,

o
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donc Y admet une espérance, qui vaut

+00
E(Y) = ) [(-1)""n] x PX = n)

n=1

+00 n—1
=Z(—1)ﬂ+1 X 1 X —=-Z ( )

n=1
1 . 1 (avec Ia premiére dérivée de la série
) 1\\2 géométrique de raison —1)

(G- (D) z

_ 2
-9

On remarque que le jeu est favorable & Mme Contraire puisque |'espérance de
son gain est positive. Elle a bien roulé ce bon M. Jaury, la filoute !

3. Dans le cas de cette loi, qui est bien une loi de probabilité puisqu’en écrivant

1
n(n+1)

—-1__1
= onablenz

— =1, la suite de terme général (—1)"*'n x

n(n+1)

n(n+ 5N ‘est pas sommable pu1sque

_11'l+1 — .
'( yn n(n+1) n+1

Donc dans ce cas Y n’a pas d’espérance, malgré le fait que
+oo (_ 1)n+l

n 1 —
Z( 1) * n(n+1) Zn——l-l —11’1(2).

n=1

Une correction de l’exercice 16.10 énonce

On note (X,),>1 la suite des variables indicatrices de I’événement « obtenir pile au
lancer n ».

C’est une suite i.i.d qui suivent la loi de Bernoulli de parameétre %, et dans ce cas X
est la variable aléatoire donnant le rang d’apparition du premier motif 1 — 0

1. On commence par vérifier que X est bien une variable aléatoire, en montrant
qu’elle induit en effet un systéme complet d’événements, autrement dit en mon-
trant que I"événement « ne jamais obtenir 1 — 0 » est de probabilité nulle.
L’événement « ne jamais obtenir 1 — 0 » est réalisé si, et seulement si, le pre-
mier pile est suivi par une liste infinie de pile, autrement dit lorsque les lancers
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donnent une série (éventuellement vide) de face suivie d’'une éternité de pile.
+00

Mais pour un n € N*, une éternité de pile & partir du n® lancer est (| (X; = 1),
i=n

et par continuité décroissante

+00 N
P (ﬂ(xi = 1)) = lim P (ﬂ(xi = 1))

i=n

N—+o0o \ 2

N—n+1
= lim (—) (par indépendance des X;)
=0.

Donc X est bien une variable aléatoire.

2. Comme X est a valeurs dans N, plus précisément X(2) = [2 ; +o0[, on va utiliser
la formule d’antirépartition : X est d’espérance finie si et seulement si la série de
terme général P(X > n) converge, la valeur de I'espérance étant alors égale a la
somme de cette série.

Pour tout n > 2, (X = n) est réalisé si, et seulement si, les n premiers lancers ont
donné une liste de n pile, ou bien une liste de face suivie d’une liste de pile, ce
que 'on peut noter par

n k n
xzn)=Jx=0n ] X=D,
k=0i=1 i=k+1

ce qui donne, par o-additivité et indépendance des X;,
n 1 k 1 n—k
P(X=n)= - x| =
ozm=31(3) (3)

1\"

Comme on connait la premiére dérivée de la série géométrique, on peut
conclure que X admet une espérance qui vaut

+00 1 n+1 +00 1 n—1 +00 1 n—1
2eenz) =) -2e() -
n=1 n=2

n=1
1

=———-1=3.

(1-3)
o

E (X)
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Une correction de l'exercice 16.11 enoncé
1. On note B, I'événement « on tire une boule blanche au n-eme tirage ».

Pour tout n € N*, (X = n) est réalisé lorsque le (n — 1)° et le n® lancer donnent
deux boules noires pour la premiére fois.

On peut d’ores et déja remarquer que
L a a (par indépendance des lan-
P(X=2)=P (B1 n Bz) =34 X 3g &S et équiprobabilité des
a 2 boules a chaque tirage)
9’
etde méme P(X=3)=P(B,NB,NB;)= 2.
27

Soit n € N tel que n > 3. L’événement (X > n) est « il n'y a pas eu 2 boules
noires consécutives au cours des n premiers tirages ».

La formule des probabilités totales sur le systeme complet d’événements
{Bl,B1 } donne

P(X>n)=P(B)Ps (X> n)+IP>(§1) Py (X=>n).

= Par équiprobabilité des boules au premier tirage,

2a 2 a 1
P(B1)=£=§, et P(Bﬂ:%:g'

w= Sachant By, (X = n) est réalisé si, et seulement si, il n’y a pas deux boules
noires consécutives au cours des n — 1 lancers entre le deuxiéme et le n®
donc, les lancers étant indépendants :

Py, (X>n)=P(X>n-1).
= Sachant B, (X > n) est réalisé si, et seulement si, le deuxiéme tirage donne
une boule blanche (car n = 3!), et il n'y a pas deux boules noires consécutives
au cours des n — 2 lancers entre le troisieme et le n®, ainsi
2
Pg, (X2 1) =P (By) x P(X > n—2)= ZP(X>n—2).
On obtient donc

2 1 2
PXZn)=PXZn-1)+2x P(X=n-2)

2 2
= gP(XB n—1)+§]P>(X> n—2), C.QF.D.

25/35



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

Ainsi la suite de terme général P(X > n) est linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants, avec pour premier termes P(X> 1)=P(X>2) =1.

L’équation caractéristique 2 = %r + % de la relation de récurrence ci-dessus a

pour solutions %@, donc il existe deux réels a et p tels que

VneN, P(X?n)za(l_gﬁ) +B(1+3ﬁ) .

Grace aux deux premiers termes, on obtient aprés calculs

3—-v3 3++V3
etf= .
4 4

o=
La loi de X est donc caractérisée par
X(Q)=N\{0,1},

et VneX(Q), PX=n)=PX=n)—-PX=n+1)=---

C3+v3(1-v3\" 3-v3(1+v3\"
12 3 + 12 3 ’

2. Grace a la formule d’antirépartition, X est d’espérance finie si et seulement si la
série ZP(X > n) converge, ce qui est bien le cas ici puisque

'1—J§ 1++V3
3

<1 et

<1

donc P (X = n) est une combinaison linéaire de suites sommables.
Et dans ce cas

“+00 3—
E(X) = E P(X>n)= 2
n=1

=12.

o
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Une correction du probléeme 16.12 énoncé
Partie | - Etude d’un cas simple

1. Y est le rang du premier succés dans une suite d’expériences de Bernoulli
indépendantes : cette variable aléatoire suit donc une loi géométrique
de parameétre g (la probabilité de générer C), et pour tout n € N*, P(Y =
n)=p""'q.

2. Ainsi d’apreés le cours, la série génératrice de Y est donc > %(p t)", de

rayon de convergence 1/p (pour r = 0, et de somme Gy(t) = 13—; pour

tout t € ]-1/p,1/p[.
Puisque le rapport du jury en parle, précisons que 0 < p < 1, ce qui
justifie 117 >1...

3. En tant que somme de série entiére, on sait que Gy est de classe €
sur ]—R, R[, les dérivées se calculant en dérivant terme a terme. Comme
RY > 1 .

’ Gy est deux fois dérivable en 1. l

q(l—pt)+qtp __ ¢
(1-pt)* ~ (Q-pt)?

Comme de plus pour tout t € ]-1/p,1/p[, G{(t) =

i« V(1) — _2Pg .
puis Gy (t) = apopr ona donc :

Gy(1)= et Gy(1) =%

f Ici, il ne fallait pas rater le « En déduire » qui ne permet pas de
balancer I’espérance et la variance directement, mais qui oblige a
passer par les égalités du cours entre espérance, variance, et les
dérivées de Gy en 1, qu’il faut savoir retrouver rapidement sur son
brouillon :

+00

G,(1) =) nP(Y =n) =E(Y),
n=1

G'(Y) = n(n—DP(Y = n) = E(Y(Y - 1))

n=2

4. =E(Y*) - E(Y) = V(Y) + (E(Y))* - E(Y),



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

On en déduit que

E(Y) = G{(1) = 1 et V(Y) = G{(1) + Gy(1) — Gy(1)* = &

Partie Ill — Etude d’un cas intermédiaire

. Bien entendu, p; = 0.

Ensuite, p, = P(C; N C,) = P(C;)P(C,) (indépendance) donc p, = q2.
Enfin, la seule possibilité pour avoir Z = 3 est que les trois premiéres
lettres soient PCC, donc toujours par indépendance,

ps = P(P; N Cy N Cy) = P(P;)P(Cy)P(C3) = pq>.

. D’une part P; et C; sont deux événements contraires, donc (P;,C;) est
complet, et d’autre part C; = (C; NP,)U(C;NCy), 'union étant disjointe.
Ainsi

[ (P;,C; NPy, C; NGCy) est un systeme complet d’événements. ]

. Soit n un entier supérieur ou égal a 3.

La formule des probabilités totales sur le systtme complet d’événements
précédent nous donne

pn=P(Z=n)
=Pp,(Z =n)P(Py) + Pg,rp,(Z = n)P(C;P;) + Pg ¢, (Z = n)P(C, Cyp).

Sachant C; N Cy, I'événement Z = 2 est réalisé, donc P¢, c,(Z =n) = 0.
Sachant maintenant que la premiére lettre est P, alors 'automate est
dans I'état zéro, donc la probabilité pour que n — 1 lettres plus tard il soit
dansl'état 2vaut P(Z=n—1): Pp (Z=n)=P(Z=n—1) =p,_;.

De méme, P¢ p,(Z=n)=P(Z=n—2).

Enfin, P(P;) = p et par indépendance, P(C;P,) = P(C;)P(P,) = pq.

On obtient bien

l Pour tout n > 3, Pn =PPn-1+PqPn-2- l
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8. On sait que le rayon de convergence de la série génératrice d'une variable
aléatoire est au moins 1, et méme que le segment [—1 ; 1] est contenu
dans son intervalle de convergence.

Prenons donc un réel t dans [—1,1], alors

+00 +00
Gz(t) = ant“ = p1t +pot? +ant"

(par la relation obtenue dans
=q¢%t2 + Z(ppn 1+pqpn_s)t" la question précédente, valable

n=3 pour n = 3)
(car les séries entiéres
+00 de coefficients (a,)nens
—q2t2+p2pn 1 4+Dg D Puat" (an-1) sz €t (an-2)nss
n=3 n=3 ont méme rayon de
convergence)

. (décalage d’indices et

+00 +00
_ 2.2 n 2
=t +pt><zpnt tpat X;p”t mise en facteur)
= q*t* + pt x (Gz(t) — p1t) + pqt?® x Gy(t)

=q*t* + (pt +pqt?) x Gy(t) (car p; =0),
ce qui donne, moyennant un petit « al mugabala »,
(1 - pt = pqt*)Gy(t) = g*¢>.
Le polyndme Q = 1 — pX — pgX? est de degré 2, son discriminant est
strictement positif car il vaut A = p?+4pq = —3p (p — %), etpe]o; 1],

donc il admet deux racines distinctes a < b.

Comme son coefficient dominant est négatif, on sait que Q est stricte-
ment positif entre ses racines, et négatif au dela. Or Q(1) = ¢ > 0 et
Q(—=1) =14 p? > 0, donc on est stir que [—1 ; 1] € Ja ; b[, donc que
Q(t) > 0 pour tout t € [—1 ; 1].

On en déduit que pour tout t € [—1 ; 1],

q2t2

O T prpae
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9.

10.

On en déduit que G, est une fraction rationnelle définie au moins sur
[—1 ; 1], donc en particulier G, est deux fois dérivable en 1, ce dont on
peut déduire que Z admet une espérance qui vaut G,(1), et une variance

qui vaut V(Z) = GJ/(1) + G,(1) — (G(D) "
Il reste a calculer E(Z) = G(1). Ici :

2tq*(1 - pt — pqt?®) + ¢*t*(p + 2pqt)
(1-pt—pqt?)?

vt E]_Rz,Rz[, G/Z(t):

Pour évaluer en 1 on note que 1 — p — pq = g2 (question 16), donc :

1- 1-
Ez)=2+2 428 —pp 4o "1
q q q q
Finalement, comme demandé :
=11
E(Z) = %+

Il s’agit d’établir : %+qi2 > 1+q%, soit encore : g+1 = q>+p = ¢>+1—q, ou
encore g2 < 2q, c’est-a-dire g < 2. Cette derniére inégalité est vérifiee, et
on a travaillé par équivalence (de I'importance du choix des mots quand
on rédige...), ce qui prouve 'inégalité demandée.

[E@)>E(Y)+1. |

Oui.

Une correction du probléme 16.13 énoncé

Partie | - Un développement en série entiére

1.

On applique le développement en série entiére de la fonction puissance :

oo , 1
Vxe]-1,1[, (1+ (—x))_% = Z ( nz)(—x)",

n=0


http://pc.cassin.free.fr/2024-2025/15-series-entieres.pdf#tcb@cnt@proposition.1.13
http://pc.cassin.free.fr/2024-2025/15-series-entieres.pdf#tcb@cnt@proposition.1.13

Exercices du chapitre 16. Espérances, variances, résultats
asymptotiques

l_[(a k)

en notant pour tout n €N, ( 2) ==

Pour tout n € N
n—1 n—1 1
l_[(———k) H(—E-(2k+1))
k= k=0

ﬁ(zk)

(— )“” ! (— )“" !
l_[(2k+ 1)= l_[(2k +1)x X
H(Zk)
k=1

_(CDrE)! (-1 @2n)

2n onpl 22n p)

ainsi
1 X (—1)" (2n)! < 1o 2m)
T Z 7 ')2( 1)"x _;ﬁ(n)x , C.Q.F.D.

Partie Il — Probabilité de retour a l'origine

2. Soit t € N*,

Comme X, prend les valeurs £1, alors X1 prend les valeurs 0 et 1, ce

X, +1
L suit une loi de Bernoulli.

qui assure déja que

Pour connaitre son parameétre, on cal

X, +1
P( fz =1)=P(Xt=1)=p

X, +
Ainsi Z tz est une somme de n variables de Bernoulli de méme
t=1
parameétre p, indépendantes grace au lemme des coalitions (puisque les
X, le sont par hypothése) donc on il est un résultat du cours que leur

somme Z 2 L suit une loi binomiale de parametres n et p.
t=1
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3. Soit n € N*.

n n
X;+1 n X,+1 n
unzlP(Sn:O):]P’(E 7 =5)=P(E ) =5)

t=1 t=1

n

Or Y )% suit la loi % (n,p), donc en particulier (Z Xt; 1) Q) =
= t=1

[0,n].

Par conséquent

X, +1

O donc

n
= si n est impair, 2 n’est pas une valeur de la variable )’
t=1
u, =0.
= En revanche, si n est pair, alors % € [0,n] et on a, pour une loi bino-
miale de parameétres n et p :

L X +1 n n n n—n n n
p (Z = 5) = (n/z)p P(1-p)n2 = (n/Z) (p(1-p)™?, cQrr

t=1

4. Soit n € N*. Alors 2n est un entier pair, donc on a :
2n n
Uopn = n (p(l _p)) .

Or, d’apres la formule de Stirling :

(211) _ (2n)! V2n(2n) ()™ 92n

n) (a2 n-+oo (m(%)")z oo
On en déduit :
o~ (4p(1—p))"
Mpstoo  Jmn
Or

1\2 1 1)2
4p(1—p)=—4(p2—p)=—4[(p—g) —Z]=1—4(P—§) sl
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et bien évidemment 0 < p(1 — p), donc donc

0<(4p(1—p))”s 1
Jmn Jrnn’

' A . 4p(d-—p)"
d’ol1 par encadrement HETOO T

valentes ont la méme limite, on conclut que

= 0, et comme deux suites équi-

nEToo P(82n - 0) - n1—1>I—iI-loo Yon = 0.

Ainsi, aprés un temps arbitrairement long, il est presque certain que le
mobile ne se trouve pas en l'origine (n’oublions pas que uy,,; = 0 pour
tout n € N, donc les deux suites extraites des indices pairs et des indices
impairs ont la méme limite, et nETwun =0).

Partie Il - Nombre de passages par l'origine

5. Lavariable aléatoire T, est une somme de 1 et de 0, comptant autant de
1 que de passage de la particule par I'origine le début de |'observation
et I'instant 2n, donc T,, est le nombre de passages du mobile a I'origine
jusqu’a l'instant 2j.

6. Pour tout j € N, la variable aléatoire O,; suit une loi de Bernoulli de
parametre

27 .
P(Oy) = 1) = P(Sy; = 0) = uy; = (j])(p(l —p)y.

Ainsi E (Ozj) = (ZJJ ) (p(1— p))j , et par linéarité de 'espérance, on en
déduit que pour tout n € N

n n 2 . ]
E(T,) = Y E(O) =, ( ’ )(p(l -p)).
=0 =0 \J

7. Soit n € N. D’aprés la question précédente

& @) o
E(T,) = FZO G =P,
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etonavuque4p(1—p):1—4( —%)2, donc comme p € [0 ; 1] et

2 2
p;é%,0<4(p—%) <4x(%) =1, donc 4p(1 —p) € ]0; 1[, d'ot
grace au développement en série entiére de la question ?? :

lim E(T)—f B 4p1 = py = 1 -—
noroo T 22 (j1)? e V1-4p(1-p) 4(p—3 ?

Le membre de droite de cette égalité définit une fonction de p croissante
sur [0, %[ et décroissante sur ]%,1], qui tend vers 1 en 0 et 1, et vers
+00 en %

On en déduit que, dans le cas ot p = %, aprés un temps infini, le mobile
passe un nombre fini de fois en moyenne par I'origine : en moyenne
une fois environ si p est proche de 0 ou de 1 (ce qui correspondrait
logiquement au fait que la position initiale soit I'origine).

. Notons que si p = %, alors d’aprés la question 6. :

S @) 512
VneN, E(Tn)_zzzj(]’!)z _;sz (J)

j=0

Conformément a I'indication de I'énoncé, on va montrer :

2n+1 (2n
VneN, E(Tn) = 7 n

par récurrence sur n.

0 .
= Sin =0, alors : E(Ty) = Y, 2%(2;) = 22L,O(z(')o) =254 2(')0). Dot le
j=0
résultat au rang n = 0.

= Supposons que pour un entier n € N, E(T,) = 2;‘;1 zn”). Alors au
rang suivant, comme T, ; = T, + Oy,41), la linéarité de I'espérance

donne

E(Tp41) =E(T) +E (02(n+1))

2n+1 /2n 1 2(n+1) (par hypothese de récur-
= rence, et on connadit la loi
22n 22+ n41

de O2(n+1))'

n



Exercices du chapitre 16. Espérances, variances, résultats
asymptotiques

Or

2n\ (2n)! _ (2n+2)(2n+ 1)(2n)!
( ) ()2 (2n+2)(2n+1)(n!)?

n

B (2n+2)! _ 1 (2n+2)!

S 2(n+1D@n+ D)2 22n+1) (n+1a!
n+1 (2n+2)! n+1 [(2n+2

:2@n+1ﬂn+1ﬁ0r%nl:ZQn+1)(n+1)’

ainsi

E(T _ 1 9 1 2n—+2 2n+2
(HH)_W (n+1) n+1 + n+1

_ 2(n+1)+1(2n+2)

22(n+1) n+1
_2n+1)+12(n+1)
= W n+1 , C.Q.F.D.

On en déduit avec de nouveau la formule de Stirling

2n+1 (2n 2n+1(2n)!
E(Tn): 22n (Tl): 22n W
Cont1 V2R (2) ong1 2vmRx2¥ (2)
S )y T ()

2n+1 2
= ——— +o0.

—Vn
ST ntoo Y oo
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