Exercices du chapitre 19. Espaces vectoriels normés, topologie

Généralités sur les normes

Exercice 19.1 — Une norme sur R? (®)

Démontrer que (x, y) — N(x, y) = max(|x|, |y|, |x — y|) définit une norme sur R,
et représenter sa boule unité ouverte associée.

Exercice 19.2

Montrer qu’il n’existe pas de norme N sur .#,(R) vérifiant N(AB) = N(BA) pour
tout (A,B) € ., (R)?.

Exercice 19.3 — Etude du caractéere borné de parties

Les parties de R? définies ci-dessous sont-elles bornées ?

A= {(xcos(x),sin(x)) | x ER}, B= {(x,y) ER? | x2+xy+y?= 1},

et C={(x,y)e]R2|x2—y2=1}

Exercice 19.4 — Barycentre et partie convexe (®)

Montrer qu'une partie A d'un espace vectoriel E est convexe si, et seulement si,

« V(xg...,x,) €A, - _ <
VHEN, V(Kl,...,Xn)E[O;+oo[n, ;M-lﬁ;llxieA.

Exercice 19.5 — Normes sur K[X]
Pour tout P € K[X], on pose :

+00 | p(k) +00 | (k) |2 (k)
PY(0) PLJ(0) PY(0)
IIPIl;, = E , Pl = ,  |IPllc = max
k! ~| k! keN | k!

1. Montrer qu’on définit ainsi trois normes sur K[X] (on pourra utiliser astucieu-
sement les normes usuelles dans K").

2. Montrer que pour tout P € K[X], |[P|ls < |IPll5 < |IP];.

3. Montrer, en considérant par exemple P, = 1 +X+ X2+ ...+ X", que ces trois
normes ne sont pas équivalentes.
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Exercice 19.6
On pose E = 62([0,1],R), et pour tout f € E, N(f) = ||f”||, + £ (0)| +|f'(O)I.
1. Montrer que N est une norme sur E.
2. Démontrer que : Vf € E, ||f|looc < N(f). (On pourra utiliser I'inégalité des
accroissements finis.)
3. Alaidede f, : t — t", établir que N et la norme infinie ne sont pas équivalentes.

Exercice 19.7
Soit E= ¢°([0,1],R). Si f €E, on pose N(f) = [ If (t)le"dt.
1. Montrer que N est une norme sur E.

2. Est-elle équivalente a || || ?

Exercice 19.8
Soient E = €¢°([0,1],R) et E, I'ensemble des fonctions de E positives et ne s’annu-

lant qu’un nombre fini de fois. Si f €E et ¢ €E,, on pose ||f |, = fol If]x .
1. Soit ¢ € E... Montrer que 'application f — [|f |, définit une norme sur E.

2. Soient ¢, et ¢, dans E, dont on suppose qu’elles ne s’annulent pas. Montrer
que || [y, et Iy, sont équivalentes.

3. Les normes || ||,y et || ||,y sont-elles équivalentes ?

Suites dans un espace vectoriel normé

Exercice 19.9

Soit f une application k—lipschitzienne d’'un espace vectoriel normé (E, ||.||) dans
lui-méme, et a un point fixe de E, c’est-a-dire un vecteur de E qui vérifie f(a) = a.
On considére une suite (u,),cy de vecteurs de E qui vérifie u,,; = f (u,) pour tout
n €N.

1. Montrer que pour tout n € N, |lu, — || < k™ |luy — all.

2. Que peut-on en déduire dans le cas ol |k| < 17?
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Exercice 19.10
Soit u une isométrie d’'un espace euclidien E.

1. Montrer que Ker(u — idg) = (Im(u — idg))*.
n—1
2. Pour tout n € N*, on note u,, = % > uk. Montrer que pour tout x € E, la suite
k=0
(u,(x)) e converge vers le projeté orthogonal de x sur Ker(u — idg).

Limites et continuité

Exercice 19.11

Etudier I'existence d’une limite en (0,0) des fonctions suivantes :

Tx24y? . X2y S/
(1) (X,y)>—> (—y Sln(}’): x2+y2)’ (2) (x:}’)’_’ |x|+|y|’

x sin(y) — y sin(x) xy® oy
(3) (6, ¥)= @) () - (m,xsm (_))

x2+ y? X

Exercice 19.12
SoitneNavecn=2,etae]0; +oof.

1. Montrer que K = { (xq,...,x,) € R%

n
> xp = a} est un compact (c’est-a-dire
k=1

une partie fermée bornée) de R".

n
2. Soit f définie sur R" par f(xq,...,x,) = [ | xk-
k=1

il iali
(a) Comparerf(xls-XZ’ X3"-'2xn) etf(%} %,Xg,...,xn).

(b) En déduire que f atteint un maximum sur K atteint en un vecteur dont
toutes les composantes sont égales.

3. En déduire I'inégalité ci-dessous entre moyennes géométrique et arithmétique

n 1 n
V(x1,...,x) €ERY, 1 l_[xk < ;in.
k=1 k=1
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Exercice 19.13

Soit A € #,(K). On suppose que la suite des matrices U, =1, + A+AZ+ .. +A"
converge vers une matrice B.
Montrer que I, — A est inversible et que B = (I, — AL

Exercice 19.14 — &@

Soit h une fonction de classe ¢! de Rdans R et A={(x,y) €R*|x=y}.
h(y)— h(x
On définit f sur R?\ A par f(x,y) = M
y—x
Montrer que f est prolongeable en une fonction continue sur R2.

Un peu de topologie

Exercice 19.15 — Utilisation de I'image réciproque

Montrer que U= {(x,y) €R? |y > x} et V= {(x,y) € R?| y < x}, sont respecti-
vement un ouvert et un fermé de R2.

Exercice 19.16
Montrer que I'’ensemble des matrices symétriques de .#5(R) de déterminant égal a
1 est une partie fermée non bornée de .#5(R).

Exercice 19.17

Soient E un espace vectoriel normé, a,b €E, et r,s € ]0 ; +0o[.
Prouver les implications suivantes :

1. By(a,r) € Bs(b,s) = lla—b|| <s—r;
2. B(a,r)NB(b,s) =@ =>|la—b|| = r +s.

Exercice 19.18
Montrer que G,(R) est une partie fermée bornée de .#,(R).

Exercice 19.19
Montrer que si @ est un ouvert non vide d’'une espace vectoriel normé E, alors
Vect(0) =E.
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Linéarité, bilinéarité et continuité

Exercice 19.20
Soit f une application linéaire entre deux espaces vectoriels normés E et F.

1. Montrer que si f est continue en O, alors f est continue sur E.

2. Montrer que si pour toute suite bornée (u,),cy, la suite (f(u,)),en est aussi
bornée, alors f est continue sur E.

Exercice 19.21- &
Montrer que pour tout z € C, il existe k € ]0 ; +o00[ tel que

VPeR,[X], |P(z)] <k x sup |P(x)|.
xe[—1;1]

Exercice19.22 - ®

Montrer que toute matrice trigonalisable est limite d’'une suite de matrices dia-
gonalisables.
(Rappelons qu’il suffit @ une matrice de #,(K) d’avoir n valeurs propres deux a deux
distinctes pour étre diagonalisable.)

Probléeme 19.23 — CCINP PSI - Puissances de matrices et limites de suites de
matrices

Soient n et p deux entiers strictement positifs.
On s’intéresse ici a la convergence des suites de matrices (M )reny OU pour tout
k €N, My € 4, ,(C) avec p = 1 (matrices colonnes) ou p = n (matrices carrées).

)

L )(i,j)eﬂl;n}]x[[l;p]] ou plus simplement

Pour tout k € N, on note alors M; = (

k
On suppose que I'espace vectoriel .#,, ,(C) est muni d’'une norme notée ||.|| indif-

féremment des valeurs de n et p. En particulier, si V € ., 1(C), V est une matrice
colonne assimilée a un vecteur de C" et on note |[V|| sa norme.

On s’intéresse en particulier a la suite des puissances itérées (Mk) vy 4 une matrice
donnée M € #,,(C).
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Partie | - Diagonalisation et puissances d’'une matrice particuliéere

Soit n un entier supérieur ou égal a 3.
Pour tout (a, b) € C2, on définit la matrice M(a, b) € #,,(C) par :

b oa-- a
a
M(a,b)=|: "
Qovvvrns a b

et on note P, ; le polyndéme caractéristique de la matrice M(a, b).
On note I,, la matrice identité de .#,(C) et on remarque que pour tous réels a et b,

M(a, b) = bI, + aM(1,0).

1. On suppose, dans cette question uniquement, que (a, b) € R?.
€& Montrer que dans ce cas M(a, b) est diagonalisable.
1
2. (a) &Montrer que V= | . | € 4, 1(C) est un vecteur propre de M(a, b),
1

(b) & et déterminer la valeur propre associée a V.
3. Montrer que P; 3(X) = (X—(n — 1))(X+ 1)" 1.
4. On suppose que a # 0.
(@) Montrer que P, ,(X) = a"P; o ()%b)
(b) En déduire I'ensemble des valeurs propres de M(a, b) ainsi que leurs mul-
tiplicités.
5. On définit le polyndme Q, ; € C[X] par

Qu,p(X) =X—=(b—a))X—(b+(n—1)a)).
(@) Montrer que Q, j est un polynéme annulateur de M(a, b),
(b) et en déduire que M(a, b) est diagonalisable (distinguer a = 0 et a # 0).
6. J@& Soit k € N. On suppose que a # 0.

(a) Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme X* par le poly-
néme Qg j,

ae
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(b) et en déduire une expression de M(a, b)X comme combinaison linéaire de
M(a, b) et de I,,.
7. Supposons que |b—al<1let|b+(n—1)a| <1.
Déterminer la limite de la suite de matrices (M(a, b)k) -

Partie Il - Limite des puissances d’'une matrice

Soit n € N*. On considére 'espace vectoriel C", muni d’'une norme notée ||.||, et
dont on note la base canonique % = (ey,...,e,).
Soit u un endomorphisme de C" vérifiant la propriété suivante :

VYA eSp(u), |A]<1.

On note A la matrice de I'’endomorphisme u dans la base 4.
L objectif de cette partie est de montrer que klim (Ak) =0.
——+00

On suppose (sauf ala 12.) que A=T ou T est une matrice triangulaire supérieure :

7\,1 L., *
0 Ay *,..... *
T= oo, T0a, o, S
0..........0 A,

8. Montrer que hm luk(e))|| = 0 et en déduire khm uk(ey).
-

On suppose qu’il existe i € [1; n— 1] tel que pour tout j € [1;1], klim uk(ej) =0.
—+00
9. Montrer qu'il existe x € Vect(e;) e tel que u(e;q1) = 7\'i+1ei+1 + x.

k—
En déduire que, pour tout k € N*, u*(e; ;) = Xfﬂeiﬂ + Z 7‘1{+1m Lum(x).
m=

10. (a) Montrer que lim

k—+00

Z A ()| =

(b) En déduire que khrp u (ei+1) =0

11. Montrer alors que lim Tk =0.
k—+00

12. On ne suppose plus que A est triangulaire supérieure.
Montrer que lim Ak =0.

k—+o00
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Partie Il - Application a la méthode de Gauss-Seidel

n
Soit A= (a;;) € M, (C) telle que Vie[1;n], |a;;l> Z |a; ;.
=1

J#
On dit alors que A est une matrice a diagonale strictement dominante.
13. j& @ Montrer qu'une une matrice & diagonale strictement dominante est
inversible.

On admet que dans ce cas A est inversible.
On définit ensuite M € .#,,(C) et F € .#,(C) de la maniére suivante :

Sii 2 j, mi,]‘ = ai’j et fi,j = 0;

pour tout (1, /) € [1; ], L sii<j,m;=0etf =—q,
’ 1,] — 1,] — 1,]*

Ainsi, A=M —F ou F est la partie triangulaire supérieure de diagonale nulle de —A

et oll M est la partie triangulaire inférieure de A.
Soit Y € 4, 1(C). On note X € #,, 1(C) I'unique matrice colonne telle que :

AX =Y.

Le but de cette partie est de trouver une suite qui converge vers X.
14. & Justifier que M est inversible.

Dans la suite de cette partie, on pose B =M~'F.
On définit par récurrence une suite de matrices colonnes (X )xen avec X, € A4, 1(C)
quelconque et :

VYkeN, Xi., =BX;+Mly.

15. ¥ Montrer que X =BX+ M™Y.

Soit A une valeur propre quelconque de la matrice B. On note V € .#,, 1(C) un
vecteur propre de B associé a cette valeur propre.
Par convention, si (u;);ey est une suite de nombres complexes alors

ae
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16. (a) Montrer que FV = AMV.

(
(b) En déduire que :
Vie [[1,n]], xai,ivi = = ( Z a; ; j+7\‘2 llvj) :
j=i+1
17. (a) Montrer qu'il existe iy € [1; n] tel que |v; | = ,H[l[ilx]] |vil et v;, #0.
je[l;n

(b) En déduire que :

lo i

ip—1
\(Z )aloJ|+|)\’|Z lol|)

Jj=ip+1

18. En déduire que |A| < 1, puis que lim BX=0.

k—+o00

19. Montrer que :
VkeN, X,—X=BKX,-X)

et conclure.

Probléeme 19.24 — Mines-Ponts PC 2020

L’ objectif du probléme est d’établir, par des méthodes euclidiennes, des théorémes
d’approximation par des polynémes ou des exponentielles-polyndmes de certaines
fonctions définies sur [0, +o0o[ ou sur R.

Les parties I et Il sont indépendantes. La partie IIl utilise les résultats des parties |
et II.

I. Résultats préliminaires

I.1. Etude d’une série entiére

+00

Pour tout réel x strictement positif, on pose : I'(x) = J t*"le~tdt.
0

1. j Montrer que la fonction I' est bien définie, et & valeurs strictement positives.

2. & Alaide d’'une intégration par parties que I'on justifiera avec soin, montrer
que I'(x + 1) = xI'(x) pour tout x > 0.
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) rn+a+1)
Soit a € ]—1 ; +o0o[, pour tout n €N, on pose a, = —_—
n:

3. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere >_ a, x".

+00
IMa+1)
— 0 n_—_ ~ @ ‘.
4. Montrer que pour tout x € ]—-R ; R[, E a,x" = 1 —x)e'

n=0
On pourra intervertir somme et intégrale de maniére soigneusement justifiée.

1.2. Projections orthogonales

Dans cette partie, E désigne un R-espace vectoriel, pas nécessairement de dimen-
sion finie, muni d’un produit scalaire (. | .) dont on note ||.|| la norme associée.
Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension finie telle que dim (F) > 1.

5. Donner la définition de la projection orthogonale g sur F.

On fixe (ey,...,e,) une base orthonormale de F, et x un vecteur de E.
n
6. Montrer que mp(x) = Y. (x| ¢;) ;.
i=1
n
7. & Montrer enfin que ||x — p(x)||? = ||x|*> — Z (x | e;)2.

i=1

Il. Polynémes de Laguerre

Dans toute cette partie, on fixe un réel a > —1, et on note E, I'ensemble des
+00

fonctions f € €°([0 ; +oo[,R) telles que I'intégrale f x%e™* f(x)2dx converge.
0

8. J& Justifier que, pour tout (a,b) € R?, |ab| < #.

9. j& En déduire que, si f,g €E,, fOJFOO x%e™* f(x)g(x)dx converge.

10. j# En déduire que E, est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel
%6([0,+00[,R) des fonctions continues de [0, +oo[ vers R.

11. i@ Montrer que toute fonction polynomiale sur [0, +oo[ est élément de E,.
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Pour tout entier naturel n, on définit les fonctions :
¢n 10, +00[ 5 R, x — x"%e ¥, et 1, :]0,+00[ = R, x — x XM (x),

ol la notation upfl”) désigne la dérivée d’ordre n de y,, (avec la convention kp(()o) = Qo)
12. Calculer 1y, P, et 5.

13. f@ Pour tout n € N, montrer que la fonction 1,, est polynomiale. Préciser son
degré et son coefficient dominant.

Dans la suite, on identifie 1o, a son unique prolongement continu a [0, +oo[,
qui est une fonction polynomiale sur [0,+0o[. Cela permet de considérer ,,

comme un élement de E, ce qu'on fera désormais.
+00

Pour tout (f,g) € Ei, on pose (f | g) = f x%e ™ f(x)g(x)dx.
0

14. Montrer que (.| .) est un produit scalaire sur E,.

Dans la suite, on note ||.||, la norme associée a ce produit scalaire, définie par

+00 1/2
I1flla = (J X“e_xf(x)zdx) pour tout f € E,.
0

15. Soit n € N*, pour tout entier k € [0 ; n — 1], établir que

> upr(lk)(x) tend vers 0 quand x tend vers O par valeurs strictement positives,

= et que apr(lk)(x) = o0 (e_é).
X

—+00
+o00

16. Soit (m,n) € N2, montrer que : (Y, | ) = (—1)”f i])gll)(x)upn(x)dx.
0
En déduire que (V,,),,en est une famille orthogonale.

17. Montrer que, pour tout n € N, ||1|)n||(2JL =n!xI'(n4+a+1)
(la fonction T' a été définie dans la partie I).

lll. Approximation
On conserve les hypothéses et notations de la partie II.

Pour tout k € N on définit la fonction f; : [0, +00[ — R, x — e ** dont on admet
qu’elle est élément de E,.
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Pour tout N € N, on note V) le sous-espace vectoriel de E, engendré par la famille
finie (Y, )o<n<n, et on note my la projection orthogonale de E, sur Vy.

: oo (fi [ Pn)?
18. Soit k € N. Montrer 'existence de la somme W et calculer sa valeur.
n=0 nllg

19. En déduire que, pour tout k € N, ||fi — Tn(fi)ll« F 0.
—>T 00
Dans toute la suite, on note & le sous-espace vectoriel de E,, constitué des fonctions
polynomiales.
20. Montrer que, pour tous k € N et € > 0, il existe p € # telle que ||f; — pll, < .

Soit f : [0,+00[ — R une fonction continue tendant vers 0 en +oo.
On admet que f €E,.

21. Montrer que, pour tout € > 0, il existe un entier naturel n ainsi que des réels
Ao, ---> Ay, tels que

<€

<X C.

Hf =) M
k=0

a

On pourra utiliser la fonction g : [0,1] = R, t — e
sit=

et le résultat admis suivant : si ¢ : [0,1] — R est une fonction continue, alors,
pour tout € > 0, il existe une fonction polynomiale p : [0,1] — R telle que
|d(t) — p(t)] < e pour tout t € [0,1].

22. Montrer que, pour tout & > 0, il existe p € # telle que ||f — pll, < &.

f(=Int) site]0,1]
0

23. Soit h : R — R une fonction continue, paire et nulle en dehors d’'un segment
[—A,A] (A > 0). Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe une fonction polyno-
miale p : R — R telle que

Jm (h(x) —p(x)e—’f)zdx <o

—00

On pourra appliquer le résultat de la question 22. a la fonction f : [0 ; +oo[ = R, x —
h(y/x)e? et a un a bien choisi.

On peut montrer que le résultat de la question 23. est en réalité valable pour
tout fonction h: R — R continue et de carré intégrable sur R.

ae
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Solutions

Une correction de 'exercice 19.1 énoncé
(i) Soit (x,y) €R?, et A €R,

N(A(x,y)) =N(Ax,Ly) =max ([Ax|,|Ay|,|Ax —Ay|)
=max (|A] x x|, [A[ x|y, [A[x |x = y[)

(grdace au 4° point de la re-

= |l x max (|x[, |y ], |x = y]) marque 17.4)

=|AN(x, y),
d’ott 'homogénéité de N.
(ii) Soient (x,y) et (x’,y") dans R?,

NG, )+ yN=Nx+x",y +y")
=max({x+x’ y+y

> >

x+x'—y—y’|).
Or, par 'inégalité triangulaire de la valeur absolue,

|x + x| < lxe| + x| < N(x, )+ N(x', )
|y +¥/| <lyl+|y/| <NGx,y)+ NG, y)
|x+x"—y —y/| <lx = yl+|x = ¥| NG, y) + N, y),
d’ot1 I'inégalité triangulaire :
N((x, )+ (x, ¥')) < N(x, y) + N(x', y).
(iii) Enfin soit (x,y) dans R?, si N(x,y) = 0, alors en particulier |x| = |y| = 0, donc
(x,y)=1(0,0), d’ot la propriété de séparation de N.
(iv) La boule unité ouverte associée est

B,(0,1) = {(x,y) € R* |N(x,y) <1}
={@y) er? x| <1}n{@xy)eR?|lyl <1}
n{G,y) eR?||x -yl <1}
={(x,y)€]R2|—1<x<1}ﬂ{(x,y)€]R2|—1<y<1}
r‘l{(x,y)ERzlx—1<y<x+1}


http://pc.cassin.free.fr/2023-2024/17-Evnormes.pdf#tcb@cnt@remarque.1.4
http://pc.cassin.free.fr/2023-2024/17-Evnormes.pdf#tcb@cnt@remarque.1.4
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1.5 Xt Xx—l<y<x+1

Une correction de 'exercice 19.2 enoncé
Rappelons que les matrices élémentaires vérifient E; ; x E, = §;E;, donc par exemple

Ei1 XE o =EyetE ,xE ; =0,

ainsi la norme d’un vecteur étant nulle si, et seulement si, le vecteur est nul (propriété de
séparation), on ne peut avoir

N(E;; X Ej5) = N(E; 5 X Eq 7).

Une correction de I’exercice 19.3 énonce

= La suite de terme général u, = (2nm(cos(2nm),sin(2nm)) = (2nm,0) est une suite de
termes de A, et [|u,|l; =2nm 7 +00, donc A n’est pas bornée.
n——-—r+oo

= Soit (x,y) € B, alors x> +xy +y*> =1, or x>+ xy +y? = (x + %y)2 + %yz, donc
(x+ %y)2 <1, et %yz <1,douy| < %3, et par conséquent
1

x+ -
2

1
<1+ —,

|x] <
V3

N
5

ce qui donne [|(x, y)ll; = x| + [yl < 1+ .
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w= La suite des points U, = (\/ 1+n?, n) est une suite de points de C, et

U,|l,, = max n,\/1+n2 =V1+n? —— +o0
Ul n
n—-—+oo

donc C n’est pas une partie bornée.

Une correction de 'exercice 19.4 enonce
w= Si pour tous n € N* et (xq,...,x,,) € A", si Aq,...,A, sont des réels positifs tels que
n
>, =1, alors
i=1

n
Z Aix; €A,
i=1

Alors il suffit de prendre n = 2, et pour tous (x,y) € A%, ettout t € [0; 1], tet1—t
sont des réels positifs dont la somme vaut 1, donc tx + (1 —t)y € A, ce qui définit le fait
que A est une partie convexe de E.

= Réciproquement, pour tout n € N*, notons % (n) la propriété :

V(Ay,...,A) €0 ; +oo[" tel que l;?»i =1, inxi cA

V(x1,...,x,) €A™, | i=1

(i) Aurangn =1, c’est une évidence dont je vous laisse vous convaincre de la trivialité.

(i) Le rang n = 2 est facultatif, mais on remarque que c’est la définition méme d’une
partie convexe.

(ii) Supposons que #(n) est vraie pour un entier n € N*, et montrons que #(n+ 1)
est vraie.

Soient

n+1
oo A Apsn) € [0 5 +oo[™ tel que D 2, =1,
im1
(X150 s Xy Xpyp) € ATHL
montrons que

n+1

Z Aix; EA.
i=1
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n+1

On sait que Y. A; =1 et que les A; sont positifs, donc les A; sont dans [0 ; 1].
i=1

Si Anyq =1 alors les autres A; sont nuls et

n+1

Z}\.ixi = Xn+1 €A.

i=1
Sit€[0;1]:

n+1 n n

A
;Xixi = ;Xixi + A1 Xp1 = £ X le Tlxi + (1= t)xp 41

i=
n

en posant t = Y. A; qui vérifie 0 < t <1 car A4 < 1.
i=1

n
Mais par hypothése de récurrence, ). %xi € A car pour tout i € [1 ; n], XT >0et
i=1

n
Mol =1y = ‘
T—ti;%—tXt—l,etlesxlsontA.

M=

1
Par conséquent, par convexité de A,

n
£
t X;Tlxi"‘(l—f)xnﬂ €A,
autrement dit

n+1

Z Aix; €A, C.Q.F.D.

i=1

Une correction de I’exercice 19.5 énoncé

1. ?’ Ici on va faire paresseux mais efficace (ce qui est le top des mathéma-
tiques!) en se ramenant aux normes usuelles dans K".

ae
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Pour tout polynéme P € K[X], on sait que les dérivées PX) sont nulles a
partir d’un certain rang, et la formule de Taylor nous donne

+00 P(k)(o) Xk
k! ’

k=0
donc les & ,(0) sont tout simplement les coordonnées de P dans la base
canonique de R[X].

Soient P, Q deux polyndmes de K[X], et A € K.
On note n € N* un entier qui majore leurs deux degrés.
Alors P,Q € K, [X], et on peut noter X = lV(Igat(P) eK"l ety = M(gt(Q) € K", les

colonnes des coordonnées de P et Q dans la base canonique €.
Notons N;, N, et N, les normes usuelles dans K",

Alors pour tout i € {1,2,3} :
= |IAP|; = N;(AX) = AN;(X) = A ||P||;. (par homogénéité de N;).
V\

= [P+ Qll; =N;(X+Y) < N;(X)+N;(Y) = [[PIl; + [|Qll;,
(par I'inégalité triangulaire de N;)
= [[P]; =0<=N;(X) =0 & X=0x. < P=0g[x; (par séparation de N;).

Donc ce sont bien trois normes dans
2. Soit P € K[X]. Reprenons n € N* et P comme dans I’énoncé.

— Soit p € [0 ; n] tel que [[P|l, =|a,|, alors

IPllo = |ap| = V H lax|* (par croissance de +/0)
k_

=PI, .

— On sait (ou on le prouve en passant par les carrés) que pour tout réels a, b stric-
tement positifs, va+ b < va+ v'b, donc par récurrence

Viar,..a) €[0; ool 4[> a; <Y Va
i=1 i=1

On en déduit que

n
||P||2—@/Z|ak|2 Vi = Z|ak|—||P||1
=0
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n
3. Pour tout n € N*, notons P, le polynéme P, = Y. X.
k=0
Alors pour tout n €N,

n n
1Pl =1, IPli= 1=n+1, et [Pl = /> 12=Vn+1.
k=0 k=0

donc

P

1Pl =4yn+1-— +o00,
P, 1, —

P

||n”l=n+1 400,
1Pl oo n—-o0

P

|| n||2 — Tl+1 _ +OO,
P lloo n—-+00

donc il n'y a pas d’équivalence entre les normes.

. )

Une correction de l'exercice 19.6 énoncé
1. Remarquons que si f est €2 sur [0 ; 1], alors f” est continue sur ce segment, donc
par le théoréme des bornes atteintes, ||f”||,, existe.
Je vous laisse retrouver 'homogénéité et I'inégalité triangulaire directement a partir
des mémes propriétés de |||l et de la valeur absolue.

Pour la séparation, prenons f € 62([0 ; 1],R), supposons que N(f) = 0, et montrons
que f est la fonction nulle :

N(f) =0 ||f"| o +If O+ (O] =0
If"llo =0, (car une somme de réels posi-
= { [f(0)|=0, tifs est nulle si, et seulement
[f/(0)]=0 si, chaque terme est nul)
f”est la fonction nulle,
{ f(0)=f'(0)=0
{ fest une fonction polynomiale de degré au plus 1,
f(0)=f'(0)=0
(par la formule
Vx€[0;1], f(x)=£(0)+f'(0)x, de Taylor pour
les polynémes)
f(0)=f'(0)=0
—Vxe[0;1], f(x)=0, c.QF.D.

ae
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2.

L’inégalité des accroissements finis que I’énoncé nous conseille d’uti-
liser dit que si une fonction f est dérivable sur un intervalle 1, de
dérivée bornée sur 1, alors

I
VoY) el IF) - FOl < ||fL x 1y —xl.

En particulier, si1=[0; 1], en prenant y =0 :

[0;1]

vxe[0;1], 1F0)—FOI< |2 1wl < ||f)12

La fonction f est €2 sur [0 ; 1], donc elle vérifie I'inégalité de la remarque ci-dessus :
Vxe[0;1], |fO)l=1f(x)—f(0)+ £(0)
<IF )= FOI+IFOI < ||f]|, + IO,

donc

1 llo < ||, + £ O

Mais f’ est ¢* sur [0 ; 1], donc on peut aussi appliquer le méme raisonnement a f’,
ce qui donne

1 lloo < 1Nl + £ @1
I n’y a plus qu'a rassembler les deux morceaux pour obtenir |'inégalité voulue :
1f oo < £l + [£C0)] + 1£ (O] = NCF.

3. Notons, pour tout n €N, f, : t — t".
Alors, pour tout n € N tel que n > 2, f, est bien 62 sur [0 ; 1], avec ||f,|l., = 1, puis,
comme f,(0) =0, f/(0) =0, et f/(t) =n(n—1)t""%, ona an”Hoo =n(n-1), donc
N(f) =n(n-1).

Ainsi

NG
e, " D= oo

ce qui prouve que N et ||.||,, ne sont pas équivalentes.
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Une correction de l’exercice 19.7 énoncé
Notons ||0]|; la norme usuelle sur €°([0 ; 1]) :
1
f= ||f||1=f If1.
0

Alors comme I'exponentielle est positive, pour toute fonction f € 4¢°([0; 1]), N(f) =
Ilf x expll; .

1. (a) Je vous laisse vérifier comment N hérite de 'homogénéité et de I'inégalité trian-
gulaire de ||d]|;.

(b) Si f €E est telle que N(f) = 0, alors par stricte positivité de I'intégrale des fonc-
tions continues (ici |f| x exp est continue), on en déduit que pour tout t € [0 ; 1],
|f(t)|et =0, donc f est nulle sur [0 ; 1], c.Q.F.D.

2. La norme infini est ||f||, = sup |f(x)l.
x€[0;1]

Notons pour tout n €N, f, : t — t"e™", qui est bien une fonction de E.

= Pour tout n € N*, f, est dérivable sur R de dérivée t — t" 1(n— t)e™ positive sur
[0 ; 1]; donc f, est croissante sur [0 ; 1], et

falloo = fu(D) =e"".

w Pour tout n €N,

N(f,) = 1 t"e t x efdt = L
" o n+1
Ml aa . L
= Ainsi —— = == ——— 400, ce qui prouve que N et ||0||,, ne sont pas équiva-
N(f,) ¢ n—too
lentes.
Une correction de 'exercice 19.8 enonce

1. L’homogénéité et I'inégalité triangulaire se vérifient immeédiatement.
Quant a I'axiome de séparation, si on suppose que |f|, = 0 alors f 01 Iflg =0 et
|f lp = 0, puisque la fonction intégrée est positive et continue.

Comme ¢ ne s’annule qu’en un nombre fini de points, notons aj,...,a, ces points.
Alors la fonction f est nulle sur [0; 1]\ {a;,...,a,} qui est une partie dense dans
[0 ; 1], or on sait que f est continue sur [0 ; 1], donc elle est nulle sur cet intervalle.

2. Sur le segment (intervalle fermé borné) [0,1] les fonctions continues ¢, et ¢, sont

ae
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bornées et atteignent leurs bornes. Il existe x;, x5, y; et y,, tels que pour tout x € [0 ; 1]
0 <@1(x1) L P1(x) < 91(y1) et 0<pa(xz) < Py(x) < o)

Il s’ensuit que pour tout x € [0 ; 1], 1 < 218 done

= \P1(X1)’
_ ¢1(x) e1(x)  9a(y2)
P2(x) = Py (x) X 1 <pp(x) X e < a(ya) X o) %(xl)kpl(x),

et de méme en échangeant « 1 » et « 2 »

x
%(yl)kpz(x), autrement dit #2(x)

Pa(xs) ¢©1(1)

p1(x) < 1) < 9y (0).

D’oti, pour tout x € [0 ; 1], les inégalités

—%(XZ)%(X) < y(x) < —zjgg%

©1(>1)
Pour toute fonction f € E, en multipliant les membres de ces inégalités par |f (x)| qui
est positif, suivi par une intégration sur [0 ; 1] qui ne change pas le sens des inégalités
(puisque l'intégrale est croissante), on obtient

(x).

¢a(x3) ¢2(y2)
) Ifllg, < flly, < or(x0) g,
=B =a

Ce qui prouve que les normes || ||, et || ||, sont équivalentes.

3. Notons ||-||; la premiére norme et ||-||, la seconde. On a évidemment ||-||, < ||-||; mais,
pour la fonction continue f, définie par f,(x) =1 —nx si x € ]0, %] etOsixe ]%, 1],
ona

1/n 1/n
1
= x(1—-nx)dx=— et = x%(1 —nx)dx = s
Il L (1-nx)dx=— et [fl, L (1= nx)dx = ——

ce qui prouve qu’il n’existe pasde a > O telque Vf €E, a|-||; < |]], (% =2n — +00),
nil2
C.Q.F.D.
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Une correction de I’exercice 19.9 énoncé
1. Pour tout n €N,

= | = 1 ) = f @y B Gefinition de (n)rex et

< k|lu, — a|l (car f est k-lipschitzienne).

Or
— Pour n=0, [lup — all < k°luo — all,
— sipourunn €N, on a

lu, — all < k™ lug — all,
alors

kllu, —all (par le calcul ci-dessus)

kx k" [lug — afl = k"™ lug — ] -

ltnss = e <
<

On a donc prouvé par récurrence les inégalités demandées.

2. Silk| <1, alors k" — 0, donc par encadrement u, — o
n—-+oo n——-+oo

Une correction de l'exercice 19.10 énoncé

1. Posons v = u—idg. On doit donc montrer que Ker(v) = (Im(v))*. Or on sait déja grace
au théoréme du rang que Ker (v) et Im (v) ont des dimensions complémentaires, donc
il n'y a plus qu’a montrer que Ker (v) perp Im(v).
Soit x € Ker(v), et y € Im(v), alors v(x) = 0, C’est-a-dire u(x) = x, et il existe t € E
tel que y =v(t) =u(t) — t, donc

(xly)=(xlul®—t)=(x|u®) - (x]t)
= (ulx) |u(t)) — (x|t) (car x =u(x))
—(x]t) = (x|t (car u est une isométrie, donc conserve le
=(xlt) = (xlt) produit scalaire)

=0
ainsi Ker(v) L Im(v).
Mais de plus, grace au théoréme du rang, ces deux sous-espaces vectoriels ont des

dimensions complémentaires, donc on peut conclure qu’ils sont supplémentaires, et
orthogonaux.

2. Notons p le projecteur orthogonal sur Ker(v). Soit x € E, pour montrer que

ae
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u,(x) — p(x), on va d’abord évaluer |lu,(x) — p(x)||, et si on peut le majorer
n—-+oo

par une quantité qui tend vers 0.
Pour tout n €N,

,_.

n— n—1 n—1

i, (0) = pCO)I = [ = 3 k) = po)| = |2 uk(x)——Zp(x)
nk=0 nk=0
A5 (- p(x))‘
nk=0
1 n—1
=~ 2 () - p(x))‘
k=0

Or p(x) € Ker(v), donc v(p(x)) = 0, d’ott u(p(x)) = p(x). Mais alors, par récurrence,
pour tout k € N, u*(p(x)) = p(x), donc

uf(x) — p(x) = uk(x) — " (p(x))
=uk(x — p(x)) (par linéarité de u donc de u)
Mais x — p(x) est dans Im(v), ainsi il existe t € E tel que
x —p(x) =v(t) = (u—idg)(t) =u(t) —t.

D’oi pour tout k € N, u*(x —p(x)) = u*(u(t) —t) = u**1(t) —u*(t), et par conséquent,

:
._.

n—1

(k(x) p(x)) =Y uk () = u¥ (1)

0 k=0

x-
Il

=u"(t) —u°(t) (par somme télescopique)

=u"(t)—t
d’ott
1 n
llu,(x) = pCx)Il = - llu"(e) — ¢l
1
< = (IO + Itl) (par inégalité triangulaire)
n
Enfin, comme u est une isométrie, ||u(t)|| = ||t]|, et par récurrence |[u™(t)|| = ||t||, donc

derechef avec 'inégalité triangulaire :

llup(x) = p(X)I| = - |Iu"(t) -t < 2 llell,

et on peut conclure par encadrement le résultat voulu.
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Une correction de l'exercice 19.11 énoncé
(1) = De @ — 1, on déduit que
)

5 5, Sin .
(1I4+x*4+y9) (1+04+0)x1=1;
Yy (x,y)—1(0,0)

= En posant r = y/x2 + y?, et (x,y) = (r cos(8),rsin(0)), on a

3 c0s2(0) sin(0
rcos()Sln()Sr:m—>o,

2 (x,y)—(0,0)

x2y
x2+y?

r

2
donc par encadrement, 525 ———— 0

Y% (x,y)—(0,0)

On en déduit que f(x,y) — (1,0).
(x,y)—(0,0)

(2) On rappelle que pour tout (a, b) € C2, |ab| < % (Ial2 + |b|2), donc pour tout (x,y) €

]RZ
2 1 2 232 1 )
o= (ViivirT) < (5 (Vi + VibT') ) =30+ iy,
et enfin
1
If Ce, ¥)I < Z(|x|+|}’|),
or x|+ |y| 0, donc par encadrement, f(x,y) —— 0

(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0)
(3) On connait le développement limité de sin en 0, on en déduit que

. ; 1 s 4 L 4
xsin(y)—ysin(x) = x|y—=y"4+o(y")|—-y|x—=x>+0(x")
(x,y)—(0,0) 6 6
1

=—gxy (yz —x*+o(x*)+ o(y?’))

et on sait que |xy| < 3(x*+y?), donc

1
£ G < O3+ (y2 = %2+ 0(x) +0(y™)
donc par encadrement f(x,y) ———
(x,y)—1(0,0)

xy6
x6+y8

(4) Posons g(x,y) =

ae
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1
- g(tz,t)— —= t_0> 1’
2 — 1
- g(—t ,t) _1 = ﬁ_l’

or lir%(tz, t)=(0,0) = ling(—tz, t), donc g n’a pas de limite en (0,0), et par conséquent,
t— t—

f non plus.
Une correction de l'exercice 19.12 énoncé
1. = Pour tout x = (xq,...,x,) €K,

Ix|l, = Z |x;| = Zx (car les x; sont dans R,)

i=1
=a (carxeK).

Donc K est une partie bornée pour la norme 1, et pour toutes les normes car on
est dans un espace vectoriel de dimension finie.

= Pour montrer que K est une partie fermée, prenons une suite (Mp)peN de points
de K, que l'on note M, = (xyp,...,X,,), qui converge vers M = (xy,...,X,), et
montrons que x € K.

Comme hIJP M, = M, on sait que les coordonnées de M, tendent vers les coor-
p—T00

données de M :

Vie[l; n], hm | Xip = X
Or pour tout i € [1 ; n], x;, = 0 car M,, € K, donc par prolongement des inégalités
larges a la limite, x; = 0.
De plus
n n
@ pour tout p €N, >, x; , =a car M, €K, donc lim (Z xi’p) =a;
i=1 i=1

p—to

n n n
@ et par la linéarité de la limite lim (Z xi’P) =>. ( lim x; p) DX
p—+0o0 ! i=1 h

n
® donc par unicité de la limite | > x; =

Donc M € K, et K bien une partie fermée de R".
= Autre méthode : les applications g; : (xq,...,x,) = Xx;, et s : (xq1,...,x,) — Z X;

sont continues sur R". De plus [0 ; +oo[ et {a} sont des parties fermées de R, donc
les parties g ([0 ; +00[), ..., g1 ([0 ; +0o[), et s~* ({a}) sont des parties fermées
de R".
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2. (a)

@Nole

De plus, je vous laisse vérifier que
K=g7'([0; +oo[)n---Ng ([0 +oo[)ns™" ({a}),

donc K est une partie fermée de R" comme intersection de fermés.

Soit x = (x1,...,x,) €R", alors
X1+ Xy X1+ X,
f(xl,XZ,X3,...,Xn)_f( s ,x3,...,xn)
2 2
( X1+ x5\2
= xlxz—( ) X Xg+ Xy
2
xq = x5\
:—(T) an-.-xn
donc

X +x2 X1+ Xy

f(x17X2’x37"' n)<f( 2 ,X3,...,Xn)
deés que x5---x, = 0, et en particulier,
xq + x2 X1+ X
f(x17x2:x3"" n)<f( —’x?,;---:xn)

2

des que (xq,...,x,) €10 ; +oo[".

La fonction f est polynomiale, donc continue sur R, et K est un compact de R",
donc f est bornée sur K. De plus, comme f est & valeurs réelles, f atteint ses
bornes, autrement dit il existe y = (y,...,¥,) € K tel que

f(y)=maxf(x).
x€K
On remarque que le vecteur u = (— ) est dans K et que f(u) = (%) ">0.0r

f(y)> f(u),donc f(y) > 0, c’est-a- dlre Y1+ Yn > 0, ce pourquoi il est nécessaire
que les y; soient strictement positifs.

Montrons que y; = y, = ... = y,, et par 'absurde, supposons que deux de ses
coordonnées sont y; # y;. Comme f(y) = y;---y, ne dépend pas de I'ordre des
composantes de y, on peut supposer que y; # y,. Mais alors, d’aprés la question
précédente, f(y) < f (M M,yg,.. ,yn)

(}’1+}’2 J’1+J’2

Or on vérifie que ce vecteur 3 Y35 ees yn) est dans K, puisque la somme

de ses composantes est encore Z x; = a, donc ceci contredit que f(y) est le
i=1

maximum de f sur K.

On conclut que y; = y, = ... = y,, donc comme leur somme est égale a a, on

obtient que y = (%,..., %), donc que f(y) = (%)n est le maximum de f sur K.



Exercices du chapitre 19. Espaces vectoriels normés, topologie

n
3. Soit (x1,...,x,) une liste de réels positifs. Notons a = 3’ x;. Si a = 0, alors tous les x;
i=1
sont nuls, et I'inégalité demandée revient a 0 < 0, ce qui est plutdt vrai.

Si a > 0, alors d’aprés la question précédente,

a\n
x1x~--xxn$(—) ,
n

d’oti 'on déduit bien que

1 a 1
(x; X+ X x)n < - = ;in, C.Q.F.D.

Une correction de l'exercice 19.13 énoncé
Pour tout n € N,

(I, —A) x U, = (I, — A) Zn:Ak = Xn:Ak —Xn:AkH = Xn:Ak —fAk
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1

_ +1
e
Or par linéarité de la limite,

1 _ —
An+ —U,H_l—Unt—B—Op

Ainsi

I

(I, —A) x U, =1, — A" "

n—-+00
Or ¢ : M — (I,—A)M est un endomorphisme de .#,(R), donc c’est une application continue
sur /,(R), d’ot

(I, —A) x U, = 9(U,) — @)= (1, —A) xB.

ce qui prouve que I, — A est inversible

Ainsi par unicité de la limite, (Ip —A) X B =1,

d’inverse B.

Une correction de I’exercice 19.14 énoncé

= La fonction (x, y) — y — x est polynomiale donc continue sur R?; h est ¢! sur R, donc
en particulier (x, y) — h(y) — h(x) est continue sur R?; donc la fonction f est continue
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sur R?\ A comme fraction de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
= Pour tout x € R, fixé, alors f(x,y) = %
R (x).

= Montrons que f est continue en tout point de A, autrement dit que

f(x0,x0) = ' (x0).

—— h’(x), donc on va poser f(x,x) =
y—x

VxO ER) f(x)y)

(x,y)—(x0,x0)
Pour cela, prenons x, € R, et ¢ > 0, et cherchons un & > 0 tel que
V(x,y) €R?, [I(x,¥) = (x0, x0)ll <& = |f (x,¥) = f (x0, %0)| < &,
of21 ||| est la norme de notre choix (on s’en fiche elles sont toutes équivalentes dans
R?).

® Pour tout (x,y) € R?, avec I'inégalité triangulaire

£ (x,3) = f CGeor x0)| S If (G, ) = £(e, 3]+ [f (e, %) = f (g, %)
=[£G, ) = K| + I (x) = ' (o)

or

h(y)—h(x)
y—x

8, entraine |f(x,y) —h'(x)| < %s;

— on sait que f(x,y) = — h’(x), donc il existe &, > 0 tel que |y — x| <
y—x

— on sait aussi que h’ est de classe ¢ sur R, donc en particulier en x,, donc il existe
8, > 0 tel que |x — x,| < 8; entraine |W'(x) — h'(xy)| < %s.

Prenons donc & = %min(So,Sl), et (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (xg, %)l < 5,

autrement dit max (|x — x|, |y — xo]) < 8, alors

— a fortiori |x — x,| < &;, donc |R'(x) — h'(xp)| < %8,

— d’autre part

ly — x| < |y = xol + |xo — ¥ <25 <,

donc | (x,y) = (x)| < 3¢,

ainsi on a bien

1 1
|f (e, ¥) = f(xg, x0)| < §8+ SE=¢& CQED.
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Une correction de I'exercice 19.15 énoncé

La fonction f : (x,y) — y — x est continue sur R? car elle est polynomiale (ou car elle est
linéaire), et

U=f7(10; +oo[)

donc U est I'image réciproque par une fonction continue d’un intervalle ouvert, et on peut
en déduire que U est une partie ouverte de R2.
De méme

V=f"(]-00; 0])

donc V est une partie fermée de R2.

o )

Une correction de ’exercice 19.16 enoncé
= [’ensemble & des matrices symétriques de .#5(R) de déterminant égal a 1 peut s’écrire

&= (R)Ndet 1 ({1}).

Or

® le singleton {1} est une partie fermée de R, et le déterminant est une application
continue sur .#;(R), donc E est encore une partie fermée de .#5(R) comme image
réciproque d’une fermé par une application continue ;

® On peut considérer #,(R) comme le noyau de I'application linéaire ¢ : M — M —M,
qui est continue parce que linéaire, donc #,(R) = ¢ ({0, }) est une partie fermée
de ,(R) comme image réciproque d’un singleton ;

® ainsi & est bien une partie fermée de #,(R) comme intersection de deux parties

fermées.

- 0 0
= Les matrices M, = | 0 n+1 0| sontdans &, ont pour norme infinie ||M,|,, =

0 0 1

1211’?>én |(Mn)i}j| =n+ 1 qui tend vers +o00, donc & n’est pas une partie bornée.
Une correction de 'exercice 19.17 enonce
1. = Sia=b, alors B¢(a,r) C Bf(b,s) = Bf(a,s) équivaut a r < s, d’olt [la—b[| =0 <
s—r;
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= sia# b, alors prenons x =a + m(a —b) est dans By (a, r) puisque

r
llx —all = 37— lla—bll=r.
lla = bl ’

donc par hypotheése, x est aussi dans B;(b,s), d'ott [|b — x|| <.
Or

r r
1b — x| = Hb—a— —(a—b)” _ (1+ ) lb—all=Ib—all+1,
la—bl la—bl

d’oti I'inégalité ||b — al| + r < s, dont on déduit 'inégalité voulue.

Une correction de I’exercice 19.18 énoncé

= Soit M = (mi, j) € 0,(R), alors ses colonnes forment une base orthonormée de R", ainsi

n
pour tout j € [1; n], > m?; =1.
i=1

n n
Par conséquent, > > ml2 = n, et on reconnait la norme euclidienne canonique dans
i=1i=1
M,(R), donc ||Mf|2 =n.
Ainsi 0,(R) est bornée pour la norme euclidienne canonique de .#,(R), et comme
M, (R) est de dimension finie, @,(R) est bornée.
= [’application M — (M, MT; est une application linéaire de .#,(R) dans .#,(R)?, donc
elle est continue sur ., (R).
De plus le produit matriciel (A,B) — A x B est bilinéaire sur .#,(R)?, donc est une
application continue.
Ainsi par composition, u: M — M x M' est une application continue sur ., (R).
Or on remarque que @,(R) = u~!({I,}), et le singleton {I, } est un fermé de .#,(R),
comme tout singleton, donc @,(R) est un fermé de .#,(R) comme image réciproque
d’une partie fermée par une application continue.

Une correction de I’exercice 19.19 énoncé
w= [’inclusion Vect(&@) C E est évidente.

w= Réciproquement, soit x € E, et montrer que x € Vect(0).

® Si x € 0, alors a fortiori x € Vect(0).
® Six ¢ 0, prenons a € 0, avec alors il existe r > 0 tel que B,(a,r) C 0.

ae
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Ainsi le vecteur

T2kl
est dans B,(a, r) puisque
r r
||t—a||=m||x—a||=§ <r,
doncteo.

Or, quelques petites manipulations algébriques nous donnent

2I|x—all) 2|lx —all
— Jat+——t

t=a+ —(x— a)<=>x=(1— .

2||x all r

donc x est combinaison linéaire de a et t qui sont tous les deux dans @, d'ot x €
Vect (0).

On a bien montré que E C Vect (@), ce qui achéve |'exercice.

Une correction de 'exercice 19.20 enoncé
1. Supposons que f est continue en O, prenons a € E, alors

f(x)—f(a)=f(x —a) (par linéarité de f)
X—_m>f(0E) (par continuité de f en Og)

=0 (car f est linéaire).

donc f(x) —— f(a), ce qui prouve que f est continue en a.
X—a

Comme ceci est vrai pour tout a € E, on peut conclure que f est continue sur E.
2. Supposons que pour toute suite bornée (u,),cy, la suite (f (u,)),en est aussi bornée,
et montrons que f est continue sur E.
Pour cela, d’aprés la question précédente, il suffit de montrer que f est continue en
0Og, autrement dit que f (x) — f(0g) = 0.
x—0g

On va pour ce faire utiliser la caractérisation séquentielle de la limite : prenons une
suite (x,),ey de vecteurs de E qui converge vers Og, et montrons que f (x,,) tend vers
0.

La suite (u,),cx définie par

a  Slx, #0g
w, =1 Mo >
OE S1 xn = OE’
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[«

est bornée, car ses termes sont de norme 1 ou 0, ainsi par hypothése, la suite
(f (up))pey est aussi bornée.
Or pour tout n € N,

f(un)={ f(nx T (X n)) S Oe)  sixg #0g
f(OE) O si x,, = Og,

donc on en déduit que pour tout n € N,

fCep) = Mgl f (up),
donc
ILf CGedll = HxglH1F )l
Or on sait que la suite (f (u,)),ey est bornée, donc il existe un réel M tel que

ILf Cedll = Myl

et comme la suite (x,,),cy converge vers Og, on peut conclure par encadrement que
f(x,) converge aussi vers Og, ce qu'il fallait démontrer.

Une correction de 'exercice 19.21 enoncé
= On vérifie comme d’habitude que P — sup |P(x)| est une norme sur R,[X], et C

x€[—1;1]
muni du module est aussi un espace vectoriel normé.

= De plus pour tout z € C, 'application u : P € R,[X] — P(z) est linéaire.

Ainsi u est une application linéaire entre deux espaces vectoriels normés de dimension
finie, donc on sait qu’elle est lipschitzienne, ce qui permet de conclure.

Une correction de 'exercice 19.22 enoncé
= Tout d’abord prenons une matrice triangulaire supérieure T = (ti, j) € M,(K).

Notons aussi & un réel la plus petite distance entre deux termes diagonaux différents :

5= n;ln }ti’i - tj,j|, ou bien & =1 si tous les termes diagonaux sont égaux.
j

Enfin considérons pour tout n € N*, la matrice diagonale D,, = Diag (n 2611 . z%) )
® On peut déja remarquer que D,, ——— 0,,, donc que T+ D, T.
b—s+00 p—>+00

® Pour tout n € N*, la matrice U, = T+D,, est encore triangulaire supérieure, donc ses

valeurs propres sont ses termes diagonaux t; ; + L que 'on note u(") .

ae
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Montrons alors que ces termes diagonaux sont deux a deux distincts. Prenons (i, j) €
[1 ; n]?, supposons que ug’? = uS.';) eti#j.
Alors
; _ n) _ () ~ 5 _ 38 .. .
> st =t U = u; ; entraine que -~ = n donc que i = j car & > 0, ce qui
contredit 'hypothése ;

> sit;; #t;;, alors
-8 (u@ _ E) _
L in i n

d’ol1 & < & ce qui ne se peut.

)

5< |ty —ty] = .

1 1' 6( 1)
=S (1-—- ] <5,
1 ] n n

On a donc prouvé que U, = T+ D, est une matrice dont les valeurs propres sont
deux a deux distinctes, donc elles sont diagonalisables.

On a prouvé que toute matrice triangulaire supérieure était limite de matrices diagona-
lisables.

= Enfin, si une matrice A est trigonalisable, alors il existe une matrice inversible P et une
matrice triangulaire supérieure T telle que A = PTP™!.
D’apres le résultat précédent, il existe une suite (U,),oy de matrices diagonalisables
qui tend vers T, mais comme 'application M — PMP~! est linéaire, donc continue sur
M (R),

PU,P ! ———PTP ! = A,
n—-+00

Enfin les matrices sont semblables aux matrices diagonalisables U,,, donc elles sont aussi
diagonalisables.

On a donc bien montré que toute trigonalisable est limite d’une suite de matrices diago-
nalisables.

Une correction du probleme 19.23 énonceé
Partie | - Diagonalisation et puissances d’'une matrice particuliére

1. Lamatrice M(a, b) est symétrique, réelle dans cette question puisqu’on suppose
que (a, b) € R?, donc par le théoréme spectral elle est diagonalisable.

2. (a) La somme des coefficients de chaque ligne égale b + (n — 1)a, donc le
produit matriciel donne

M(a,b) xV=(b+(n—1)a) xV,
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donc V est un vecteur propre de M,
(b) et b+ (n—1)a est la valeur propre associée a V.

3. Pour tout x € C,

X 1. —1 x_(n_]_) 1. —1
-1 x—(n—-1) x
Pro) =l AT, | LA
Y -1 "x x—(n-1)------1=1 "x
1 =1 -1
=(x—-n+1) _1
| PP -1 'x
1 O:vvvvenn 0
1, x+1 .
= - 1)) . el T
c2<—cz+cl(x nt ): e 0
. IR 0 x+1
Cp—CptCy

e n—-1 (déterminant d’une matrice
=(x—-n+1)(x+1)""", cQFD triangulaire).

4. (a) Pour tout x € C,

Py p(x) = det(xL, —M(a, b))
(avec la remarque initiale

= det(x1, — bI, — aM(1,0)) dans I’énoncé)

= det((x — b)I, — aM(1,0))

x—>b
=det (a (—In - M(l,O)))
a

— 4 X—_b _
=a'*det , I, —M(1,0)

i x—>b
=a Py ) C.Q.F.D.

ae
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(b) On en déduit, grace a la question précédente, que

X—b X—b n-1
P, p(X)=a" (— —(n— 1)) (— + 1)
a a

=X-b-(n-1Da)X-b+a)" .

Par conséquent, les valeurs propres de M(a, b) sont b+(n—1)a et b—a, qui

sont bien distinctes puisqu’on a supposé que a # 0, d’ordres de multiplicités
algébriques respectifs 1 et n — 1.

5. D’apres la premiére question avec (a,b) = (1,0) € R?, la matrice M(1,0) est
diagonalisable, ainsi par la caractérisation de la diagonalisabilité par un poly-
ndme annulateur, on sait que

X-AMN=+1DX-(n—1))
AeSp(M(1,0))

est un polynéme annulateur de M(1,0), par conséquent
(M(1,0) +I,)(M(1,0) — (n — 1)I,,) = Oy, ()
On rappelle que M, , = bI,, +aM(1,0). Donc

Qq,5(Mg,p) = (M(a, b) — (b — a)I,) M(a, b) — (b + (n — 1)a)l,)
= (bI, + aM(1,0) — (b — a)1,)) (b1, +aM(1,0) — (b + (n — 1)a)L,)
= (aM(1,0) + al,,) (aM(1,0) — (n — 1)al,)
= a*(M(1,0) +1,) (M(1,0) — (n — 1)I,,)
= Om,(c)» C-QF.D.
= si a = 0, alors M(0, b) = b, est diagonale, donc extrémement diagonali-
sable ;

= si a # 0, alors Q,; est un polynébme annulateur de M(a, b), scindé, et a
racines simples (car a # 0 donc b —a # b + (n — 1)a), donc par la ca-
ractérisation de la diagonalisabilité par un polyndme annulateur,M(a, b) est
diagonalisable.

6. D’aprés le théoréme de division euclidienne, il existe un unique couple (Q,R) €
(R[X])? tel que :

{ (%) : X*=Q,»Q+R,
deg(R) < deg(Q,.p)-
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Comme deg (Qa,b) =2, il existe (a,p) € R? tel que R = aX+p. Les réels b—a
et b+(n—1)a sont racines de Q, ;, ainsi, en remplagant X par ces deux racines
dans (*), on obtient le systéme linéaire suivant vérifié par a et f3 :

(b—a)k 0xQ(b—a)+a(b—a)+p,
{(b—l—(n—l)a)k = 0xQb+(n—-1Da)+a(b+(n—1)a)+p,

d’oti par les opérations L, « L, —L;, ouaussi Ly « (b—a)L,—(b+(n—1)a)Ly, :

o = (b+(n—1)a)k—(b—a)k’
na

[5 — (b+(n—1)a)(b—a)k—(b—a)(b+(n—1)a)k_

na

Alors, en remplagant X par M(a, b) dans (*), comme Q,; est un polynéme
annulateur de M(a, b), on obtient

M(a, b)* = aM(a, b) +BI,

_ k_(h_ k
_ (b+(n—1a)—(b—a) M(a, b)
na

N (b+(n—1a)b—-a)—(b—-a)b+(n— 1)a)’<I

n

na
7. Puisque |b—a|<1let|b+(n—1)a|<1,ona:

lim (b—a)= lim (b+(n—1)a)*=0.
k—+o00 k—+o00

L’expression de M(a, b)* de la question précédente nous permet d’en déduire
que
lim M(a, b)* =0 x M(a, b) + 0 x I, = Oy (¢)-
k—+400 "

Ainsi (M(a, b)k) Ley COnverge vers la matrice nulle.

Partie Il — Limite des puissances d’'une matrice

8. Les coordonnées de u(e;) dans la base canonique sont données par la premiére
colonne de A =T, donc u(e;) = Ae;.

ae
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On en déduit d’'une part que A; est une valeur propre de u car e; # O, et
d’autre part par récurrence que pour tout k € N, uk(el) = X’fel, puis, par
homogénéité de la norme,

k k
[l (eIl = 1Aq]"llex ]I,

or A; € Sp(u), donc par hypothése de I'’énoncé |A,| < 1.
On en déduit que lim |A;|* =0, d’'ott lim Huk(el)H =0.
k—+00 k—+00
Comme on est dans I'espace vectoriel C" qui est de dimension finie, donc
dans lequel toutes les normes sont équivalentes, on en déduit que la suite
(uk(el)) rey COnverge vers le vecteur nul.
9. Notons t; ; le terme général de la matrice T.

La (i +1)° colonne de T donne les coordonnées de u(e;, ) dans la base cano-
nique, donc

n
u(ej41) = Z Crit+1€k
k=1

i n
= Z Cri+18k T Liprit1€it1 T Z Ck,i+1€k
k=1 k=i+2
~———
=0

(car T est triangulaire supérieure, donc
1ty i1 =0pourk=i+2)

thi+1€k T Aip1€

i

k=1

i
Ainsi en posant x = ), t; ;4 1€x € Vect ((ej)je[[l’i]]), on a le résultat demandé :
k=1

ueiy1) =Ajp1€i41 + x.

En prenant composant par u™ les deux membres de cette égalité, et en utilisant
la linéarité de u,

vmeN, u™(ei) = Aipqu™(erq) = u™(x).

Soit k € N*.
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= Si\;; =0, larelation ci-dessus donne u™ (e, ;) = u™(x) pour tout m € N,
donc en posant m = k — 1 (qui est bien dans N puisque k est dans N*) on a
immeédiatement le résultat voulu ;

= sid;yq 7# 0, alors on peut diviser I'égalité précédente par )»;’j:;l, et pour tout
meN:

™ ei1) — W (ein) = Wum(x).

xm-i—l u
] i+1

i+1 i+1

Ainsi par addition de ces termesdem=0am=k—1:

k-1 1 k-1 1 1
PIET=UHCOEDY (Kmﬂum“(em) - Fum(eiﬂ))

m=0 "i+1 m=0 i+1 i+1
_ 1 0 y )
= )\k—u (ej41) — 7LTu (e;41) (par télescopie)
i+1 i+1
L
=55 Y (eir1) —€it,
i+1
d’ol
k-1 k
k _k m
u (1) = Ajjq€ip1 + Z Y ()
m=0 "*i+1
k=1
_ 2k k—m—1
=N €1+ Z A u™(x), c.QF.D.
m=0
l .
10. On rappelle que x est de la forme x = ) x;e;, avec (xy,...,x;) € C".

j=1
Donc, pour tout k € N, en prenant I'image par u* dont on utilise la linéarité,

uk(x) = ijuk(ej).
j=1

Or par hypothése pour tout j € [1,1], klim uk(ej) = Ocn, ainsi par linéarité de
—+00
la limite

1. k :0 n.
im0 = c

ae
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Prenons ¢ > 0, alors par définition de la limite, il existe k, € N tel que pour
tout k = ko, ||uk(x)]| < e
Alors pour tout k > ko + 1,
k—1 ko—1
MG = 2, M0+ > ko

m=0 m=kg

donc par inégalité triangulaire

k—1 ko—1 k—1
k—m—1 k—m—1 k—m—1
DM T || = || D0 M ||+ (| D M )|
m=0 m=0 m=k,
Or d’une part
ko—1 ko—1
k 1 _ k 1
Z A O = || (Rig)” X Z A U (x)
m=0 m=0
ko—1
_ 1
- 1+1 Z 7\'l+ni m(x)
—>
k—+00

ne depend pas de k

— 0 (car |7»i+1| <1),
k—+00

donc il existe k; € N tel que

ko—1
k 1
DM <
m=0
Et d’autre part
k-1 k-1
Z Xfﬂm Lm0 < Z N1 H[u™ ()| (avec I'inégalité triangulaire)
m=k0 m=k0 <e

c k—m—1 (par définition de k,, et positivité des fac-
< D P xe ’

teurs)
m—ko

<ex me

(car 0 < |7»H_1| <1)
| l+1|
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Par conséquent, pour tout k > max(ky + 1,k;)

1 1
Akm=1ym( ) \£+—=€(1+—).
Z i+l 1—1|Ai4ql 1= Al

Par définition de la limite (si on n’aime pas ne pas avoir un beau petit epsilon
tout propre au terme du raisonnement, il suffit de revenir au début et de prendre
——*—), on a bien établi que

=it
k-1
lim Zlfﬂm lu™(x)|| =0, c.Q.F.D.
k—+00 =0

En utilisant le méme raisonnement que dans la question 8., on montre aussi
que hm ”7‘1 " 1€i+1ll=0. Or, d’apres l'inégalité triangulaire :

k-1

DM |

m=0

0 < [l (epp Il S I epp Il +

et d’aprés ce qui précéde le majorant converge vers 0, donc par encadrement
lim [ju*(e;41)ll =0
k—+00
puis encore comma dans 8., on conclut que

lim u*(e;y;) =0cn, C.QF.D.
k—+o00
11. Les questions précédentes forment un raisonnement par récurrence, dont la
question 8. constitue I'initialisation et les deux questions suivantes I'hérédité,
qui prouve que pour tout i € [1,n], klim uk(e;) = Ocn.
— 400

En particulier, pour tout i € [1 ; n], les coordonnées de u*(e;) convergent vers
0 quand k tend vers +oo0.

Or ces coordonnées sont exactement les composantes de la matrice AK = T,
donc on peut affirmer que la suite (Tk) rey Converge vers la matrice nulle.

ae
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12. Toute matrice de M,,(C) est trigonalisable (dans .#,,(C)).

Il existe donc P € GL,(C) et T € M,(C) une matrice triangulaire supérieure
telles que A = PTP~!. Par récurrence, on prouve alors que pour tout k € N,
Ak =pTkpL,

De plus T et A ont les mémes valeurs propres (qui sont tout simplement les
termes de la diagonale de T), donc par hypothése de 'énoncé, les valeurs
propres A de T vérifient |A| < 1.

Ainsi, d’aprés la question précédente lim T = Owm, (c)-

—+00
Par continuité du produit matriciel, ou plus précisément de I'application linéaire
O—Px0Ox P! on en déduit que

lim A*F= lim PT*p!
k—+400 k—+00

=P x ( lim Tk) x p!
k—+o00

=PxX OMn((C) X P_1 = OMn((C)’ C.Q.F.D.

Partie lll - Application a la méthode de Gauss-Seidel

13. Puisque M est une matrice triangulaire, son déterminant est le produit de ses

n
coefficients diagonaux. C’est-a-dire, par définition de M, det(M) =[] a; ;.
i=1
Or A est a diagonale strictement dominante (voir la définition donnée dans
I’énoncé), donc en particulier ses coefficients diagonaux sont non nuls puisque :

n
Vie[Lnl, layl> Y la;l>0.
=1
J#
Ainsi det(M) # 0, et M est inversible.
14. D’aprés I'énoncé AX =Y, donc (M —F)X=Y, dou MX=FX+Y.

En multipliant chaque membre de cette égalité & gauche par M~!, on obtient
X=M"'FX+M 'Y =BX+ M"Y, c.Q.F.D.
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15. Par définition, V est un vecteur propre de B associé a la valeur propre A, donc
BV = AV, c’est-a-dire M'FV = AV. En multipliant chaque membre de cette
égalité a gauche par M, on a donc bien FV = AMV.

V1
Notons V= : | (on remarque que ’énoncé introduit des v; sans les définir).
le
Soit i € [1,n], le i¢ coefficient de FV est Z fi,jvj, tandis que celui de AMV est
j=1

kal]J

L egahte FV =AMV implique donc que pour tout i € [1 ; n],

qu Vi kau Vi

Or, par définition de F, pour tout j € [1; i], f; ; =0, et pour tout j € [i+1 ; n]
V] S [[l +1, n]], mi’j =0.
Donc I'égalité ci-dessus peut se réécrire :

Z fij 1_27"“11 Vj-

j=i+1

Remplagons les f; ; et les m; ; par leurs définitions, pour j > i+ 1 et j < i
respectivement :

Z dijVj Z Ay jv;.
j=i+1
En isolant le terme correspondant a j = i dans le membre de droite, on a alors :
n
— Z a; j J—Z?»aljvﬁ-?\a V.
j=i+1
Il ne plus qu’a regrouper les deux sommes, et on a I'égalité voulue :

Vieﬂl,nﬂ, Kai’ivl—=—(2 l] ]+>\‘Z l] ])

j=i+1

ae
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16. L’existence de i, ne pose pas de probléeme, puisqu'un ensemble fini de réels
admet toujours un maximum. La vraie question est de démontrer que pour un
tel indice iy, v;, # 0.
Si ce n’était pas le cas, on aurait |v; | =0 = jg[ﬁuri]] [v;, donc pour tout j € [1,n],

< |vj| <0, puis v; = 0.

Ainsi V serait le vecteur nul, ce qui est absurde puisqu’il s’agit d’'un vecteur
propre.
Prenons I'égalité de la question précédente pour i = i, et divisons par v; # 0 :

n ip—1
7\’aio,io == Z 10] + A Z lo;] :
j=ip+1

Donc, d’aprés 'inégalité triangulaire :

ip—1

+ 7‘2%1

Par multiplicativité de la valeur absolue, et encore par I inégalité triangulaire,

n

ayil< Y. |a

loJ

on obtient
n ip—1
iyl < D] 10]| + [\ Z \aw}
j=ig+1
Or |v; | = max [vjl, donc
jelin]
) j |Vj|
Vjie[l,n], = <1
iy |Vi0|
, Ainsi I'inégalité ci-dessus devient :
n ip—1
Aa, | < Z )aio’j| + Al Z |a- jl, cQF.D.
17. Raisonnons par I'absurde, et supposons 1 < |A|. L'inégalité ci-dessus implique
donc que
ip—1
hay, il < A Z |as, i| + 1M Z |ai, i = |MZ|alo,|

Jj=ipt+1
J#lo

43/57



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

Si |A| = 1, en particulier A # 0, donc on peut diviser par |A| > 0 ci-dessus, et
on obtient

n
lajy,i,| < Z laj, ;-
j=1
J#io

Or A est a diagonale strictement dominante, donc

n
D lag il <l i,
j=1
J#lo

Donc |q; ;| < la;, ;,|, ce qui ne peut étre.

O’iO

On a bien par 'absurde que, pour toute valeur propre A de B, |[A| < 1.

Donc, par le résultat principal de la partie Il de ce probleme, klim BX =0y, ©)»
—+00 n

C.Q.F.D.

18. Par définition de la suite (X} )ey et par la question 14. :
VkeN, X, —X=(BX;+M'Y)— (BX+M1Y)=B(X; —X).
On en déduit par récurrence que
VkeN, X;—X=BX,-X).

Or klim BK =0y, (c)» donc par continuité du produit matriciel, ou de I'applica-
—+00 n

tion linéaire 00 — O X (X, — X),
lim BkXO—X =0 X (Xg—X)=0
X 1 ( ) M,,(C) ( 0 ) M,,1(C)>

ainsi lim (X, —X)=0 ,dou lim X, =X.
k_)+oo( k—X)=0m,, () Jm X

On a bien construit une suite qui converge vers X.

Une correction du probléme 19.24 énonceé

I. Résultats préliminaires

et
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I.1 Etude d’une série entiére

1. (a) Soit x un réel strictement positif.

= La fonction t — t*~le™t est continue sur ]0 ; 4+oo[ ;
1

" en 400, par croissances comparées t¥ let = gr (TZ)’
t—+00

Tres souvent, quand l'intégrande étudiée contient une exponen-
tielle qui tend vers 0 en 400, elle est négligeable en 400 par
croissances comparées devant %2

or la fonction de Riemann t — tlz est intégrable sur [1 ; +o00[, donc par

domination, t — t*~le~t est aussi intégrable sur [1 ; +ool ;
= en 0, t*le7t ~ L

t—0

de Riemann t —

; or, comme 1 —x < 1 car x > 0, la fonction

tl—x )

tll_x est intégrable sur ]0 ; 1], donc par équivalence

t — t¥ et est aussi intégrable sur ]0 ; 1];

on en déduit que la fonction t — t*~le~t est intégrable sur ]0 ; 4+oo[, ce
qui prouve la convergence de l'intégrale définissant I'(x).
En conclusion, la fonction I' est définie sur ]0 ; +oo[.

(b) Pour tout x € ]0 ; +oo[, en plus d’étre continue, la fonction t — t¥~le™t
est strictement positive sur ]0 ; +o0o[, donc par stricte positivité de l'inté-
grale généralisée convergente, I'(x) > 0.

2. Soit x > 0. On effectue dans I'intégrale I'(x+1) = fo+ ®

par parties dans laquelle on pose u(t) = t* et v(t) = —e~

t*e~'d t une intégration
t
= Ces fonctions u et v sont de classe ¢! sur ]0 ; +o0[,
= et de plus

—— 0 car x>0,
u(t) x v(t) = —t et t—0

——— 0 par croissances comparées.
t—>+00

donc cette intégration par parties est licite. Comme l'intégrale de départ est
convergente, on obtient alors I'égalité

F(x+1)=f
0

+00
= xf t*letdt = xI'(x) c.Q.F.D
0

+00 +00

tXe"tdt = [—t¥e ] +f xt*le7tdt
0
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. r'n+a+1)
Soit a € ]—1 ; +oo[, pour tout n € N, on pose a, = ——— qui existe bien
n!
puisque n+a+1 > 0.

3. Grace a la question précédente, on peut affirmer que les coefficients a,, sont
strictement positifs.

Prenons un réel x > 0, pour tout n € N :

a1 X" Tnt+a+2) nl
a,x" | T(n+a+1) (n—l—l)'
_ (grdce a la relation de la
=(n+a+1)x (n+1) " question précédente)
n
~o —_— X —_— > x,
n—+o0o n n—-+o00

Ainsi d’apres la régle de d’Alembert :

= six > 1, lasérie Y, a,x" diverge grossierement, donc R < 1;

= six <1, la suite (a,x"),cy est sommable, donc R > 1;

On en déduit que le rayon de convergence de cette série entiere est [ R=1 |.
4. Prenons un réel x € ]-1,1[.

Tout d’abord
+00 +00
I'h+a+1
E a,x" = E Matao+l) )x” J "t tdt,
n!
n=0 n=0

ainsi pour appliquer le théoreme d’intégration terme a terme, posons, pour
tousneNette]0; +ool,

n

fn(t) — n+(1e—t

Par conséquent :

= pour tout n € N, la fonction f,, : t — ’T‘I—Tt””e_t est intégrable sur ]0 ; +oo[
par construction (d’aprés la premiére question);

= par construction aussi, pour tout t € ]0 ; +oo[,

o +00 ( n

xt)
an(t) = e_tta X Z = e_tta X GXt = e_(l—X)tt(X
n=0

|
—0 n:

donc )’ f, converge simplement sur ]O ; +oo[,

ae
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400
= et sasomme S= ) f,:t— t%
n=0

~(1=x)t o5t bien continue (par morceaux)

sur ]O ; +o0o[;
= la série > f (:r | f.(t)| est convergente car les f, étant positives, il s’agit de
la série Y a,x™ absolument convergente puisque |x| <R =1.

Les hypothéses du théoréme d’intégration terme a terme sont vérifiées, par
conséquent la fonction S est intégrable sur I et

+00
f fn(t)dt—f (an(t))dt
0

400 +00
Zanx” = J e~ (1= q¢,
0

n=0

en d’autres termes :

Enfin, I'application t — (1—x)t est une bijection strictement croissante (puisque
x < 1), de classe €', de 10 ; +oo[ dans ]0 ; +oo[, donc le changement de
variable u = (1 — x)t permet d’affirmer que

+00 . +00 (1ot +00 u a - 1
E a,x" = t%e det = ( ) e ! du
0 0 1—x 1—x

n=0
1 oo - T(a+1)
= (1 _ x)cx+1 du (1 _ )a+1 >

C.Q.F.D.

1.2 Projections orthogonales

5. Pour tout vecteur x € E, mp(x) est I'unique vecteur de F tel qu'il existe t € F*
vérifiant x = mp(x) + t ; autrement dit mp(x) est 'unique vecteur de F tel que
x — mp(x) € FL.
On fixe (ey,...,e,) une base orthonormale de F, et x un vecteur de E.

f L’égalité est censée étre un résultat du cours mais on va le redémontrer
6. au cas ol.
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Le vecteur mg(x) est dans F, et (eq,...,e,) est une base orthonormale de F,
donc on sait que

n

mp(x) =Y (mp(x) | e) ey,

i=1
or pour tout i € [1 ; n],
(x| e;) = (mp(x) + (x — mp(x)) [ &)
_ _ (par linéarité a gauche du
= (me(x) | €;) + {x = m(x) | e;) produit scalaire)
= (mp(x) | ;) + 0 (car x — mp(x) €F* et e; €F),
d’ol1 'égalité demandée.
7. Le théoréme de Pythagore permet d’écrire, puisque mp(x) L x — mp(x),
lll1? = llx = mg(x) + (I = [l = (O + eI,

et

2

=

e l? = ||S x e ey

i=1

n (encore  avec  Pythagore
l(x | e;) e;||* puisque les e; sont deux a

1 deux orthogonaux)

2 eI (par homogénéité de la
L

{x le) norme)

)z (car les e; sont unitaires),

~ {xle C.Q.F.D.

Il. Polynémes de Laguerre

8. Soit (a, b) € R?, I'inégalité demandée (appelée arithmético géométrique) est une
conséquence directe de ce que (|a| — |b])? = 0.

ae
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9.

10.

11.

12.

Soit (f,g) € Eﬁ, alors la fonction x — x“e™f(x)g(x) est continue sur
10 ; +oo[, et les fonctions positives x — x%e™ f(x)? et x — x%e *g(x)? sont
intégrables sur ]0 ; +o0[.

Or pour tout x = 0 on a, d’aprés la question précédente :

e F (g < 5 (x%e ™ F()? 4 xe g (),

donc par domination, la fonction x — x®e™f(x)g(x) est intégrable sur
10 ; 400, ce qui assure la convergence de l'intégrale demandée.

La partie E, de 6°(]0 ; +oo[,R) est non vide, puisqu’elle contient I'applica-
tion nulle.
Pour tous f, g de E, et A,u deux réels, la fonction

x = x%e (A f +pg)? = x%%eA2x% X F2(x) + 2Apx%e T £ (x)g(x)
+ulx%e *g%(x),
est intégrable sur ]0 ; +oo[ comme combinaison linéaire de fonctions inté-
grables, donc Af + g est encore dans E, c.Q.F.D.
q
Pour tout polyndme P = Y| a; Xk € R[X], avec a, #0 et a; #0,
k=p
= la fonction x — x®e™*P(x) est continue sur ]0 ; +ool[ ;

= x%e™*P(x) ~0apx°‘+p =OO (x,%) ,avec —a—p <1;
X X—

"= par croissances comparées,

1
x“e_xP(x)x = 0 (—2) s

—+00 X

et je vous laisse rédiger la conclusion.
Pour tout x > 0,
Po(x) = x"“e"pp(x) =x" e x%e T =1,
P () = x "% @1 (x) = x %" ((1+ a)x%e ™ — x*Hle™)
=—x+a+1
Po(x) = x e ) (x)
= x %X ((a F2) (a4 1)x%e ™ — 2(a+ z)xa+1e—x + Xa+2e—x)
= x* = 2(0t + 2)x + (o + 2)(a +1).

49/57
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13. La question précédente permet de conjecturer que pour tout n € N, 1,, est une

fonction polynomiale, de degré n, et de coefficient dominant (—1)".

n+a X

Soit n € N, posons u : x — x etv:ix—e .

Les fonctions u et v sont de classe € sur ]0,+oo[, et grace a la formule de
Leibniz, pour tout x > 0,

n

kpr(ln)(x) — Z (Z) u(k)(x)v(”‘k)(x)u(k)(x),

k=0

A Ici n+ a n’est pas un entier, donc on n’a pas droit aux factorielles, mais

on a la fonction T, qui vérifien+a+1i= % d’aprés la question
Or 2.,
par récurrence, pour tout k € [0 ; n],
rn+a+1)
(k) — n—k+a _
uw(x)=n+a)--(n+a—k+1)x =
(0= (n+ @) ) e
donc
n
kp(n)(X) = Z n F(Tl tot 1) xn—k+a(_1)n—ke—x
n \k)T(n+a)—k+1 ’
d’ot

R e rn+1+a)

(a0 ‘;( 2 (k) Fn—k+1+a)
RS _w(m F(n+1+a) ,
= 2D (k)r(k+1+a)x ’

k=0

qui est bien une expression polynomiale, de degré n, de coefficient dominant
(="
14. D’aprés la question 9., I'application (f, g) — (f, g) est bien définie sur E, X E,.

La symétrie et la bilinéarité de (:,-) sont des conséquences immédiates de la
bilinéarité du produit des réels, ainsi que de la linéarité de I'intégration de fonc-
tions intégrables.

De plus, pour toute fonction f € E,,

ae
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- (f,f)= fOJFOO x%e™* f(x)?dx > 0 par positivité de I'intégration,

= et si (f,f) = 0, l'application (intégrable) x — x%*e™ f(x)? étant continue
et positive sur ]0,+oo[, on déduit par stricte positivité de l'intégrale, que
cette fonction est nulle sur ]0,+o0o[, donc f est nulle sur ]0,+oo[, puisque
x% ™ >0.
Enfin, on en déduit que f est nulle sur [0, +oo[ puisqu’elle est continue sur
cet intervalle et nulle sur ]0 ; +o0[.

Ainsi : [ (-,-) est un produit scalaire sur E,. ]

15. SoitneN*et k[0 ; n—1].
En procédant comme dans la question 13., pour tout x > 0, on peut noter

k
(kK T(n+1+4+a) )
(k) — -1 k—j n—jt+o,—x _ .o+l ,—x
P () ;ZO( ) (J) T itat D" e =xle™n, 1 (x),

en posant

k Kk T(n+1+a) .
— E _1\k— n—j—1
nn’k(X)_j:o( Y ](1) F(Tl_j+(1+1)x T

La fonction m,,  est polynomiale (et méme de degré n—1 et de coefficient domi-
nant (—1)¥) car pour tout j€[0; k] Cc[0;n—1],n—j—1>0.

En particulier n,, . est prolongeable par continuité en 0, d’ot, puisque a+1 > 0,
on déduit que

; (k) —
Xlg{)l)r ¢, (x)=0 |

Enfin, 1, étant polynomiale, il existe p € N tel que M, (x) = o(xP), et
’ ’ X 00

-+

par conséquent

(k) pta+l,—x .
) () ey

e—§ x——+00 Xx—+00

e

N =

= o(1) (par croissances comparées),
X—+00

d’otl le résultat demandé.
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16. Soit m,n € N, on sait déja que

+00 +oo
{(WYms Pn) = f X% ()~ e 9T (x)dx = f P ()9 P (x)dx.
0 0

Montrons, par récurrence finie sur k € [[0,n]], la proposition 7, définie par :

~+00 +0o
L’intégrale J ﬂ)g’f)(x)apfl”_k)(x)dx converge et (V,,,,) = (—1)kJ ﬂ)g’f)(x)q
0 0

= La propriétés &, vient d’étre établie.
= Soit k € [0 ; n — 1] tel que & est vraie.
On effectue une intégration par parties :
® Les fonctions Y®) et "%~ sont de classe 6 sur ]0,+oo[.
® La fonction Yp® est polynomiale, donc admet une limite en 0.
Comme n—k —1 € [0 ; n—1], on peut affirmer grace aux limites de la
question 11. que lim,_,y+ apfl”_k_l)(x) =0.
® La fonction {® est toujours aussi polynomiale, donc avec le méme rai-
sonnement que pour 1, (voir la question précédente), il existe un entier
q € N pour lequel w(k)(x)x = O (x9).

-+
D’aprés la question précédente encore, vu que n—k—1¢€ [0 ; n— 1],
ek D(x) = o (e_i).

X—+00

Ainsi w(k)(x)upn(x)x = o (qu—ﬁ), donc Y®(x) —— 0.

—+00 x—>+00
Ainsi par intégration par parties, on obtient d’'une part que l'intégrale
fOJroo PED(x)pn=k=1(x)dx existe, et que

+00
(W, n) = (—1)kf P (e (x)dx
0

400
= (—1)kH! J lp%i‘ﬂ)(x)kpg"_k_l)(x)dx, C.Q.F.D.
0

Ainsi Py, est vraie pour tout k € [0 ; n], et en particulier

+00

(W, Yn) = (—D”J YW (), (x)dx |

0

ae



Exercices du chapitre 19. Espaces vectoriels normés, topologie

17.

18.

Soit enfin (m,n) € N? tel que m # n.
Quitte a utiliser la symétrie du produit scalaire on peut supposer m < n.
Dans ce cas, 1, étant polynomiale de degré m, wg’;) est nulle et on a bien

(ll)m, lpn) =0, donc

[ La famille (), est orthogonale ]

Soit n € N, d’apreés la question précédente,

+00

Il = (—D”f P (x)dx,

0

or 1, est une fonction polynomiale de degré n, de coefficient dominant (—1)",
donc 1])2”) est la constante = (—1)"n!.

Par conséquent

+00

||¢n||(21 =(-1)*"n! f x"e¥dx =n!T'(n+a+1).
0

lll. Approximation

Yn
1bnllq
(¢, nen de fonctions de E, .

Pour tout N € N la famille (¢,)o<,<n est une base orthonormée de Vy, ainsi
d’apres les questions 6. et 7.,

En posant g, = pour tout n € N, on obtient la famille orthonormale

N
> ﬂﬁrz = > ot = I CFIZ = Ifill2 = i = xRN < Al
n 0

N
k=
{fierbn)?

[RCNTH
rées, d’oll (grace au théoreme de la limite monotone) cette série converge.

Les sommes partielles de la série a termes positifs Y| sont donc majo-

(fk 1]”!1)

e existe.

Ainsi | la somme Z
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Pour le calcul de la somme, prenons n € N.

+00

+00
(fisbn) = J x“e ™ e ™, (x)dx = J e F (M (x)dx.
0

0

La fonction f; étant de classe €% sur ]0,+oo[, les intégrations par parties
successives de la question 16. restent valables en remplagant s, par f; dans
la seconde des intégrales ci-dessus, ce qui nous donne

+00

+00
{fis n) = (_an £ ()@, (x)dx = k"J xreem(Flx gy,
0 0

Le changement de variable u = (k + 1)x (x — (k + 1)x est une bijection €*
strictement croissante de 10 ; +oo[ dans ]0 ; +oo[) permet alors d’écrire

+00 +00 +
(x4 — unte - 1 du 'n+o+ 1)_
0 (k+1)"e" k+1 (k + 1)nto+l

0

. k'"C'(n+a+1)
Dot (fi, bn) = e
Ainsi, d’apres la question 17 et la notation de la question 2 :
*f (fobn)? S K'T(n+a+1) 1 f ( k )2"
— = a —— .
— |N)n||(21 ~ n!(k + 1)2n+2a+2 (k + 1)20.+2 ~ "\ k+1
Comme ﬁ € ]-1,1[, d’aprés la question 4.
i’" Fodn)? 1 M(a+1)
= [,l12 (k4 1)20+2 k21!
k=o ¥nla [1- ()]
_ IFa+1)
(2k+1)et!
Par ailleurs, a I'aide du changement de variable x — (2k+1)x = u (évidemment
licite)
+00 +o0
1 I'(a+1)
2 _ —x \—2kX g, _ —ugq,, —
il —fo e S et f W= ok e

ae
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On a bien prouvé que

Ia+1)

(2k + 1)o+1”

400
Z {io )" = lIfll2 =

Iballg

19. D’aprés la question précédente

N
(fio b
Z i = I,
N 2 ||¢n||

et d’apreés la question 7.

N 2
Z % _ ||fk||§ —fe — TtN(fk)Hi,
k=0 o

par conséquent [ lmy o0 1fx = TIn(fidlle =0 ]
20. Soit € > 0.

Par définition de la limite d’une suite, il existe N, € N tel que pour tout entier

N2 No [Ifie = in(fidlla S e
Il suffit de prendre P = my (fi), alors p € Vy, € 2, et [|fiy —Plly <€

Soit f : [0,+00[ — R une fonction continue tendant vers 0 en +oo.
On admet que f €E,.

21. Soit € > 0.

La fonction g : [0,1] = R, ¢t — )
sit=0

{f(—ln t) site]o,1]
0 est

w= continue sur ]0 ; 1] comme composée de — In qui est continue sur ]0 ; 1],
a valeurs dans [0 ; +oo[, par f qui est continue sur [0 ; +oo[ ;

w et vérifie }1_1)% g(t)= TEI—POO f(T)=

Donc g est continue sur [0 ; 1].

Soit ¢; > 0. D’aprés le résultat admis, il existe alors n € N et (Ag,...,A,) € R",
tels que

VvVt €[0,1],

g(t)—katk

k=0

17474
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L’application x — e~ est continue sur [0, +o00[ et elle est & valeurs dans ]0,1].
On en déduit, pour tout x >0 :

Flx) - Zn]xke—kx

k=0

i 2
<y, puis : (f(x) _Zkkfk(x)) <ef.

k=0

D'ou :

n +00 n 2
f- Zxkfk = J x%e ™™ (f(x) - Zxkfk(x)) dx < e2T(a+ 1).
k=0 a YO k=0

Finalement le choix &, =,/ —°  assure [ I'existence de n € N et de ]
I(a+1)
[ (Ao, .-->Ap) tels que : ]

n
F=D M| <e
k=0 a
22. Soit £ > 0.
D’aprés la question précédente, il existe n € N et (A,...,A,) tels que
n
= Mde| <e/2.
k=0 a

D’aprés la question 20., pour tout €; > 0 et pour tout k € [[0 n] il existe
px € P tel que ||ff — pk”a < g1 ; en particulier pour g; =

2(1+Z |xk|)
k=0
n
Posons p = Y Apk. Alors
k=0
If = plle < |f =D Mfi]| +[ D Mlfe—p)|| <e/2+ D Igler <e.
k=0 o |[k=0 o k=0

23. Considérons, sur [0, +oo[, la fonction f : x — h(ﬁ)eg. Il est clair que f €E,.

ae
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Soit £ > 0.
D’aprés la question précédente il existe p; € @ tel que : ||f — pill, < e.
Or

+00

If = pall? = f x%e™* (h(v/x)ed — py(x))” dx
O+OO
:J x¢ (h(ﬁ)—e_gpl(x))zdx.
0

La fonction x — +/x est une bijection de classe %, strictement croissante, de
10, +o0o[ dans lui-méme, on obtient alors, & I'aide du changement de variable

u=4x:
IIf —P1||§=ZJ
0
1.

Cette égalité est vraie pour tout a > —1, en particulier pour a = — 5

If =pill*, =2J
2 0

Soit p la fonction polynomiale définie sur R par p(u) = p; (u?).

+00

u? 2
T (h(u) — e_7p1(u2)) du.

+00

h(u) — e_%pl(uz) ’ du.
( )

uZ
Alors la fonction u — h(u) — e™ 2 p(u) est paire et

+00 2 2
||f_P1||2_ :J (h(u)—e_?p(u)) du.

1
2 -0

Ainsi | il existe une fonction polynomiale p : R — R telle que : ]

‘ Jm (h(u) - e—“fp(u))zdu <.
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