Exercices du chapitre 20. Fonctions vectorielles

Révisions de PCSI

Exercice 20.1 - (avec la définition de la dérivabilité)

Déterminer toutes les fonctions f : R — C dérivables en 0 pour lesquelles il existe
ke R\ {—1,0,1} vérifiant : Vx € R, f(kx) = kf (x).

Exercice 20.2
1

Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction x — it
Préciser I'allure de sa courbe au voisinage du point d’abscisse 0.

Exercice 20.3
En raisonnant par 'absurde et en utilisant le théoréme de Rolle, montrer que le
polyndme P = X" + aX+ b (a et b sont deux réels, et n > 2) admet au plus trois
racines réelles.

Exercice 20.4 — Théoréme de Rolle sur un intervalle non borné

1. Sur [a,+oo[ : soit a un réel et g une fonction continue sur I'intervalle [a, +oo[,
dérivable sur I'intervalle ]a, +oo[ et qui vérifie g(a) =0 et lirf glx)=0.
X—T00

(@) On considere la fonction G définie sur [0,1] par G(x) = g(% +a—1)si
x € ]0; 1], et G(0) = 0. Montrer que G est continue sur [0,1] et dérivable
sur ]0,1[.
(b) Montrer que G’ s’annule en un point de ]0,1[.
(c) En déduire qu'il existe ¢ € ]a,+oo[, tel que g’(c) = 0.
2. Sur R : soit f une fonction dérivable sur R qui admet la méme limite finie
en —oo et +00. En étudiant la fonction f o tan sur ]—m/2, 7/2[, montrer qu’il
existe ¢ € R tel que f’(c) =0.

Exercice 20.5 — (*)

Déterminer toutes les fonctions f : R — C de classe ¢! vérifiant la propriété

V0o, y) €R?, flx+y)=f0)+F) = FOF ().

(mis a jour le 14 mars 2025)
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Exercice 20.6 — Dérivée nulle pour une fonction non constante
On consideére la fonction ¢ définie sur R* par ¢(x) = arctan(x) + arctan(1/x).
1. Montrer que ¢ est dérivable sur R* et calculer sa dérivée.

2. En déduire la valeur de arctan(x) + arctan(1/x) pour tout réel x non-nul.

Exercice 20.7 — (*)
Soit f :]0 ; 1[ — R deux fois dérivable telle que f(0) = f(1) =0 et
Vx €]0,1[, f"(x)+2f'(x)+ f(x)>0.

Démontrer que f est négative sur [0,1]. (On pourra s’intéresser a f x exp.)

Exercice 20.8 — Dérivées successives
Pour tout n € N*, calculer la dérivée n-eme de la fonction g, définie sur ]J0 ; +oo[
par g,(x) = x""tel/x,

Exercice 20.9

Montrer que la fonction ci-dessous est de classe ¢! sur ]—1 ; 1[, et donner l'ex-
pression de sa dérivée :

1 in(0
x-—>—Eln(x2—2cos(9)x+1)+iarctan( xsin(9) )

1—xcos(0)

Exercice 20.10 — (*)

1. Résoudre selon les valeurs du réel A ’équation AX = B, ot

= (3) 2= () en- (1 )

2. Soit A € R. Déterminer toutes les fonctions réelles f dérivables sur R telles que

Vi, y)€R?, f(y)—Ff(x)=(y —x)f ' (Ax+ (1= N)y).
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Programme de PC

Exercice 20.11 — Dérivées successives : polynémes d’Hermite

1. Soit f : x — e™*", montrer qu'il existe une unique suite de polynémes (Hy)nen

telle que VxeR, fM(x)= e_szn(x).

2. Trouver une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 entre les termes de la

suite (H,),.en- (On pourra utiliser la formule de dérivation de Leibniz.)
400

3. Montrer que (P,Q) — P(t)Q(t)e_tzd t est un produit scalaire sur R[X], et

—00
que la suite (H,), oy est une base orthogonale de R[X].

(On pourra montrer que deg(H,,) = n, puis que pour tout polynéme P et

tout n €N, (P|H,) = (P™ |H,).)

Exercice 20.12

Soient I un intervalle de R, a; et a, appartenant & I, et f : I — R une fonction
de classe ¢! sur I telle que la famille (f(a;), f (a,)) est libre. Démontrer qu'il existe

c €1 pour lequel f'(c) € Vect(f(ay), f (ay)).

Exercice 20.13

Soient a et b deux réels vérifiant a < b, et f : [a ; b] — R" une application continue

sur [a ; b] et dérivable sur Ja ; b[.

A l'aide de I'application t — (f(b) — f(a) | f(t)), ot (- | -) désigne un produit sca-

laire dans R", montrer qu’il existe ¢ € Ja ; b[ vérifiant

If (0) = f(@ll < (b= a) || £ -

Exercice 20.14
u(b) v(db) w(b)
Soient u, v,w dans ¢2%([a ; b],R) vérifiant {u(a) v(a) w(a)|=0.
u'(a) v(a) w'(a)
u(b) v(b) w(bd)
Montrer qu’il existe un réel ¢ € ]a ; b[ qui vérifie |u(a) v(a) w(a)|=0.
u//(C) V//(C) W//(C)

LV4
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Exercice 20.15
Calculer pour tout réel x, par dérivation, le déterminant

1 cos(x) sin(x)
Dy(x)=1|1 cos(x+a) sin(x+a)l.
1 cos(x+b) sin(x+ b)

Systémes différentiels linéaires

Exercice 20.16

1 0 2
1. Justifier sans calculque A= [ 0 1 0 | est diagonalisable.
2 x'=x+2z
2. Diagonaliser A, puis résoudre le systeme différentiel { y' =y
2 =2x+z
Exercice 20.17
X' =x+4+2y+z
Résoudre le systeme différentiel : { y =y+z
2/ =—y+3z
Exercice 20.18
1 2 -1 1+ 4t — 6t>
Résoudre X = AX+B(t),ouA=| 2 4 —2|,etB:t— | —2t—12t>
-1 -2 1 1+ 6t2

Exercice 20.19

. . eea x' =2tx —y+ tcos(t)
On consideére le systeme différentiel (E) : { ' = x+ 2ty + tsin(t)

1. Déterminer l’ensernblze des solutions du2 systtme homogeéne associé (H) en
posant u(t) = x(t)e™" et v(t) = y(t)e "

2. Rechercher une solution de (E) sous la forme X = a;X; +a,X,, ot a; et a, sont
de classe %! sur R, et X;, X, sont solutions de (H).

3. Donner toutes les solutions de (E).
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Probléeme 20.20 — (D’aprés E3A PSI)

Soit (E;) I'équation différentielle y©®) = y.
1. Soit f une solution a valeurs complexes de cette équation.

(a) Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre (E,) véri-
fiee par la fonction : g = f + f/ + f”.

(b) Résoudre I'équation (E,).

(c) En déduire I'’ensemble des solutions a valeurs complexes de I'équation (E;).

2. On consideére le systeme différentiel (S) a coefficients constants :

010 x(t)
(S): X' =AX,00A=|0 0 1|e#(CetX:t— | y(t) | e.#C).
100 z(t)

(@) La matrice A est-elle diagonalisable dans .#5(C) ? dans .#5(R)?

(b) Résoudre le systeme (S).

(c) Retrouver alors par cette méthode les solutions de 1’'équation (E; ) obtenues
a la question 1.(c).

x3n

(3n)!"

3. On considére la série entiere réelle Z
n=0
(@) Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére.
+00 3n
On note alors, lorsque cela existe, @(x) = Z Gl
n)!
n=0

(b) Justifier que ¢ est de classe € sur R.
(c) Déterminer les développements en série entiere de ¢’, ¢”, ¢ puis &)
pour tout k € N.

(d) Montrer que le systéme ci-dessous d’inconnues a, b, ¢ admet une unique
solution que I'on précisera :

a +jb +j*c =0

{a +b +c =1
a +i’b +jc =0

En déduire une expression de y n’utilisant que des fonctions usuelles a
valeurs réelles.
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Une correction de 'exercice 20.1 énonce
(i) Tout d’abord, on remarque que f(0) = f(k x 0) = k x f(0), donc (1 —k)f(0) =0, et
comme k#1, f(0)=0

(ii) Pour tout réel x, et tout entier naturel n, on montre par récurrence que
1 1
FO0) = o f () =K' (k—x) .

(iij Comme f est dérivable en 0, alors

—f(0
i SO0 FO)_ g,

donc :

= si|k| <1, alors liT k™ =0, d’ol1 par composition des limites, pour tout réel x # 0,
n—-+0oo

F) = 5 f (k) =x x

kn
AL N

n—>+oo

w si|k| > 1, alors 1irjp ki =0, d’ol1 par composition des limites, pour tout réel x # 0,
n—-+0o

1
f(X)Z knf (%X) =X X f (];HX) —>—+oo>x Xf/(o)

n
k"x

(iv) Ainsi| pour tout réel x non nul, f(x) = f’(0)x (et ceci est aussi vrai pour
x =0).

On conclut en affirmant que les fonctions f : R — C dérivables en 0 pour lesquelles il existe
k € R\ {—1,0,1} vérifiant : Vx € R, f(kx) = kf(x) sont les applications linéaires x — ax
de R dans R.

STk
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Une correction de I’exercice 20.2 énoncé

D)

w [ ‘expression proposée de la fonction (notons-la f) ne permet pas de

calculer f(0), donc f n’est pas définie en 0. L’exercice revient donc a
étudier la possibilité de prolonger f par continuité en 0, puis d’étudier
la dérivabilité de ce prolongement.

w Pour préciser 'allure de sa courbe au voisinage du point d’abscisse 0,

il va nous falloir un terme de plus au dela de la partie de degré 1 du
développement limité.

= Pour tout réel x non-nul,

D)

2 1_2x—e2x+1

-1 x  x(e>-1)

Pour répondre a la question, il nous faut un développement limité final
d’ordre au moins 2, mais on constate que le dénominateur x(e** — 1) est
équivalent a x x 2x = 2x2, donc une des étapes du calcul devra consister
a simplifier le développement limité du numérateur par x2, ce qui fera
chuter son ordre de 2. En conséquence de tout cela, je vous annonce so-
lennellement qu’il nous faut développer numérateur et dénominateur
a l'ordre au moins 4.

Prévoir tout cela demande de la pratique, I’éléve imprévoyant se conten-
tera de recommencer plusieurs fois ses calculs jusqu’a ce qu’ils lui four-
nissent un résultat suffisant. En effet, faisant moi-méme ce calcul, plein
d’auto-suffisance comme a 'accoutumée, je me suis rendu compte en
touchant au but que méme I’ordre 4 ne suffit pas car les termes de de-
gré 2 péniblement collectés ont la désastreuse idée de s’éliminer (« La
barbe ! » m’écriai-je, comme nos amis les débonnaires talibans, que je salue
s’ils me lisent). J’ai du revenir sur mes pas et rajouter un terme d’ordre
5 au départ des calculs.

w Tout d’abord, quand x tend vers 0,

2x —e* +1

1 1 1 1
=2x — (1 +(2x)+ 5(2x)2 + 6(2x)3 + 2—4(2x)4 + —(2x)° + o((2x)5)) +1

120
4 2

4
=-2x?— §x3 — —x"— —=x>+o(x”)

3 15
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et d’autre part,

x (¥ —1) =xx ((ZX) 1@+ H(20 20 o((zx)‘*))

4 2
=2x*+2x3 + §x4 + gxs +o0(x>)

. Alinsi,

2_4,3_2.4_ 4.5 5
2x —e2X 41 —2x% = 3x7 = 3x" = =x7 +o(x”)

x(e¥ —1) x=0 2x242x3+ I+ 2x5 4 0(x%)

2 2 1.2 2.3 3
—2Xx (1+§X+§X +EX +O(X ))

=0 2x2(1+x + 2x? + 1x% + 0(x?))

1424 ix?y 2y (x*)
= — —X —X —X o(x
0 37 '3 15

— = 2,2_ 1.3 3
1 [ x—35x*—3x +o(x )]
Quand x tend vers 0,

2 1
. %2 .3 3y =
)lclil‘(l)[ X 3x 3x +o(x )] 0,
donc on peut utiliser le développement limité ﬁ =1+0+0%+ 0%+ o(0®) quand O
tend vers 0. On obtient alors

1 2 1

— v -2 .3 3
]x:0(1+|: x 3x 3x +o(x )}

1- [—x —2x2 = 2x3 +o(x®)

2 1 2
+ [—x — gxz — §x3 + o(xg)]

2 1 3
+ |:—x - §x2 — §x3 + o(xB)}

3
+o ([—x - %xz - %xg +o(x3)] ))

= 1—x+%x2+o(x3),

x—0

@Nole
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donc

2x —e?X +1 (

2 1,,2 3 3
X@ —1) o 1+ —x+-x“+—x"4+o(x’) | x|1—x+ x +o( )

3 3 15

— 1 1 1 (3)
o +3x Ex +o(x

= On conclut donc que

2 ! 1+ ~ 3 4 o(x)
- = -1+ -x——x>+o(x
e _1  xx20 3 45

et je vous laisse les déductions d’usage, en m’attardant sur le fait que f(x)—(-1+1 x) ~

—4—5x3 donc que la courbe de f est localement au dessus de la tangente a gauche du

point (0,—1), et en dessous a droite de ce point.

Une correction de l’exercice 20.3 énoncé
On raisonne par 'absurde :

w= supposons que P posséde (au moins) quatre racines réelles distinctes que I'on notera
X1, X4, X3, X4 dans I'ordre croissant.

= Pour tout i € {1,2,3}, P, est une fonction polynomiale, elle est donc continue sur
[x;,x;,1] et dérivable sur chaque intervalle ]x;, x;,;[. Comme de plus P,(x;) = P(x;,1) =
0, le théoréme de Rolle nous permet d’affirmer qu'il existe y; € Jx;, x;,1[ qui vérifie
P (y)=0

= On obtient trois réels y;, y,, y5 distincts (car y; < x5 < y, < X3 < ¥3) qui annulent P’.

w [l suffit alors de réitérer le méme raisonnement sur P/, qui est encore continue et dérivable
sur R, pour obtenir deux racines réelles distinctes pour P”.
Or P”(X) = n(n — 1)X"~2, donc la seule racine possible de P est 0, autrement dit P”
admet au plus une seule racine.

= On obtient donc une contradiction, ce qui nous permet de conclure que P admet au plus
trois racines réelles distinctes.

Une correction de l'exercice 20.4 énoncé
1. (a) > Sur]O,l],G=gouof1u:x»—>%+a—1.

u est continue sur ]0,1],

u(]10; 1]) = [a,+ool[, donc [ G = g ou est continue sur ]0,1] .

g est continue sur [a, +oo[,
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= En 0,

limG = lim g(f +a—-1)= lim g(O)=0=G(0).
ot x—0t x O—+o00

ainsi G est continue en 0 ]

Donc [ G est continue sur [0, 1] ]

= Puis comme pour la continuité
u est dérivable sur ]0,1[,
u(]0; 1) =1]a, +ool, donc[ G = g ou est dérivable sur ]0,1[ ]
g est dérivable sur Ja, +oo[,
avec pour tout x € ]0 ; 1,

/ 1 / 1
Gix——-——5xg|(-+a-1].
x x
(b) On peut donc appliquer le théoréme de Rolle & G sur [0, 1], qui nous donne |’exis-
tence d'un réel a € 10, 1[ tel que G'(a) = 0, c’est-a-dire tel que
11
——g'(=+a-1)=0
a a

d’ou

g'(c)=0 avecc=i+a—1e la, +oo[.

2. la fonction tan est dérivable sur ]—m/2, 7/2[ & valeurs dans R, et f est dérivable sur
R, donc

[ f otan est dérivable (et continue) sur ]—m/2, 7/2[ ]

De plus f a une limite finie, que 'on note £, en +o0o0, donc comme

lim tan(t)=-ooet lim tan(t)=+oo,
t——m/2% t—om/2”

on en déduit par composition des limites que
lim (fotan)(t)=£fet lim (fotan)(t)=~«{.
t——m/2% t—+m/27
On en déduit que I'on peut prolonger par f o tan en la fonction

G f(tan(t)), sixe ]-m/2,m/2],
e L, six=—-m/2o0oux=m/2,

qui est | continue sur [—g ;

ISIE}

]

STk
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Cette fonction G remplit toutes les conditions du théoréme de Rolle sur [—1/2, /2],
on en déduit qu’il existe un réel a € ]—n/2, m/2[ qui vérifie G'(a) = 0, c’est-a-dire

(f otan)'(a) =0
<= f’(tan(a)) x (1 +tan?*(a)) =0
d’ou f’(tan(a)) = 0.
On obtient bien [ f’(c) =0 avec ¢ = tan(a) ]

Une correction de l'exercice 20.5 énoncé
1. Tout d’abord pour x =y =0, f(0)(1 —f(0))=0donc f(0)=0o0u f(0)=1;

2. pour y =0, on a pour tout réel x, f(0)(1 — f(x)) =0, donc si f(0) =1, alors f est la
fonction constante égale a 1, et est vérifie bien la propriété.

3. Supposons a présent que f(0) =0.
Dérivons I'égalité par rapport a x, on obtient pour tout (x, y) € R?,

fle+y)=Ff)A-Ff).
Pour tout réel t, en prenant x =0 et y = t, on en déduit que
/() =—f'(0)f () + £(0).

Donc, en notant a = f/(0), f est solution de I'équation différentielle y’ = —ay + a,
donc il existe un réel K tel que

VteR, f(t)=1+Ke .

II suffit de se souvenir que f(0) =0 pour obtenir K= —1.

4. On conclut, aprés avoir vérifié que ces fonctions sont bien solution, que les solutions
sont les fonctions de la forme t — 1 —e™% ol a est un réel quelconque.

Une correction de 'exercice 20.6 enoncé
1. inv: x — 1/x est dérivable sur R* et arctan est dérivable sur R donc arctanoinv: x —
arctan(1/x) est dérivable sur R*, et par conséquent ¢ est dérivable sur R*.
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Pour tout x € R¥,
¢’(x) = arctan’(x) + [arctan o inv]’(x)

1
= +arctan’(1/x) x inv/(x
1552 (1/x) (x)

1 + 1 ( 1 )
= X _——
1+x%  14(1)2 x?2
X
1 1
S 14x2 x241
2. On sait qu'une fonction dérivable dont la dérivée est nulle sur un intervalle est
constante sur cet intervalle, par conséquent ¢ est constante sur les intervalles ]—o0, 0[
et sur ]0,+oo[.
Or p(1)=2arctan(1) =2 X /4 = 1t/2, et de méme p(—1) = —1/2 donc

1 I six>0;
= = —_— = 2, ’
@(x) = @(x) = arctan(x) + arctan (x) { _g} six<0:

Une correction de 'exercice 20.7 enoncé
Notons g la fonction définie sur ]O ; 1[ par g(x) = f(x)e*.

Par les hypothéses sur f, g(0) = g(1) =0, et g est aussi deux fois dérivable sur ]0 ; 1[, la
formule de Leibniz nous donnant g”(x) = (f”(x) +2f'(x) + f(x))e*.

Donc, encore par hypothése sur f, g” est positive sur ]0 ; 1[, ce qui prouve que g est
convexe sur [0 ; 1].

On en déduit que sa courbe passe en dessous de sa corde entre les points d’abscisse 0 et
1, corde qui n’est autre que I'axe des abscisses.

Donc g est négative sur ]0 ; 1[, et par conséquent f aussi.

. J

Une correction de l'exercice 20.8 énoncé

= Tout d’abord, la fonction g, est € sur R*, comme produit de x — x"~!, polynomiale
donc €% sur R, par la composée de x — %, qui est de classe € sur R*, par exp qui
est €% sur R.

= On cherche une expression pour (gn)(”).
Par quelques calculs, on constate que pour n € {1,2,3},

D" .
(gn)(n) X xntl €x.

Supposons que ceci est vrai pour tout un n € N*, et montrons que cette formule est

a%e
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encore valable au rang n+ 1.
Soit x € R*, rappelons que idy : x — x, alors
1 .
Sni1(x) =x"exr =x X g,(x) = (idg xg,)(x)
d’oli avec la formule de Leibniz :

(gn41) D) = (idp xg,) "V (x)

n+1
-E](nzl)l&”wﬂx(ga“+l“(x)

= x % ()" V() + (n+1) x 1 x (g)"(x)
=X X ((gn)("))/(x) +(n+1) x 1x(g,)™(x)
=X X d (ﬂ i) +(n+1) (( 1)ne ) (par hypothése

dx n+1 n+1 de récurrence)
—(n+1) . (=" 1 (=D" .
—xx (e + o (=) ¢ ) e (e
(n+1) + (D" . (="
— el + et ) (e

(_ 1)n+1
= xn+2

ex C.Q.F.D

Une correction de 'exercice 20.9 énoncé
w @ La fonction

u:x—x>—2cos(0)x+1= (x - eie) (x — e*ie) = (x — cos(0))? + sin?(0)

est de classe € sur |-1 ; 1],
® u est aussi strictement positive sur ]—1 ; 1[, ¢’est-a-dire u(]—1 ; 1[) € ]0 ; +oo[, car
si sin® =0, alors cos® = +1, donc comme x € ]—1 ; 1[, (x — cos(0))? > 0.
® La fonction In est € sur 10 ; +oo[, donc a fortiori sur u(]—1 ; 1[).
Par conséquent, on peut affirmer que Inou : x — In (xz —2cos(0)x + 1) est définie et
€ sur |—1; 1[.
w= Pourtout x €]—1;1[,0<1—|x| <|1—xcos(0),

on rappelle la deuxiéme inégalité triangulaire :

4

|M—wﬂsm—m
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x sin(0)
1—xcos(0)
teur ne s’annule pas, c’est donc une fonction € sur ]—1 ; 1[.

Ainsi x — arctan { X80
1—x cos(0)

donc x — est le rapport de deux fonctions €* sur ]—1 ; 1[ dont le dénomina-

) est définie et €™ sur ]—1 ; 1[ car arctan est € sur R.

= On peut donc conclure que

1 in(6
g:x—>—Eln(x2—2cos(6)x+1)+iarctan( xsin(9) )

1 —xcos(6)

est une fonction définie et € sur ]—1 ; 1[.

w Pour tout x € ]-1 ; 1[, la dérivée de cette fonction a pour expression

d ( x sin(0) )
, 1 2x — 2cos(0) . dx \ T—xcos(8)
glx)=—=x 5 X —
2 x?—2cos(0)x+1 1 ( xsin(6) )
+ [ NP
1—x cos(0)
( sin(0)x(1—x cos(0))—x sin(0)x(— cos(H))
_ cos(B) — x +ix (1—x cos(6))?
T x2—2cos(8)x+1 (1—x cos(6))*+(x sin(6))>
(1—x cos(0))?
cos(B) — x ) sin(0)
=2 +1X 2 : 2
x?—2cos(0)x+1 (1 —xcos(0))”+ (xsin(0))
cos(B) — x ) sin(0)
= 1 X
x2—2cos(0)x +1 x2—2cos(B)x +1
e® —x
T x2_ 2cos(0)x+1"
Une correction de l’exercice 20.10 énoncé

1. det(A)=2A%2—(1-2A)* =21 -1, donc

- si A F# %, A est inversible, d’inverse

1 A -(1-2)
27\—1(—(1—1) A )

donc I'équation AX = B se résout en

X=A-lB = 1 Aa—(1—-A)b
- Toxv—1\—-(1—=AN)a+Arb )’

a%e
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- ogi A= %, AX =B est le systéeme

l(x+y):a
(x+y)=b

2
qui

® sia # b, n’a pas de solution ;
® sia= b, a pour ensemble des solutions la droite d’équation x + y = 2a, c’est-a-

dire les vecteurs
X = 2a—y\ (2a -1 R

2. Soit L €R et f une fonction dérivable sur R telle que

Vi, y)E€R?, F(y) =)=y —x)f (hx + (1 =M)y).

Alors pour x # y,

Ot (1) = L))
y—x
ot FO +(1— 2y~ TEI=I)_FI=F )
xX—-y y—x

=f'(x+1-2)y) (B),

cette égalité restant vraie pour x = y.

w= | Dans le cas ot A # %, montrons que f’ est constante. Prenons deux réels a < b,

montrons que f'(a) = f'(b).
D’aprés la question 1, il suffit de (et il faut) prendre

x _A-lp— 1 Ara—(1-A)b
(y)_ Toa—1 —(1—7»)a+7\b)’

pour avoir

a=Ax+(1-A)y

AX =B, c’est-a-dire {b —(1-M)x+ Ay

et par conséquent f’(a) = f’(b) d’aprés I'égalité (E).
Ainsi, f’ est constante sur R, donc f est une fonction affine, autrement dit polyno-
miale de degré 1, de la forme f : t — at +p.
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@Nole

On vérifie bien que pour tout (x,y) € R?

fO)-fx)=aly —x)
(y =0)f 'x + (1 =N)y) = aly —x),

pour conclure que

~

pour tout A €R\ {%}, les fonctions réelles f dérivables sur R telles que

Vi, y) R, f(y)—f0) =y —x)f Ox+(1-2)y)

sont les fonctions affines.

SiA= %, alors

Vi, y) R, F()—fx)=(y —x)f (3(x+)).

® Prenons un réel t, et pour avoir t = %(x + y), on prend un réel x quelconque,

et y =2t —x, ainsi

V(t,x)€R?, f(2t—x)—f(x)=2(t —x)f'(t).

ft=x)—f(x) L.
e et dérivable sur R \ {x}

comme rapport de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.
Par conséquent f’ est dérivable sur R\ {x}, et comme on a prouvé ceci pour tout
réel x, on conclut que f’ est dérivable sur R, donc que f est deux fois dérivable
sur R.

Mais pour x fixé, la fonction t — f'(t) =

On dérive par rapport a t dans I'égalité
V(t,x) € R?, f(2t —x) = f(x)=2(t —x)f(0),
pour obtenir
V(t,x) €R?, 2f'(2t —x) = 2f'(t) +2(t — x)f"(t),
d’oti pour t =0, et en remplacant x par —x,
Vx €R?, f'(x)=f'(0)+2xf"(0),

donc f’ est une fonction affine, c’est-a-dire polynomiale de degré 1, d’ou

’ f est une fonction polynomiale de degré 2 ]
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® Réciproquement, si f = aX? + X + v, alors pour tout (x,y) € R?,

FO) = F)=aly*—x*) +B(y - x)
=(y —x)(alx+y)+p)
= x)f Glx+y) =y —x) (203 (x+y)+B)
=(y —x)(alx+y)+p)
=f(y) - f(x).

® On peut ainsi conclure que

les fonctions réelles f dérivables sur R telles que

Vo, y) €R?, f(3) = f(x) = = x)f ' (5(x+¥))

sont les fonctions polynomiales de degré 2.

[« J

Une correction de 'exercice 20.11 enoncé
1. On procéde par récurrence, avec Hy = 1, puis

, , , (par hypothése de récur-
FOD(x) = (f(")) (x)= [e_" Hn(x)] rence, et avec abus de nota-
tion)

=—2x xe ™ xH(x)+e ™ x H/ (x)
= e (—2xH,(x) + H,(x))
d’oti le résultat voulu en prenant pour tout n € N H,; = —2XH, +H;.
2. On sait que pour tout réel x,
F(x)=—2xe™ = —2x x f(x),
donc f'=uxf (otiu;x— —2x)

donc en appliquant la formule de Leibniz (de dérivation d’un produit), pour tout n € N,
et tout réel x,

f(n+2)(x) _ (f/)(nﬂ) (x) = (u % f)(n+1)(x)

n+1

=3 ("0 x s
k=0 k

= —2xf " (x) - 2(n + 1)f M (x),
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donc

Hya(x) = € F D (x) = —2xe™ f () = 2(n + 1)e* f M (x)
= —2xH, () — 2(n + DH,(x),

ce qui nous donne la relation de récurrence voulue.

3. -

@Nole

D’une part si on suppose qu’au rang n € N, deg(H,,) = n et deg(H,,,) =n+1, ce
qui est vrai pour n = 0, alors le polyndéme

Hn+1 = _ZXHn+1 - 2(1’1 + 1)Hn:

est de degré n+ 2 comme somme de —2XH,,,; qui est de degré n+2, et de —2(n+
1)H,, de degré n.

Donc par récurrence, pour tout n € N, deg(H,,) = n.

D’autre part, supposons de nouveau qu’'au rang n € N, pour tout polyndme P €

R[X], (P|H,) = (-1)" <P(“) | H0>, ce qui est vrai au rang n = 0.
Alors pour tout polyndéme P € R[X],
(P|Hpyq) = <P | —2XH, + H;> (d’aprés la question 1)
= (P| —2XH,) + (P | H,).
Mais

+00

(P| —2XH,) = J P(OH, (£)(—2te~)d ¢

oo
zf P(O)H,(t)f'(t)dt.

Or t — P(t)H,(t) et f sont €' sur R, et par croissances comparées P(t)H,(t)f (t)
tend vers 0 en %00, donc par une intégration par parties

400
(P| —2XH,) = - (J (PH,) (0)f () t)

—00

+00
=- ( J (PHH)’(t)f(t)dr)

=—(P'|H,) - (P|H,).
Ainsi il reste

<P | Hn+1> =- <P/ | Hn)
d’ol grace a 'hypothése de récurrence appliquée a P/,

(P|Hypr) = —(=1)" ((P)™ | Ho) = (=1)"* (P | Hy), c.qF.D.
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= Ainsi pour tout (p,q) € N2, si p < g, alors

(H, |H,) = (HY | H,)
=0 (car deg(H,)=p <q)

ce qui prouve que la famille (H,),cy est orthogonale.

w= @ Tout d’abord la famille (H,,),cy est orthogonale et formée de polyndmes non
nuls, donc elle est libre.

® Pour tout polynéme P de R[X], soit N un entier tel que N > deg(P), alors
> H,,...,Hy € Ry[X];
- la famille (H,,...,Hy) est libre;
> elle est de cardinal N+ 1, et dim(Ry[X])=N+1,

donc (Hy,...,Hy) est une base de Ry[X].

Ainsi P € Vect(H,, . ..,Hy) € Vect ((H,),en) -
On a donc établi que R[X] < Vect ((H,),ey), et 'inclusion réciproque est évi-
dente, donc (H,,),,c est une famille génératrice de R[X].

@ la famille (H,,),cy est orthogonale, libre, et génératrice de R[X], c’est donc une
base orthogonale de R[X].

\ J

Une correction de ’exercice 20.12 énonce

La fonction L : X — det 4 (X, f (a;), f (a,)) est une forme linéaire sur R3, et f € €1(I,R®).
Donc par composition, 'application de I dans R

¢ =Lof:x— det(f(x),f(ar), f(ar))

est ¢! sur I de dérivée ¢’ : x — (Lo f')(x) =detg (f'(x), f(ar), f (ay)).

De plus ¢(a;) = ¢(a,) = 0, donc par le théoréme de Rolle, il existe ¢ entre a; et a,, donc
dans I, tel que ¢’(c) = 0, autrement dit detg, (f’(c), f (a1), f(ay)) =0.

Ainsi la famille (f'(¢c), f(a;), f (a,)) est liée, et comme (f(a;), f(a,)) est libre, on peut af-
firmer que f'(c) € Vect (f (ay), f (ay)).

. J

Une correction de 'exercice 20.13 enonce
L’application L : X — (f(b) — f (a)|X) est linéaire, donc ¢ =Lo f, qui va de [a ; b] dans R,
conserve la continuité de f sur [a ; b] et la dérivabilité de f sur Ja ; b[, avec en plus

Veela; b, ¢'(t)=Lof"=(f(b)—f(aIf'(1).

Cette application  vérifie les conditions du théoréme des accroissements finis, donc il existe
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c€la; bl tel que v'(c) = W, ce qui donne

(f(b) — f(@If (b)) = (f (b) — f(a)If (a))

(fF(D) = f(@If () =

b—a
d’oli 2
b) —
(F0) - flal () = LSO,

Puis l'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine que

IIf (B) = f (@I
a

L <) - f@l % @)

dont on déduit I'inégalité voulue.

Une correction de l’exercice 20.14 énonce

w= Comme le déterminant d’un matrice est linéaire par rapport a chaque colonne, et donc
par rapport a chaque ligne par transposition, on peut affirmer que 'application L de R®
dans R définie par

u(b) v(b) w(b)
u(a) v(a) w(a)

x y Z

L(x,y,2)=

est linéaire.
Ainsi comme u,v,w sont de classe 62 sur [a ; b] & valeurs dans R, alors la fonction
¢ = (u,v,w) est €2 sur [a ; b] a valeurs dans R3, et par conséquent, I'application

u(b) v(b) w(b)
u(a) v(a) w(a)
u(t) v(t) w(t)

f:]_,ogp;t-—>

est de classe €2 sur [a ; b] & valeurs dans R, avec en particulier pour tout t € [a ; b],

u(b) v(b) w(b)
u(a) v(a) w(a)
u(t) vI(t) wi(t)

fl=Lop) ()= (Loy) ()=

u(b) v(b) w(b)
u(a) v(a) w(a)

u”(t) V//(t) W//(t)

et f'(t)=

STk
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= Comme le déterminant d’une matrice dont deux lignes sont égales est nul, on remarque
que f(a) = f(b) =0, et f, étant €2 sur [a ; b], respecte les conditions du théoreme de
Rolle, donc il existe un réel d dans ]a ; b[ tel que f’(d) =0.

w Mais d’aprés I’énoncé

u(b) v(b) w(b)
u(a) v(a) w(a)| =0,
u'(a) v'(a) w'(a)

autrement dit f’(a) = 0.

Ainsi f’ s’annule en a et en d, avec a < d, et comme f est de classe 62 sur [a ; b],
I'application f’ est continue sur [a ; b] et dérivable sur ]a ; b[, donc on peut de nouveau
appliquer le théoréme de Rolle a f’ entre a et d, ce qui nous donne I'existence de
c€la;d[c la; b[ tel que f”(c) =0, c’est-a-dire

u(b) v(b) w(b)
u(a) v(a) w(a)|=0, cq.F.D.
u”(c) V”(C) W//(C)

Une correction de l'exercice 20.15 énoncé
cos(x) sin(x)
Les fonctions u : x — | cos(x +a) |, et v:x — | sin(x+a) | sont dérivables sur R, car
cos(x + b) sin(x + b)

ce sont des fonctions vectorielles dont les coordonnées sont dérivables sur R.
Ainsi, par la multilinéarité du déterminant, la fonction

1 cos(x) sin(x)
D:x— |1 cos(x+a) sin(x+a)
1 cos(x+b) sin(x+b)

est aussi dérivable, avec pour tout réel x :

1 —sin(x) sin(x) 1 cos(x) cos(x)
D'(x)={1 —sin(x+a) sin(x+a)|+|1 cos(x+a) cos(x+a)
1 —sin(x+b) sin(x+ b) 1 cos(x+b) cos(x+Db)

=0+0=0.
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Donc D est constante sur R, égale a

1 1 0 1 1 0
D(0)=|1 cos(a) sin(a)|L, <L, —L;=|0 cos(a)—1 sin(a)
1 cos(b) sin(b)|Ly«—L;—L; |0 cos(b)—1 sin(b)
= (cos(a) — 1) sin(b) — (cos(b) — 1) sin(a)
= cos(a) sin(b) — cos(b)sin(a) — sin(b) + sin(a)
=sin(b — a) — sin(b) + sin(a).

Par conséquent

1 cos(x) sin(x)
Vxe€R, |1 cos(x+a) sin(x+a)|=sin(b—a)—sin(b)+sin(a).
1 cos(x+b) sin(x+b)

Une correction de ’exercice 20.16 enoncé
1. (@) A est symétrique réelle donc diagonalisable.
-14+A 0 -2
(b) xa(A)=det(Al;—A)=| O —1+A 0o |
-2 0 —-1+A

En développant par rapport a la premiére ligne, on obtient, aprés factorisation :
ra=X-1DX+1DX-3).

0 1
On obtient aisément, E; = Vect 1 , E.; = Vect 0 et E; =
0 -1
1
Vect 0
1

On pose €] =(0,1,0), e, = (1,0,—1) et e; = (1,0,1).
Alors, e’ = (e, e, e5) est une base de vecteurs propres pour I'endomorphisme f
canoniquement associé a la matrice A.

x'=x+2z
2. Notons (S) le systtme { y' =y
2 =2x+z
x(t)
Posons X(t) = | y(t)
z(t)

a%e
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Alors, (S) <= X = AX.
On note P la matrice de passage de la base canonique e de R a la base ¢’.

0O 1 1
Dapresl.,p=]|1 0 O
0o -1 1
1 0 O
Et,sionposeD=|0 -1 0|, alors A=PDP L.
0O 0 3

Donc (S) <= P7'X’ =DP!X.

x,(t)
On pose alors X; =P 'X et X;(t) = | y1(t)
z(t)
x; = X
Ainsi, par linéarité de la dérivation, (S) < X’1 =DX;, &= y{ = -y
z, = 3z

On résout alors chacune des trois équations différentielles d’ordre 1 qui constituent ce

systeme.
x;(t) = ae*

Ontrouve { y;(t) = be™ " avec (a,b,c)eR>.
z(t) = ce¥t

Enfin, on détermine x, y,z en utilisant la relation X = PX;.

x(t) = be t4ce’
Onobtient : { y(t) = ae' avec (a, b,c) € R.
z2(t) = —be t4ce¥
Une correction de 'exercice 20.17 énoncé
1 2 1
w [l s’écrit sous forme matricielle X’ = AX, oli A est lamatrice | 0 1 1
0 -1 3

w= Par la méthode de son choix, on trouve que les valeurs propres de A sont 1 (valeur
propre simple) et 2 (valeur propre double).
1

On détermine comme on veut que V; = | 0 est vecteur propre associé a 1;
0
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puis que le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 est la droite vectorielle
3
engendrée par Vo, = | 1
1
En particulier, la matrice n’est pas diagonalisable puisque les ordres de multiplicité de 2
sont différents.
0
w On choisit le vecteur V; = | 0 | dans le seul but de compléter la famille libre (V;,V,)
1
en une base de R?, car il est simple de vérifier que V;, V, et V; forment une famille libre.
Puis un petit calcul nous donne AV; = —2V; 4+ V, + 2V,, donc la matrice de A (plus
précisément de I’endomorphisme canoniquement associé a A) dans cette nouvelle
baSe B = (Vl,VZ,V3) est

1 0 -2
Mat(A) = Mat(AV,,AV,,AV;)= [0 2 1 |,
# #
0o 0 2
autrement dit par la formule de changement de bases :
1 3 0 1 0 -2
A=[0 1 0|x|0 2 1 |[xp7L
01 1 0O 0 2
=P =T

= Posons Y =P !X.
La fonction vectorielle Y vérifie le systétme Y’ = TY, qu’on écrit

/
=2
v vEw vers le haut ».)

u=u-2w
{ (systéme triangulaire qui se résout « du bas
w' =2w

® Les solutions de w’ = 2w sont les fonctions w : t — ae?’, pour tout a € R;

® puis (en passant la méthode de variation de la constante), les solutions de v/ = 2v+w,
pour les fonctions w déterminées ci-dessus, sont les fonctions v : t — be?t + at et ;

enfin les solutions de u’ = u — 2w, toujours pour les fonctions w déterminées dans le
® enfin | lut de v’ 2w, t les fonct dét d 1
premier point, sont les fonctions u : t — cet — 2ae?:.

a%e
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= Pour trouver enfin la solution générale du systéme initial, il suffit de faire X = PY, soit

x(t) 1 30 cel —2ae?t
y(t) |=]1 0 1 0 (b + at)e*
2(t) 011 ae?t
ce! +(3b —2a + 3at)e*
=| (b+at)e*
(b+a+at)e*
Une correction de l'exercice 20.18 énoncé

(1) Résolution du systéme homogéne : on diagonalise (polyndme caractéristique X*(X —
6), puis sous-espaces propres) A en

1 0 -1 0 00
A=PDP!ouP=|0 1 —-2|etD=|0 O O
12 1 0 0 6
En posant X = PY,
(H): X =AX <Y =DY
Gy
< 3(C;,C,,C) RS VEER, Y(t)=| G
C3e6t
G
< 3(C;,C,,C3) ER3VEER, X(t)=PxY(t)=Px | C
C3e6t
C, — Cye®
< 3(C;,C,,C3) ER3,VEER, X(t)= C, — 2C,e%

C; +2C, + Cge®

(2) Recherche d'une solution particuliére de (E) : cherchons une solution X de (E) sous
4!

laforme X=PY, o0 Y=P 'X=| ¥,

Y3

I

X' =AX+B<= P X' =P 'APY+P !B
<Y =DY+P!B.
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Mais un rapide et infaillible calcul donne

5 -2 1
41
Pi==1-2 2 2
6{-1 —2 1
puis pour tout t € R,
4t +1
PIB()=| —2t [,
6t2
d’ou
ya(t) ya(t) 4t+1
X =AX+B&=>VeeR, | y2(t) | =D y08) | +| —2t
¥3(t) ¥3(t) 6t>

yi(t) =4t+1
S VEeR, { y,(t) =-2t
y5(8) = 6y5(t) + 6t

Rappelons encore une fois qu’il nous suffit de trouver une solution
A vectorielle Y, autrement dit une solution de chacune des trois équations

ci-dessus.

Les deux premieres équations différentielles sont élémentaires, et pour

la 3¢, je me contente de chercher une solution particuliére sous la forme

d’l{n p(l)lynéme de degré 2 (comme le second membre 6 t2) et je trouve

_1 1, .2
1s 3t te.

Il suffit de prendre :

y(t) =t+2t?

VieR, { yu(t) =-t2
__ 1 _1.,_ .2
y3(t) =—g5—3t—t

et enfin (avec X = PY) on obtient la solution de (E) suivante :

1 0 -1 t +2¢t2
X:to |0 1 —2]|x —t?
1 1 2
1 2 1 _E_Et_t
1,4 2
1%%—%t—kiﬂg
_1 2, 2
Stit—t

STk
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(3) Finalement les solutions de (E) sont les applications de la forme

ol (Cy,C,, Cy) € R3.

1 4 2
1—%+§2t+3t C, — Cge®

to | gHit+e® |+ C—2Ce™ |,
L2 C; +2C, + C4e®

J

Une correction de I’exercice 20.19

Le systeme différentiel (E) : {

x' =2tx —y+ tcos(t)
y' =x+2ty+ tsin(t)

X' = A(t)X +B(t) ol A(t) = (21t ;3) etB(t) = (tsin(t)

1. On sait déja que le systétme homogéne X' = AX correspondant est un plan vectoriel de

t cos(t))

%¢'(R,RR?) car A et B sont continues sur R.

t
Soient X : t — (;E t%) une application dérivable de R dans R?, et U: t — (

e UX(8).

Alors U est aussi une application dérivable de R dans R?, et pour tout t € R,

donc

donc

X(t) = e U(t),

X(t) =2te’U(t) + e U'(¢),

/ t2 t2y 1/ t2
X =AX<<=2te" U+e" U =Ae" U

—e’U =Ae”"U—2te"U=¢' (A—2tL,)U

0 -1
—U=(A-2t,)U= (1 0 )U

u = acos—+fsin
> I(a,B) €R?, { v’=u[5
u = acos+fsin

. . 2
ce qui est vrai pour 3(a,p) € R?, { v = asin—P cos

a pour forme matricielle :
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On vérifie alors que ces deux fonctions donnent bien une solution de

u=-v
vi=u
donc on conclut que
) 2 (acos(t)+Psin(t)) 2 (cos(t) 2 sin(t)
Xit—e (a sin(t) —fcos(t) | — ae sin(t) +pe —cos(t)

est solution de (H) sur R.

Or on sait que ce systtme homogéne (H) a pour ensemble de solutions sur R un plan
vectoriel, car A est une application continue sur R, donc on a trouvé toutes les solutions

de (H).

En conclusion, 'ensemble des solutions de (H) sur R est :

.2 [(cos(t) 2 sin(t)
Vect (t — e (sin(t))’ t—e (_ cos(t))) .

2. Soient X; et X, deux solutions de (H) et a;, a, deux fonctions de classe 6! sur R, alors
X =a;x; +A,x, est aussi €' sur R, avec
X' =ajX; +a;X] + a;X, + a,X,,

= a}X; + a;AX; + a,X, + a,AX, (car X; et X, sont solutions de (H))

= a\X; + a)Xy + Ala; X; + a,X,) = @)X, + ayX, + AX,
ainsi X est solution de (E) si, et seulement si, X’ = AX+ B, ce qui équivaut d’aprés la
calcul précédent a a{X; + a,X, +AX = AX + B, autrement dit a;X; + a;,X, =B.
Si on prend pour X; et X, les deux fonctions qui engendrent &%, c’est-a-dire

cos(t sin(t
Xlzt-—>efz( ())etxzzt-—»etz( ()),

sin(t) — cos(t)
alors on obtient

{ (a’(t)cos(t) +aj(t)sin(t))e’” = tcos(t)

(a(t)sin(t) — aj(t) cos(t))e’” = tsin(t)
aj(t)cos(t) +as(t)sin(t) = t cos(t)et’
ay(t)sin(t) —aj(t)cos(t) =t sin(t)e "

(on effectue L, « sin(t)L, + cos(t)L,, puis L; «
L; —cos(t)L,)

{ a(t) =0

a(t) =te "

a,(t) =0
1_—¢2

et on choisit
a(t) =-—ze

STk
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Ainsi on peut affirmer que I'application

1 1
im0 =-3 (G50

est une solution du systéme.

3. On peut donc conclure que I'’ensemble des solutions sur R du systéme différentiel (E)
de départ est

{XO +a; X +aX, | (a3,a5) € Rz}

autrement dit

1 t2 . 2
—Z>cos(t)+aycos(t)e” + a,sin(t)e
{m( 1 cos(t) + a; cos(t)e” + a, sin(t) )I(al,az)eRz}.

—% sin(t) + a4 sin(t)e[2 —a, cos(t)et2

Une correction du probléme 20.20 énoncé
E3A PSI 2019

Partie |

1. (a) Sif estune solution de (E;), alors par définition d’une solution d’équation
différentielle d’ordre 3, f est 3 fois dérivable sur R et vérifie ) = f.

Donc en particulier f’ est de classe 62 et f” de classe 6! sur R, et a
fortiori f, f’ et f” sont dérivables sur R, d'ott g = f + f'+ f” est également
dérivable sur R, et

g’=f’+f”+f(3)=f'+f”+f.

Ainsi g est solution sur R de I'équation différentielle du premier ordre (E,) :
y'=y.
(b) La résolution de (E,) est classique : 'ensemble de ses solutions est

R —- K

Vect(exp)Z{xeXPDME(C}:{ t — el

|K6C}.
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(c) = On procéde dans un premier temps a I’analyse de I’équation
@ (E,), dans laquelle on cherche les formes nécessaires des so-
lutions. Pour cela on suppose qu’une fonction est solution et

on étudie les conditions qui lui sont alors imposées.

Onavuquesi f est une solution de I'équation (E,), alors g = f +f'+f"
est solution de (E,). Donc, d’aprés la question précédente, il existe
A €C tel que :

VteR, g(t)=2nre".
Cest-a-dire :
VteR, f7(t)+f'(t)+f(t)=re".

Autrement dit, f est solution de I'équation différentielle y” + y’ + y =
Aet, équation différentielle linéaire du second ordre, dont le membre
de droite est de forme exponentielle.

® Son équation homogene associée est (H) : y”+y’+y = 0, équation
différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants qui a pour
équation caractéristique r2 +r + 1 = 0, de solutions classiques j et
2
=
On en déduit que I'ensemble des solutions a valeurs complexes de
I'équation différentielle (H) est

_ R — C 2

= Vect (t — el eizf) .
@ On cherche une solution particuliere sous la forme f, : t — pe‘, ot
weC.
L’application f,, est bien sir de classe € 2 sur R, et vérifie (E,) si et

seulement si :

A
Vt €R, uet+uef+uet=Xet<=>3u=X<=>M=g.

STk
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® Donc si f est solution de (E;), alors il existe A € C, et (a,p) € C?,
tels que

. .2 )\,
VteR, f(t)=ae" +pe t+§et.

cherche, parmi les formes nécessaires des solutions obtenues
lors de I’analyse, lesquelles sont vraiment solutions.

g @ Voici venu le temps de la synthése, étape dans laquelle on

Réciproquement, soit f une fonction de la forme ci-dessus, alors f est
€ sur R, et

. I’ A
VeeR, fO(t)=Fael +iBe "t + 3¢ =f(O) (car=1)

donc f est solution de (E;).
= On peut donc conclure que I'ensemble des solutions de (E;) est

HA = R € | (a,B,2) € C2
Pt adt4pelt 4 2et %P, 1)

. .2
=Vect(tv—>e]t,tr—>e’ f,tHef).

2. (a) Un bref calcul de déterminant donne le polyndme caractéristique de A :
=X —1=X-1)X+X+1),

dont les racines sont 1, j et j2.

Cela permet de répondre a la question de la diagonalisation de A

= le polyndme caractéristique de A n’est pas scindé sur R, donc A n’est
pas diagonalisable dans M3(R) d’aprés le critére de diagonalisation ;

= le polynéme caractéristique de A est scindé et a racines simples dans
C (en effet j # j? vu que j # 0 et j # 1), donc A est diagonalisable dans
M;(C).

(b) La matrice A est donc diagonalisable dans M;(C).
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@Nole

La résolution (que je ne détaille pas) des systemes homogénes de matrices
respectives (A —jI3)X, (A —j%I3) et (A —13), permet d obtenir :

1
Ker(A —I3) = Vecte 1 ,
1
(1))
Ker(A — jI3) = Vect J ,
2
\J"/
(1)) 1
Ker(A —j?13) = Vect | | j? =Vect | |j? ,
.4 .
\\J"/ j
ce dont on déduit que
1 0 O 1 1 1
A=P|0 j 0[P Y avecP=|1 j j
00 j 172

Ainsi

(S): X' =AX <X =PDP X <= P X' =DP !X

& (P7'X) =DP X (car P! est constante)

Y=P !X
Y =DY
Y1
En posant Y= | ¥5 |, on obtient
Y3
Yi=xn Ae!
Y =DYe={ yi=jys <=3I(M,...,A3)€C?, Y=t | A€
. 2
¥5=§y3 Agelt

On peut donc conclure, en remarquant que Y = P~!X équivaut & X = PY,
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que
Arel 4 Agelt 4+ Ael’t
X' =AX <> I(Ay,..., h3) €C3, X=PY =1t | Ajel +jhqe +2hqel’t
Arel +2hqelt +jhqe’t

f
(c) Soit f : R — C une application de classe ¢° sur R. Posons X= | f’
f//
Alors X est de classe ¢! sur R puisque toutes ses composantes le sont, et
f/
X =| f” |.Par conséquent
f(3)
f est solution de (E;) <= f® =f
o= f (01 0
—{ f" = f" <X=[(0 0 1]|X
G = f \1 0 0
f
donc f est solution de (E;) si et seulement si X = | f’ | est solution de
f//}

(S).
Or nous avons déterminé les solutions de (S) dans la question précédente,
dont on déduit que f est solution de (E; ) si et seulement s’il existe (a, 8, v) €

C3 tel que :
£(6) 1 1 1
VeeR, | /() | =aet| i |[+pe| | +yet| 1],
70 g j* 1
si et seulement s’il existe (a, B, y) € C2 tel que (en identifiant coefficient par
coefficient) :
f(6) = oad+pelt+yet

Vt €R, f'(t) ajelt + Bj2el’t + ye!
f0) = affe + it +ve!
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3. (a
(b)
()

©

Les deux derniéres égalités sont conséquence de la premiere. Donc, en
conclusion :

f est solution de (E;) < 3(a,B,y) € C3, VteR, f(t)= aejt+ﬁej2t+yet,

et I'on retrouve bien la description des solutions donnée dans la question
1.(c).

Soit x > 0,
x3(n+1)
G+ DI xP2 @y x[?
x3n [x|** (3n+3)! (Bn+1)(Bn+2)(3n+3)
(3n)!

|x[®

~ —_
n—-+o00 27n3 n—-+o00

0,

donc d’aprés la régle de D’Alembert, la série Y| (”3(:;!
x € R, ce qui prouve que le rayon de convergence demandé est +o0.
L’application ¢ est une somme d’une série entiére de rayon de conver-
gence infini, donc elle est de classe €* sur son intervalle de convergence,
c’est-a-dire R.

Une somme de série entiére est dérivable terme a terme sur son intervalle
ouvert de convergence, donc

x I3 K31 oo 3n-1
n Gn)! = ;(BH)W = ; m, (20.4)

Vx eR, ¢'(x)=

puis

400 x3n—2 400 x3n—2
Vx eR " = 3In—1)— = o ——
xR ¢ =2 Dy = D gy
n=1 n=1
et enfin

VxeR, ¢®(x) —Z(Sn—2) Z G

Z (3n/)|
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c’est-a-dire o = .

On en déduit par une récurrence que je ne détaille pas que

VkeN, VxR, ¢®(x)=]

+00 x3n
Lp(x):;)(Bn)! si k=0mod 3,
+00 X3n—1
‘X)=) ——— sik=1mod3,
¢'(x) 2, G- si mo
+00  .3n—2

17 — 3 frd
0 (X)_;—(Bn—z)! si k =2 mod 3.

(d) i) On sait que j est racine de 1+ X+ X2, donc 1+j+j> =0, donc il est
facile de veérifier que (%, %, %) est solution de ce systéme.

Réciproquement, la matrice de ce systéme est

[E

j

Elle est inversible (on pourrait invoquer la question 2b pour le
justifier) car son déterminant est le déterminant de Vandermonde
V3(1,j,j%) qui est non nul puisque 1, j et j? sont deux a deux distincts.

par conséquent ce systéme est de Cramer, autrement dit il posséde

111

une unique solution, qui est donc (— ==

_ii)_

3°3°3J)°

D’apreés la question précédente, ) = . On en déduit que ¢ est

solution de (E;) ; d’aprés la question 1.(c), il existe donc (a., B, y) € C2

tel que :

Vx €R,

p(x) = ae + Bejzx + ye*.

En dérivant I'égalité ci-dessus, et en ’évaluant en 0, on a :

¢(0)
©’(0)

35/36

=a+p+y
=aj+pj’+y <
©7(0) =aj*+pj*+y

¢(0) =a+p+y,
©'(0) =aj+Bi*+y,
©”(0) =oj*+Bj+ry,

(20.5)
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Mais d’autre part, en examinant les termes constants des développe-
ments en série entiére en 0 de ¢, ¢’ et " explicités dans la question
précédente, on a

e(0) = 1,
¢'(0) = o, (20.6)
¢”(0) = o.

En combinant (20.5) et (20.6), on obtient le systéeme

a+p+y = 1,
aj+pi*+y = 0,
a2 +Bi+y = 0,

qui d’aprés la question précédente a pour unique solution
(1/3,1/3,1/3).
Ainsi, sachant que j> =j, on a

e e +eft  e¥ e e

Vx eR, =
x p(x) 3 3
e* + ¥ 4 ei* ex—l—ZRe(ej")
= 3 = 3 .
Enfin comme j = —% + i?, on a pour tout réel x,

«/§x)

Re (ejx) =Re (ejx) e~ 2 cos (T

(ex +2e72 cos (_Sx ))
3 .

ce qui donne

VxeR, o(x)=

W[

STk
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