Exercices du chapitre 21. Calcul différentiel

Exercice 21.1 — Simplification d’'une expression

On pose f(x,y) = arctan(x) + arctan(y) — arctan (;‘_J;J;/ ) )

1. Montrer que le domaine de définition D de f est la réunion de trois ouverts de
R? deux a deux disjoints.

2. Montrer que f est de classe 4! sur D et exprimer ses dérivées partielles.

3. Montrer que que f est constante sur chacun des ouverts de son ensemble de
définition, et simplifier I'expression de f .

Exercice 21.2 — Equations élémentaires aux dérivées partielles.

Résoudre dans ¢'(R?2, C) les équations aux dérivées partielles suivantes :

of o O 1 af Y
a(xﬂ.y)_ > E(an’)—(1+x2)(1_+_y2); 5(X;J’)+f(x;.3’)— .

Exercice 21.3

Déterminer toutes les fonctions f : R2 — R de classe ¢ solutions des systemes
suivants :

of ) of . of )

—— = xy —— = &% — = x%
1 Jx 9 dx 3 ax

of = yx? | & = e¥+2y | = xy?

dy ) dy ' dy )

Exercice 21.4 — Extrait de Mines-Ponts 2018 PC

Soient U un ouvert du plan R?, et f : U — C une fonction harmonique, c’est-a-dire
32 aZ

de classe €2 sur U telle que —j; + —j; =0.
dx y

Soit My € U, et & > 0 tel que B,(M,,5) C U, on pose

g:(rnt)el]-58;d[ xR— g(r,t)=f(xq+rcos(t),yy+ rsin(t)).

22 0 22
Vérifier sur ]—8 ; 8[ x R la relation : rza—j + ra—f = —a—ti-

(mis a jour le 28 mars 2025)
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Exercice 21.5 — Changement de coordonnées pour résoudre une équation aux
dérivées partielles

Déterminer, en posant x = ue” et y = e™”, toutes les fonctions de classe € L sur
Q=R x]0; +oo[ telles que :

af af
V(XJJ’)EQ: xa_(x:.)’)_y_(x;)’)zo-
x dy

Exercice 21.6 — Equations élémentaires aux dérivées partielles (suite)
Résoudre dans ¢2(R?, C) les équations aux dérivées partielles suivantes :

9%f _ 2f _ 2f
axay(xzy)_o’ (X J’) a

(x y)=1+x.

Exercice 21.7
Soit f definie sur R? par £(0,0) =0, et f(x,y) = 2+y2 pour (x,y) # (0,0).
1. Montrer que f est continue sur R2. Est-elle de classe ¢ sur R??

2. Calculer —(O 0) et 57— (O 0). La fonction f est-elle 62 sur R??

Exercice 21.8

y4

x2+y?—xy
1. Montrer que f se prolonge en une fonction continue sur R2.

Soit f : R? — R définie par f(x,y) =

2. Le prolongement obtenu est-il de classe ¢* sur R?? de classe 62 sur R??

Exercice 21.9
Déterminer les extrema de 'application f définie par

flx,y)=x>—15xy*—3xy +12.

Exercice 21.10
Rechercher les extrema globaux sur A =[0 ; 2] x [—1 ; 0] de I'application

filx,y)—x?—2x+xy+y>
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Exercice 21.11
On s’intéresse a la fonction f : (x,y) — e¥™Y +e37* 437V,

1. Démontrer I’inégalité arithmético-géométrique :

+b+c
V(a,b,c) e (R+)3 , aT > v/abc.

2. Déterminer les extrema locaux et globaux de f.

Exercice 21.12

On note f(x, y) le carré du produit des distances du point M = (x, y) a chaque cété
du triangle OAB ol A = (a,0) et B= (0, b).
Déterminer le maximum de f dans le triangle OAB.

Exercice 21.13

Déterminer les extremums sur K = [0 ; 1] de la fonction

(x,y) = min(x, y) x [x — y|.

Exercice 21.14 — Extrait de CCINP 2020

On se donne un entier n > 2. On note || - || la norme euclidienne canonique sur R"”,
et B, = {x € R" | ||x]| < 1} la boule unité fermée de R".

On fixe des réels a; ; pour 1 < i < j < n et on considere I'application f : B, — R
définie par :

n n
f(xl,...,xn):Z (Zai’jxixj') = Z ai’jxix]'.

i=1 \j=i 1<i<j<n

L ’objectif de cet exercice est d’étudier les extremums de f sur la partie B,,.
On définit la matrice My € ., (R) comme la matrice symétrique dont les coeffi-
cients (m; ;) vérifient :

a

. ;i Sii=]
V(i,j) €[1;n]? mi,j={£f
2

sii<j.

LV4
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Partie | - Etude d’un exemple
Dans cette partie, on suppose n = 2 et que l'application f : B, — R est définie par
V(x1,X3) €By,  f(x1,%5) = X5 4 X5 + 4x7x,.

1. Justifier que I'application f admet un maximum et un minimum sur B,.

2. En étudiant la fonction t — f(cos(t),sin(t)), déterminer les extremums de
I'application f sur la frontiére Sy = {(x,x,) € R? | x2 4 x2 = 1} de B,.

3. Justifier que f est de classe 6! et déterminer les points critiques de I'application
f dans la boule unité ouverte B}, = {(x1,x,) € R* | x¥ + x5 < 1} de R%.

4. En déduire que le maximum de f sur B, est 3 et que le minimum de f sur B,
est —1.

5. Vérifier que la plus grande valeur propre de M; est égale au maximum de f
sur B, et que la plus petite valeur propre de My est égale au minimum de f sur
B,.

Partie Il - Le cas général

On considére x = (xi,...,x,) € B, et on note X la colonne de ses coordonnées.
6. Montrer que f(x) =X"MX.
7. Justifier que la matrice My est diagonalisable dans .#,,(R).
Dans la suite, on note A4,..., 2, €R les valeurs propres de M; comptées avec leur
multiplicité et on suppose que A; < ... <A,.
On fixe une matrice orthogonale P € 4.2 ,,(R) telle que M; = PDP~! ot :
A (©)
D= L e #,(R).
0 A,
On note Y=P"'X € 4, (R).
8. Montrer les égalités YTY = XTX = ||x||?.

9. On suppose que A; < 0 < A,.. Montrer que A; < Y'DY < A, et en déduire que
M < fl)<A,.

10. En déduire que si A; < 0 <A, alors maxg (f) = A, et ming (f)=2A;.

11. Dans le cas ol A; = 0, déterminer le maximum et le minimum de f sur B,,.
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Partie Ill - Application des résultats
Dans cette partie, on suppose que n = 3 et que
n
V(xX15.-5X) €Bry f(X1yen0,X) = Zx,f — Z 2x;X;.
k=1 1<i<j<n

12. Déterminer le maximum et le minimum de I'application f sur B, (on pourra
commencer par déterminer le rang de la matrice My — 21, ol I, désigne la
matrice identité de .#,(R)).

5/5
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Solutions

Une correction de l’exercice 21.1 énoncé

Le programme de PC ne connait que la convexité, donc c’est seulement
lorsque les dérivées partielles d’une fonction de classe 6! sont nulles sur
une partie convexe qu’un-e éleve de PC peut en déduire que la fonction est
constante.

Mais en vérité, c’est sur toute partie connexe, c¢’est-a-dire faite d’un seul mor-
ceau, que ce résultat est valable, et on va se permettre de I'appliquer ci-
dessous.

U,

1. f(x,y)estdéfiniessi, et seulement si, xy # 1, et 'ensemble 2 = {(x,y) € R? | xy # 1}

STk
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est réunion de

Ui ={(,y) R | xy <1}

Uzz{(x,y)eR2 | x>0etxy> 1}

U3={(x,y)EJR2 | x<0etxy>1}
les applications ¢ : (x,y) — x et ¢ : (x,y) — xy sont polynomiales, donc continues
sur R2, ainsi U; =~ (]—o00 ; 1[), et V=11 (]1 ; +oo[) sont des ouverts, ainsi que

Wy =71 (J0; +oo) et Wy = ¢~ (J—o00 ; 0D).
Par conséquent, U, = W; NV et U; = W, NV sont encore des ouverts de R?.

En veérité, la partie A= {(x,y) €R? | xy > 1} =y~ *(J1 ; +oo[) est aussi un
ouvert, mais ce n’est pas un ouvert connexe, autrement dit formé d’un seul
morceau. En effet, on ne peut pas passer du point (—2,—2) au point (2,2),
qui sont tous deux dans A, par une trajectoire continue t — (x(t), y(t)) qui
reste incluse dans A, car par le théoréme des valeurs intermédiaires, x et y
devraient s’annuler, puisqu’elles sont continues et passent de —2 a 2, et le
point correspondant vérifie alors xy =0, et n’est donc pas dans A.

Dans un ouvert non connexe, une fonction peut avoir un gradient nul en
tout point sans étre constante!

2. = Les applications (x,y) — x, (x,y) — ¥, et (x,y) — f_t(yy

comme fractions rationnelles définies sur 2,

sont de classe ¢! sur 2

= |'application arctan est 4! sur R,
donc (x,y) — arctan(x), (x,y) — arctan(y) et (x,y) — arctan% sont encore €

sur 9, et finalement f aussi comme somme de fonctions 4.

7/30
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Pour tout (x,y) € 92,

af 1 o (x+y Xty
a_(x’y) = ( ) X arctan ( )
X

1+x2 ax \1-xy 1—xy
1 (1—-xy)—(x+y)-y) 1
= - X
1+x? (1—-xy)? 1 (x+}’)2
+ _—
1-xy
1 1+ y? 1
= - x
1+x2 (1-xy)? Lety)?
Y 1—i_(l—xy)2
1 1+ y?
T 14x2 (Q-xy)2+(x+y)?
1 1+ y?
o 1+x2 1-2xy+(xy)2+x2+2xy + y>
1 1+ y?

_ =0,
1+x2 (14+x2)(1+y2)
]
et de méme —f(x,y) =0.
dy
3. On en déduit que f est constante sur chacun des trois ouverts connexes.

Ainsi on utilise le fait que arctan(0) = 0, arctan(£1) = %, et arctan . i%, pour
(0.0)

conclure que

V(x,y)EUl, f(X,y)Zf(O,O)ZO,

X+
donc arctan (1 Y ) = arctan(x) + arctan(y),
y

V(x,y) €Uy flr,y)= lim fl)=o +o —— =
X,y 2> X,y _x—1>r-POO X, - 2 4 4 - 29

x+y s
donc arctan = — + arctan(x) + arctan(y),
1-—xy 2

xX+y s
V(x,y) €U, arctan 1 =-3 + arctan(x) + arctan(y).
—xy

STk
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Une correction de I’exercice 21.2 énoncé

1. Si Z—{((x, y) =0, alors pour tout réel y (tel que f(x, y) est défini et f admet une dérivée
partielle en (x, y) par rapport a x) la fonction x — f(x,y) a une dérivée nulle. Mais
on ne peut en déduire que f est constante par rapport a x que sur chaque intervalle
{x €R| f(x,y) est défini}.

C’est pourquoi I’hypothése selon laquelle f est €' sur R? nous permet de conclure les
yeux fermés que :

Vy eR, 3C(y) €R, f(x,y)=C(y),
autrement dit comme f est ¢! sur R?,
ICeE'R), f:(x,y)—CWy).

2. Pour tout x fixé dans R, la fonction v : y — f(x,y) vérifie pour tout y € R, v/(y) =

1+1x2 X 1+1y2’ donc il existe C(x) tel que v(y) = : +1x2 arctan(y) + C(x), c’est-a-dire

Ice6'(R), f:(x,y)— ﬁ arctan(y) + C(x).

3. llexiste C€ €*(R) telle que f : (x,y) — C(y)e™™.

\ J

Une correction de I'exercice 21.3 énoncé
1. Soit f une solution du systéme, et soit y € R fixé. Posons g(x) = f(x,y). Alors la
premiére relation s’exprime aussi par g’(x) = xy?, soit g(x) = %xz y2+4 Cte. Cette
constante dépend de y, qui a été fixé le temps d’intégrer la relation. On en déduit
I'existence de C: R — R de sorte que, pour tous (x,y) € R?,

152
floy)=5x"y"+Cy)
Puisque f est 6!,C est également ¢! et la deuxieme relation donne
c'(y)=0
c’est-a-dire C est constante. Il existe donc A € R de sorte que
1,
flx,y)= 33252 +A

Réciproquement, une telle fonction est solution du systeme. 2. On reprend la méme
méthode, en fixant y € R et en posant g(x) = f(x,y). De g’(x) = ey, on tire
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g(x) = e*y + cte. Il existe donc une fonction C : R — R de classe %' telle que, pour
tout (x,y) € R, f(x,y) = ey + C(y). On dérive cette fois par rapport a y, et on
trouve C'(y) = 2y, soit C(y) = y2+ Cte. Ainsi, si f est solution, il existe A € R tel que,
pour tout (x,y) €RR?, on a

fle,y)=ey+y*+A.

Réciproquement, ces fonctions sont solutions. 3. Si on reprend la méthode des ques-
tions précédentes, on observe que si f est solution, il existe une fonction C: R — R de
classe %! et telle que, pour tout (x, y) € R?, ona f(x,y) = %x3y+C(y). On dérive par
rapport a y, et en utilisant la deuxiéme relation, on trouve que, pour tout (x, y) € R?,
ona

1
C'(y)=xy?—x°
3
Or, si y est fixé, le membre de gauche est constant, et le membre de droite est un
polyndme de degré 3 en x : ceci est impossible et donc I’équation n’a pas de solutions.

On aurait pu aussi remarquer que, si on cherchait une fonction de classe C2, les dérivées

2 2
partielles croisées % et aay 6fx ne pouvaient pas étre égales, contredisant le théoréme
de Schwarz.
Une correction de l'exercice 21.4 énoncé

w Soit h: (r,t) €]—-8,8[ X R+— (xq+rcost,y,+rsint).
La fonction h est de classe €2 sur ]—5,5[ x R (car les deux fonctions coordonnées le
sont).

De plus, g = f oh, donc g est de classe 62 comme composée de fonctions de classe
€>.

D’aprés la régle de la chaine, en posant h(r,t) = (p,(r,t), p,(r,t)), on a, pour tout
(r,t)€]-5,8[ xR,

og _of ¢,
E(r, t)= a(h(r, t))?(r, t)+

of 9,

E(h(ﬁ f))w(ﬁ t)
of . Of

= cos(t)a(h(r, )+ sm(t)a(h(r, t))

g _ of 9y of 99y
E(h t)= a(h(h t))w(h t)+ E(h(h t))ﬁ(h t)

. Of of
=—r sm(t)a—x(h(r, t))+r cos(t)a(h(r, t))

© 10/30
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puis en appliquant de nouveau la régle de la chaine :

2 2 2

¢

g—rf(r, )= cos(t)%(h(n t))%(r, £) + cos(t) aay ;x (h(r, D S2(,0)
2 2
+sin(t) aax ;y (h(r, t))%(n 0+ sin(t)z—y’;(h(r, t))%(r, 0
et N
= cos (t)ﬁ( (r, t))+2cos(t)sm(t)ayax( (r, 1))

82
+ sinz(t)a—y);(h(r, t)) (par le théoréme de Schwarz),

2 2
a—f(r, £) = —rcos(t)z—i(h(r, ) —r sin(t)%(h(r, t))%(r, £)

at
o%f a9, . Of
yox (h(r, f))ﬁ(h t)—r sm(t)a(h(r, t))
32f ¢,
axdy (h(r, f))ﬁ(h t)

2
=L k) S )

—rsin(t)

+ rcos(t)

t —_—
+ rcos( )6

2
=—r cos(t)%(h(n )+ r? sinz(t)%(h(r, )

2 . o°f NG
— r*cos(t)sin(t) (h(r, t)) — rsin(t)=—(h(r, t))
dydx dy
2 2
— r2cos(t)sin(t) ﬁaxafy (h(r, )+ r? cosz(t)Z—yfz(h(r, t),
o%f o°f .
donc, comme ﬁ(h(r,t)) = —a—yz(h(r, t)) car f est harmonique, on a, pour tout
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(r,t)€]-8,8[ xR,

2
(r 8_+ r@_g) (r,t)=r cosz(t) f(h(r t))
or? 0

o%f
2 .
+2r cos(t)sm(t)ayax

2 o302 azf
(R, )+ 72 5in2(0) 3 (h(r, )

of . Of
+r cos(t)a(h(r, t)+r sm(t)a(h(r, t))

2 2
=—r2 cosz(t)Z—yj;(h(r, t)) + 2r2 cos(t) sin(t) aigx

(h(r, 1))

2
—r? sinz(t)%(h(r, t)+r cos(t)Z—{c(h(r, t)

.. Of
+r s1n(t)a—(h(r, t))

2

__ o S0,
T e

02 0 02
donc on a bien r? —g+ 8—§:—a—§sur] 5,5[ xR

Une correction de 'exercice 21.5 enonce
La résolution d’équations aux dérivées partielles est I'affaire des mathématiques appliquées,
donc on ne va pas trop s’embarrasser d’existences et autres rigueurs...

w= f est ¢! surl'ouvert Q, etX: (u,v) — (x,y) = (ue’,e™), dont la réciproque est (x, y) —
(xy,—1In(y)), est une bijection de classe 4! de R? sur 2, donc g : (u,v) — f(x,y) =
f(ue”,e™) est €' sur R?, avec en particulier (en appliquant la proposition 20.8)

3g 3f dx af ay

v 3x av 3y av

of of
_axue +5x —e™)
_ o of

3x yay

a%e
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"= ainsi
af af
Vix,y)€Q, xZ=-(x,y)—y 5-(x,y)=0
dx dy
o
V(u,v) €R?, 28 _p
av
ce qui équivaut a
ICe ¢'(R), g:(u,v)— g(u,v)=Cu)
c’est-a-dire

ACe G (R), f:(x,y)— f(x,y)=Clxy).

On vérifie bien que

af af
xax yé’y

=xxC(xy)xy—yxC(xy)xx=0.

Une correction de l'exercice 21.6 ronce
32 o .
L. axgy(x’}’) =0, équivaut a

o (of B
5 (55 ) =

1 af
Jce €' (R), =—(x,y)=c(y),
dy
d’ol
3(A,B) € €*(R) x 6*(R), f(x,y)=A(y)+B(x).

2 2

" ox?

(x,y)=0, donc
gy,
JAe e (R), -=(x,y)=A(y),
dx
d’olt

3(A,B)e €' (R)?, f(x,y)=A(y)x+B(y).

13730
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3. axay(x y)=1+x, donc
d 1
Ja € ¢'(R), —f(x,y) =a(y)+x+ =x2,
dy 2
d’ot
1
3(A,B) € €%(R) x €1(R), f(x,y)=A(y)+ (x + Exz) ¥ +B(x).
Une correction de 'exercice 21.7 enonce
1. f est ¢ sur R?\ {(0,0)} comme toute fraction rationnelle sur son domaine de défini-
tion.

Et en (0,0), avec les coordonnées polaires :

. e 4
|f(x,y)|=@ sin*(0) < r? = x2 + 2

(x,y)—(0,0)

donc par encadrement f(x,y) m 0 = f(0,0), ce qui prouve la continuité de
X,y )—U,
f en (0,0), donc sur R?.

2. »» D’une part, t — f(t,0)=0et t — £(0,t) = t2 sont dérivables en 0 avec un nombre
dérivé nul pour les deux, donc f admet des dérivées partielles en (0,0), qui valent
0.

= D’autre part, pour tout (x,y) € R?\ {(0,0)},

of 2xy*

ax =y e

of 2y° 4y°
E(X,y)=—( 24 2) x2+y2

et de nouveau avec les coordonnées polaires, on prouve que ces deux fonctions
tendent vers 0, en (0,0) ce qui permet de conclure que f est €' sur R2.

a§ admet une

3. =t —(t 0) = 0 est dérivable en 0 de nombre derlve nul, donc
dérivée partielle par rapport & x en (0,0), qui vaut 7 —— (O 0)=
-t —(0 t) = 0 est dérivable en 0 de nombre derlve nul, donc & admet une

L(0,0)=0.

dérivée partielle nulle par rapport a y en (0,0) : ay -

a%e
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== pour tout (x,y) € R*\ {(0,0)},

2%f 8xy® 8xy®
(x’.y): 3 - 272
dyox (2+y2)°  (2+y?)
et pour tout t # 0,
o%f
t,t)=-1.
ayax( ,t)

Si f est €2 en (0,0), alors en particulier :

azf( ) o*f
dydx i (6, y)—(0,0) dydx

(0,00=0
donc par composition des limites

a2f

—(t,t)=—1—>0,
ayax( ) t—0

ce qui entraine que —1 = 0 dont nous savons que c’est faux.

\

J

Une correction de l’exercice 21.8 énoncé

1. = Pour tout (x,y) € R?, x*+y* = xy = (x — ;¥)* + 2y est nul si, et seulement si,
(x,¥) = (0,0), donc la fraction rationnelle f est € sur R?\ {(0,0)}.

w= Du résultat precedent on déduit que pour tout (x,y) € R?\ {(0,0)}, x>+ y%2—xy =
(x— 2y)2 y2 > 3yz donc :

4
Yy 4,
x 32-3Y T o0
If (x, )l < 3,2 =3Y (x,y)—(0,0)

>

1

donc par encadrement f (x, y) m 0, ce qui nous autorise a prolonger f en
X,y )—,

une fonction continue sur R? en posant f(0,0) = 0.
2. = On sait déja que f, prolongée comme précédemment, est continue sur R? et 4*
sur R?\ {(0,0)}. De plus

of (2x = y)y*
v b 0’0, a b Z_—’
(e, ¥) #(0,0), = (x,¥) (2—xy + 79
_ 4 3
f( )= (x—2y)y L4y

(x2—xy+y?)* xX*—xy+y*
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- @ L (z,oz—{)(o,o) =0 ; 0, donc f admet une dérivée partielle selon x en (0,0), qui
= P

i _
vaut = (0,0)=0.

5 FO0)-f0,0) _ t* _ _of
® De méme Py =T=t—> 0= By(O,O).

=  Avec les coordonnées polaires (x, y) = (r cos0,rsin0), on remarque que

af (2 cos(0) —sin(0))sin(0)*
_(x>.)’) =1 P
dx (cos (6)% — cos(0)sin(0) + sin(e)z)
|2cosB| + |sin O] 3
<rx
|1 — cos(0)sin(0)|?

2
|1 — %sin(29)|

<rx

ENTY N

1 1. 1
(car - <1—2sin(20) < 3)

<12r =12¢/x2+ y2,

donc

ad
—f(x,y) <124/ x% +y2,
Jdx

ce dont on déduit par encadrement que Z—i tend vers 0 = g—{((0,0) en (0,0)
Ainsi Z—i est continue en (0,0), et par conséquent sur R2.
= De méme

'af( )‘ (4 cos(8)* — 3 cos(0)sin (6) + 2 sin (6)) r sin (6)*
—(x, =

dy (cos(@)2 —cos(e)sin(e)-l-sin(e)z)2
9

<r 5 < 36r =36/ x*+y?,

’1 — %sin (26)

d’ot1 la continuité de Z—{( en (0,0), et par conséquent sur R?.

= On peut donc affirmer que f est de classe ¢! sur R?.

3. »» On sait déja que f, prolongée, est €' sur R? (d’aprés la question précédente), et

@Nole
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%2 sur R?\ {(0,0)}. De plus pour tout (x,y) # (0,0)

o%f 2(2x —y)(x—2y)y*
(X,}’)z_ 3
oxdy (x2—xy +y?)
4(2x—y)y?
(x2—xy +y2)°
y4

(x? —xy+y2)2.

2 (t,0-20,0) of L .
- X H)y =0—1 0, donc e admet une dérivée partielle selon x en (0,0),
ce qui prouve que f admet en (0,0) la dérivée seconde %(0,0) =0.

® Mais pour tout t # 0, on remarque que

o%f
M(t, t)=(...calculs...) = -1

Donc aizafy (x,y) ne tend pas vers %(0,0) quand (x, y) tend vers (0,0), ce qui

2
prouve que 63)(_;}/ n’est pas continue en (0,0), et permet de conclure que f n’est

pas de classe 6?2 sur R2.

Une correction de l’exercice 21.9 énoncé

= La fonction f est polynomiale, donc de classe % sur R?, par conséquent, tout extremum
de f sur R? sera un point critique. Cherchons donc ces points critiques.

= le gradient de f est donné par

)

—f=3x2—15y2—3y

Jx

af_ 30 3x=-30 + !
= xy =3x ==30x |y + 5
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donc celui-ci est nul si, et seulement si,

1

{ x=0 Y=o
s el _ . OU
15y“ =3y =0 3x?+ 1= =0 (ce qui est impossible)
] x=0
-3y(5y+1)=0

— x=0 x=0
ou

On a donc deux points critiques qui sont (0,0) et (0, — %), ce sont les seuls points possibles
ol f peut éventuellement atteindre un extremum.

= Pour tout réel t,

f(£, )= £(0,0) = —14¢> = 3¢* ~ -3¢
donc f(t,t) — £(0,0) < 0 pour t dans un voisinage de O privé de 0, et
f(t,—t)— £(0,0) = —14t> + 3t2 f~03t2

donc f(t,—t)— f£(0,0) > 0 pour t dans un voisinage de 0 privé de 0.
On en déduit que f(0,0) n’est pas un extremum de f sur R2.

w Pour tout réel t,

0 1 0 1 3t2
f( +t’_g+t)_f 3_E t:O t

donc f (0 +t, —% + t) —f (0, —%) > 0 pour t dans un voisinage de 0 privé de 0, et

0 1 0 1 3t2
f —t,—§+t -f -l Fadat

donc f(0—t, —% +t)—f (O, —%) < 0 pour t dans un voisinage de 0 privé de 0.

On en déduit que £ (0, —%) n’est pas un extremum de f sur R2.

On en conclut que f n’a pas d’extremum sur R2.

STk
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Une correction de I’exercice 21.10 énoncé

= f est polynomiale, donc de classe 4! sur R?. On en déduit que :

® f est continue sur le fermé borné A, donc elle admet forcément un minimum et un
maximum sur A ;

® si f admet un extremum a l'intérieur de A, c’est-a-dire dans l'ouvert ]0 ; —2[ X
1—1; O[, alors ¢a ne peut étre qu’en un point critique.

= Je vous laisse retrouver que le seul point critique de f sur R? est (g, —%) ol f prend pour

valeur f (§, —%) = —‘5‘, et que sur les bords f prend les valeurs extrémes f(0,—1) =1 et
f(3/2,-1)=-5/4.

On en déduit que le maximum de f sur A est f(0,—1) = 1, et que le minimum est
e Sy
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Une correction de U’exercice 21.11 énoncé
1. Pour tout (a, b,c) €10 ; +oo[>,

a+b+c

3 > \B/abc:(abc)l/e’<:>a+b+c23(abc)1/3

< (a+b+c)® > 27abc
< (a+b+c)®—27abc > 0.

Fixons (a, b) € ]0 ; +00[?, et étudions sur ]0 ; 4+o0o[ la fonction ¢ : x — (a+ b+ x)% —
27abx.
Elle est €™ sur ]0 ; +oo[, de dérivée

¢'(x)=3(a+b+x)*—27ab=3[(a+b+x)*—9ab]
=3 [(x+a+b)2— (3\/5)2]
=3(x+a+b+3vab) (x+a+b-3vab)
=3(x=(-a-b-3Vab)) (x - (—a—b+3vab)).

On note p = —(a+b+3vab) et a = —(a+ b —3vab) les deux racines de ¢’(x), alors
B <0 < a. Par conséquent :

v osin <0
X 0 +00
©’(x) +
+00
() - —
(a+b)®

donc pour tout x > 0, @(x) > ©(0) = (a+ b)> > 0, ce qui prouve le résultat voulu.
= sia >0, alors

STk
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X 0 a +00
f(0) - 0 +
(a+b)® +00
£ —
¢(a)

donc pour tout x > 0, (x) > @(a).
Or

e(a)=(a+b+a)—27aba=(a+b+a)—(27ab)a
=(a+b+a)— [3(a+b+a)2} x a (car ¢’(a) =0)

= (3\/5)3— [3 (3\/5)2] X a = 27ab (\/E—a)
=27ab(a+b—2\/ﬁ)=27ab(f—\/3)2>0,

d’oti I'inégalité voulue.
2. = L’application f est de classe %! sur R?, donc elle n’atteint ses extrema qu’en des
points critiques. Cherchons ces points critiques :

ﬁ(x X+ 3—x
sy) (S 'y_e
Vilx,y)=0= (g_f(x y)) =0 (ex+y_e3_y) -0
oy 7
e ==V e=x+y=3-x=3-y

(car exp est strictement croissante donc injective
sur R)

—Sx=y=1

donc f admet un unique point critique sur R? qui est A =(1,1).
= FEtudions si f(A) = f(1,1) est effectivement un extremum : pour tout H= (x, y) €

21/30
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]RZ

fA+H) - fA)=f1+x1+y)-f(L1)
— ex+y+2 + eZ—x + ez—y _ eZ

_q |:ex+y+2 +e2—x +e2—y ~ 5 ,_e6i|

3
3 |:ex+y+2 4 eZ*X 4 ezfy
B 3

(d’apres la question 1 car les exponentielles sont
strictement positives).

_ {/ex+y+2 X eZ—x X e2—yi|
=

Donc f(1,1) = e? est le minimum de f sur R?, et c’est le seul extremum.

Une correction de 'exercice 21.12 énoncé
= [’équation cartésienne de la droite (AB) est bx + ay — ab = 0, donc la distance d'un
point M(x, ) du plan a cette droite (voir lexercice 14.7) est 122Xt —abl

Vet
Ainsi pour tout point M(x, y) du plan,

(bx +ay —ab)?

2,2
X, y)=x"y'———

feoy)=x"y =575

= C’est une fonction polynomiale, elle est donc de classe ¢! sur R2. Pour chercher son
maximum, cherchons ses éventuels points critiques.

Pour tout (x,y) € R2,

)
%(x,y) =2xy?(—ab+ay + bx)(—ab+ay + 2bx),

2
a—f(x,y) =2x2%y(—ab+ay + bx)(—ab+2ay + bx).

y
Le maximum que I'on cherche n’est pas atteint sur les bords du triangle ot f est nulle (et
f n’est pas identiquement nulle dans le triangle!). Donc cherchons les points critiques
de f en éliminant tous les points qui vérifient x =0, y =0, ou bx +ay —ab = 0 (qui est
I'équation de I'hypothénuse du triangle). Cela revient a résoudre le systéeme

2bx+ay =ab

—ab+ay+2bx =0
bx+2ay =ab

—ab+2ay+bx =0 autrement dit {

qui se résout en x = £, y = g

a%e


http://pc.cassin.free.fr/fichiers/ex-14-espaces-euclidiens.pdf#18
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= e maximum de f, qui est positive, ne peut donc étre atteint qu’au point (%, 3), et ce

maximum vaut :
s a b a*b*
3’3 ) 9(a%+ b?

Une correction de l'exercice 21.13 enoncé
Tout d’abord trichons un peu avec geogebra.



https://www.geogebra.org/m/cqbdvbvp
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1. Notons f cette fonction, et rappelons cette formule qui ne cesse de m’émerveiller :

1
min(x,y) = 5 ((x +y) = lx = yD.

On en déduit que pour tout (x,y) €K,

1
foon) =5 (et =yl=(x =),

ce qui nous permet d’affirmer que f est continue sur R? comme composée de fonctions
polynomiales par la valeur absolue qui sont toutes continues.

2. La partie K est une partie fermée bornée de R?, autrement dit une partie compacte.
Ainsi le théoréme des bornes atteintes nous permet de conclure que f admet un mini-
mum et un maximum sur K.

+ pour tout (x,y) €K, x+y=x—yetx+y=y—x,donc

x+y=l|x—yl|,dou

On remarque que 1
e fey)z 5 (k=yP=(x-y)) =0,

+ et £(0,0)=0,
donc elle admet pour minimum O.
Il nous reste a chercher son maximum.

3. Comme la valeur absolue est €* sur ]0 ; +oo[ et ]—o0 ; O[, on prouve par composition
que f est 6! sur R*\ D, ou D est la droite { (x,y) €R* |y =x }.
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Si f atteint son maximum dans I'ouvert
K\D={(x,y)€10;1[*|y <x}u{(x,y) €10 1[*|y > x},

ce sera en un point critique.
Dans la partie {(x,y) €lo; 1%y >x }, f(x,y)=x(y — x), donc son gradient est

vt = (7).

Il ne s’annule pas dans cette partie, f n’y admet pas de point critique.
Comme pour tout (x,y) € R?, f(x,y) = f(y,x), on en déduit par symétrie qu’il n'y a
pas de point critique non plus dans 'autre partie.

4. On en déduit que f ne peut atteindre son maximum que sur les bords de K, ou sur le
segment de D qui est dans K.

Mais sur ce segment x = y, donc f(x,y) =0, donc f atteindra son maximum sur un
bord de K, c’est-a-dire sur les segments

S;={(t,0|te[0;1]}, S, ={(L,t)[te[0; 1]},
S;={(t,1)|te[0;1]}, S;={(0,t)|t€[0;1]}.

= Sur S; et S,, la fonction f est nulle.
w= Sur S, : pour tout t € [0 ; 1],

1 1 111 1)?
0= ga-0=—5 () =35 (1))

donc f est maximale au point (1, %) ol elle vaut %.

w= Sur Ss, f(¢t,1) a la méme expression, d’oli donc f est maximale au point (%,1) ol
elle vaut aussi %.

En conclusion, le minimum de f sur K est 0, et son maximum est %.

Une correction de l'exercice 21.14 enoncé
Partie | - Etude d’un exemple
1. La boule unité fermée B, est par définition une partie fermée bornée de R?, et I'ap-

plication f est polynomiale donc continue, par conséquent le théoréme des bornes
atteintes permet d’affirmer que f admet un maximum et un minimum sur B,.

2. Lafrontiére S, est le cercle unité du plan, et celui-ci est paramétré par 'application t €

25/30
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[0; 2n] — (cos(t),sin(t)), donc pour tout point A = (a,b) € S,, il existe t € [0 ; 27]
tel que A = (cos(t),sin(t)).
Posons h : t € [0,2n] — f(cos(t),sin(t)) = cos?(t) + sin?(t) + 4cos(t)sin(t) = 1+

2sin(2t).
De [sin(2t)| < 1, on déduit que —1 < h(t) < 3.
Orh (—%) =—leth (%) = 3, donc h admet pour maximum 3 et pour minimum —1,

donc f a pour maximum 3 et pour minimum —1 sur la frontiére S,.
3. La fonction f est de classe %' sur R? car c’est une fonction polynomiale. Pour tout
(x,y) €R?,
f(x,y)=2x+4y et d,f(x,y)=2y +4x.

Ainsi, (x,y) € B, est un point critique de f si, et seulement si,

2x+4y =0
Vf(x,y)=0<:){2y+4x=0 S x=y=0.
f admet donc un unique point critique sur B, le point (0,0).
4. D’apres la question 1., f posséde un maximum et un minimum sur B,.

Ce maximum peut

= soit étre atteint sur la frontiére S, de B,, et donc valoir 3,

= soit en un point intérieur a B,, c’est-a-dire un point de B, qui sera alors nécessai-
rement un point critique de f. Or le seul point critique est (0,0), et £(0,0) = 0 est
inférieur a 3.

Donc le maximum de f sur B, est 3, atteint sur S, (et plus précisément en (

V2 _ V2
eten (—7,—7)).

Par le méme raisonnement, le minimum est —1.

5. OnaM; = (; f),donc

QQ)
2° 2

T, (X) = (X = 1)? — 4= (X 3)(X+ 1),

donc Sp(M;) = {—1,3} et on a donc bien la propriété demandée.

Partie Il - Le cas général

6. Grace a la formule du produit matriciel, pour tout i € [1 ; n],

(M X); = Z(Mf)i,j(x)j = Z(Mf )ii%;s
j=1 j=1

STk
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donc
XTM;X = ZHJ(XT)'(MfX)i = Zn:(XT)i Zn:(Mf )i,j(X);

i=1 i=1 j=1

:Z Zml} Xj szu

i=1j

:Zn:(Zmuxx —I—mllxx—l—Zml] )
i=1 \\j=1 j=i+1
n i—1

= m; ; +Zm”x +szll
i=1 j=1 i=1 j=i+1

= +Zm“x + Z m; ;X;
1<j<i<n 1I<i<j<n
n

_ (car My est une matrice sy-
= m”x +2 Z m; jX;X; métrique)

i=1 1<i<j<n

=) a x + Z a; jX;X; (par définition des m, ;)

i=1 1<i<j<n

7. La matrice M; est symétrique réelle, donc diagonalisable dans ., (R).

8. La matrice P est orthogonale, donc son endomorphisme canoniquement associé est
une isométrie, d’oll pour tout X € R", et X = PY, on a par définition d’'une isométrie
[IYll = [IX]|, d"otx

n
2
XX =D xf =[IX]|
i=1

=Y|I*> =Y"Y.
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Y1
9. En posant Y = ( : ) , on montre avec la formule du produit matriciel que
.yﬂ

Y'DY = Z Z YiDi¥i

j=1i=1

= nyDf’fyi (car D; ; = 0 pour i # j)
=

n
= Z}\.Jy]z (Car Dj,i = 7\,])
j=1

Or pour tout i € [1 ; n], comme A; <A; <A, et y?>0,0na
My <Nyl <Ayl

puis en additionnant

n n n
DMy Y AR Myt
i=1 i=1 i=1
c’est-a-dire A, [[Y]* < Y'DY < A, ||Y][*.

Mais comme X € B,,, on sait que |[X|| < 1, et comme de plus ||Y]| = ||X||, on a aussi
Y[l < 1.
Ainsi, sachant que A; <0 et A, > 0, on obtient

M <MY <Y'DY <A, |IYIP <A, cQFD.
Enfin,
Y'DY = (P'X)" D (P7X)
= (P"X)"D (P"X) (carP€ 0,)
=X"PDP'X
=X'M;X = f(x),
d’ot 'encadrement demandé A; < f(x) < A,,.

10. On suppose encore A; <0 <A,

On vient de voir que pour tout x € B, A < f(x) < A, donc f est minorée et majorée
sur B,,, ainsi elle admet une borne supérieure et une borne inférieure sur B, qui vérifient

Aq <nf(f) < sup(f) < Ay
n B,

STk
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De plus, en prenant un vecteur propre X; de norme 1 (quitte a le normaliser, c’est-a-
dire le diviser par sa norme) de M; associé a la valeur propre A1, alors (en confondant
encore x; € R" et sa colonne X,

= ||X;|| =1, donc X; €B,,

= f(xy)= XF{MfX1 = X¥7\1X1 = 7\1X¥X1 = llxy 1P =2,

ainsi i}l;lf( f) < Aq, ce qui permet de conclure que A; = f(x;) est le minimum de f sur

B,.
De méme avec un vecteur propre unitaire X, associé a A,,, f(x,) = A,,, on montre que
max(f)=A,.

BYI

11. Supposons A; = 0.
= Alors, pour tout x € B,,, en gardant les notations de cette partie, on a

f(x)=X"M;X=Y'DY

et, comme f((0,...,0)) = 0, on peut conclure que ming (f) = 0, minimum atteint
pour x = 0.

w [’étude faite sur le majorant dans les 2 questions précédentes reste valable ici, donc
on a maxg (f)=2A,.

Partie Il - Application des résultats

RS ORI -1
-1 1 . .
12. Dans ce cas, My = | - - T
—1.c.... _1" 1
—1....-1
Ainsi M; —2I, = | : . |, donc rg(M; —2I,) = 1.
—1....—-1

D’oti, d’apreés le théoréme du rang, on a
dimKer(M; —2I,) =n —rg(M; —2I,) =n—1#0,

donc 2 est valeur propre de My et Ey(M;) = Ker(m; — 2I,,) est de dimension n — 1.

Comme M; est symétrique réelle, elle est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral,
et par conséquent

= 2 est valeur propre de M; de multiplicité exactement n — 1.
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= M; admet une derniere valeur propre, que I'on note .
= m, est scindé, donc la trace de My est égale a la somme des valeurs propres comp-
tées avec multiplicité, donc :

n=Tr(M;)=2(n—-1)+ A= A=-n+2.
On adonc Sp(f)={—n+2,2}, et, comme —n+2<0et2>0,0na:

néin(f)z —n+2et n}laax(f)zz.

?’ Pour trouver la derniére valeur propre de Mg, on aurait aussi pu remar-

1
quer que la somme sur chaque ligne de My vaut —n+2, donc que ( : ) est

1
un vecteur propre de My associé a la valeur propre —n+2, et un argument

sur les dimensions des espaces propres permet alors de conclure qu’il n’y
a pas d’autre valeur propre, et donc que Sp(M;) = {—n + 2,2}.

STk
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