Exercices de révisions 22. Algébre - Oral CCINP MP

En petites dimensions

Exercice 22.1

Soient la matrice A = ( 12

) 4)etf:M€//lz(]R)-—>f(M):AM.

1. Justifier que f est un endomorphisme de .#,(R), et déterminer une base de
Ker(f).

2. f est-il surjectif ?

3. Déterminer une base de Im(f).

4. A-t-on A,(R)=Ker(f)®Im(f)?

Exercice 22.2

0 a c
Soit la matrice M= | b 0 ¢ | oua,b,c sont des réels.
b —a O

M est-elle diagonalisable dans .5 (R)? Et dans .5 (C)?

Exercice 22.3

On considére la matrice A = oll a est un réel.

Q Q O
= O Q
[ R

1. Déterminer le rang de A.

2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 22.4
0 01
SoitA=[1 0 0|e.(C).
010
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Déduire de la question précédente les éléments propres de al; + bA + cA2, ol
(a,b,c) e C3.

(mis a jour le 20 février 2025)
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Exercice 22.5

. . 2 1
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A = 4 —1)

2 . . . 3 0
2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec 0o -2/

En déduire que I'’ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect (I, A).

Exercice 22.6

0o 2 -1
On considére la matrice A= | =1 3 —1 | € #;(R).
-1 2 0

Montrer que A n’admet qu’'une seule valeur propre que I'on déterminera.
La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?

Donner un polyndéme non nul annulateur de A de degré minimal.

Wb

Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par (X — 1)? et
en déduire la valeur de A™.

En dimension quelconque

Exercice 22.7

Soient n un entier naturel tel que n > 2, et E =K, [X].
Pour tout P € E, on pose f (P)=P—P'.

1. Démontrer que f est bijectif de deux maniéres : avec ou sans un matrice de f.
2. Soit Q € E, trouver P € E tel que f (P) = Q. (Si P € E, que vaut P+ ?)

3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Exercice 22.8

Soient E un espace vectoriel sur R ou C, et f € Z(E) tel que f2? — f — 2idg est nul.
1. Montrer que f est bijectif et exprimer f ! en fonction de f.
2. Prouver que E = Ker(f +1d) & Ker(f — 2Id).

3. Dans cette question, on suppose que E est de dimension finie.
Prouver que Im(f +Id) = Ker(f — 2Id).

Ot 2/6
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Exercice 22.9
Soient a;, a,y, a; trois scalaires distincts.
1. Montrer que @ : P— (P(a;),P(a,),P(a3)) est un isomorphisme de K, [X] dans
K3.
2. On pose pour tout k € {1,2,3}, L, = & 1(ey), ol (e, ey, e3) est la base cano-
nique de K.
(@) Justifier que (L, Ly,Ls) est une base de K, [X].
(b) Exprimer les polyndmes Ly, L, et Ly en fonction de ay,a, et as.
3. Soit P € K,[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L;,L,,Ls).

4. On se place dans R? muni d’'un repére orthonormé et on considére les trois
points A(0,1),B(1,3),C(2,1).
Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les
points A, B et C.

Exercice 22.10
Soient u et v deux endomorphismes d’un R-espace vectoriel E.

1. Montrer que si A est une valeur propre non nulle de u o v, alors A est valeur
propre de vou.

2. On consideére les endomorphismes u et v de R[X] définis par
X
u:PHJ P,et v:P—P.
1

Déterminer Ker(u o v) et Ker(v o u).
Le résultat de la question 1 est-t-il vrai pour A =07?

3. Si E est de dimension finie, démontrer que le résultat de la premiére question
reste vrai pour A =0.

Exercice 22.11
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n.
1. Démontrer que : E =Imf @ Ker f => Imf =Imf?2.
2. (a) Démontrer que : Imf =Imf? < Ker f = Ker f2.
(b) Démontrer que : Imf =Imf? = E=Imf @ Ker f.

3/6
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Exercice 22.12

Soient n € N*, f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie
ne€N* et (e,...,e,) une base de E.

On suppose qu’il existe v € E tel que f(e;) = f(ey) == f(e,) = .

1. Donner le rang de f.

2. f est-il diagonalisable ? (Discuter en fonction du vecteur v.)

Exercice 22.13
1. Soient E un K-espace vectoriel, u € Z(E), et P € K[X].
Prouver que si P annule u alors toute valeur propre de u est racine de P.

2. Soit n € N tel que n > 2.

On considére la matrice A = (ai,j) € M,(K) de terme général a; j =1 -3, j,
et 'endomorphisme u de ., (K) défini par u(M) =M + tr(M)A.

(@) Prouver que le polyndme X? — 2X + 1 est annulateur de u.

(b) u est-il diagonalisable ?
Justifier votre réponse en utilisant deux méthodes : I'une avec I'aide de la
question 1, 'autre sans.

Espaces euclidiens
Exercice 22.14

Soit la matriceA=| -1 1 -1

1. Démontrer que A est diagonalisable de quatre maniéres :

(a) sans calcul,

(b) en calculant directement le déterminant det(Al; — A), ol I3 est la matrice
identité d’ordre 3, et en déterminant les sous-espaces propres,

(c) en utilisant le rang de la matrice,
(d) en calculant AZ.
2. On suppose que A est la matrice d'un endomorphisme u d’un espace euclidien
dans une base orthonormée.
Trouver une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Ot 4/6
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Exercice 22.15
Soit P le plan d’équation x + y +2z = 0 et D la droite d’équation x =

W | W

N <=

1. Veérifier que R =P@D.

2. Soit p la projection vectorielle de R® sur P parallélement & D.
Soit u = (x, y,2) € R3.
Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Exercice 22.16
Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).
On pose V x €E, ||x]|| = 1/ (x]|x).
1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? e démontrer.
2. Soit E={f € ¢ ([a,b],R), Vx€<[a,b] f(x)>0}.
b

b
1
Prouver que I'ensemble {j f(t)dt x mdt , f € E} admet une borne

inférieure m et déterminer la valeur de m.

Exercice 22.17
1. Soit A € &, (R). Prouver que A € &, (R) <= sp(A) C [0,+o00][.
2. Prouver que VA € &, (R), A% € #." (R).
3. Prouver que YA€ %, (R), VB<€ &' (R), AB=BA = A’Be & (R).
4. Soit A € &7 (R). Prouver qu'il existe B € &7 (R) telle que A = B2.

Exercice 22.18
Soit E un espace euclidien.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de E.
Démontrer que (AL)L =A.
2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F+G)* =F-nG*.
(b) Démontrer que (FN G)L =FL+GL.

5/6
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Exercice 22.19
Soit E 'espace vectoriel des applications continues et 2mt-périodiques de R dans R.

2m
1
1. Démontrer que (f | g) = B f f (t) g (t)dt définit un produit scalaire sur E.
0

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f : x — cosx et g : x — cos (2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : x — sin? x.

Espaces vectoriels normés

Exercice 22.20

Pour toute matrice A = (ai j) € M,(C) on pose ||Al| = max |al~j|.
? 1<i,j<n >

1. Prouver que || || est une norme sur ., (C).

2. Montrer que pour tout (A,B) € .4, (C)?, ||A x B|| < n||A||||B]|.

En déduire que, pour tout entier p > 1, ||AP|| < nP7L||A||P.
IIA|P
est conver-

3. Démontrer que, pour toute matrice A € #,, (C), la série Y, '
p!

gente.
La série de matrices > /;—I: est-elle convergente ?

Ot 6/6
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Solutions
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Une correction de U'exercice 22.1 énoncé
b
1. Posons M = ((Cl d) € My(R).

a+2c b+2d
Alorsf(M)_( 2a+4c 2b+4d )

Ainsi

MeKerf(=>f(M)=02<=>{Z _ :;2 <=>M=(_C2C _jd)
-2 0 0o -2
<=)M=c( 1 0)+d(0 1 )
OnendéduitqueKerf=Vect{(_12 8),(8 _12)}.(*)

OnposeMlz( _12 8)etM2=(8 _12 )

D’aprés (*), la famille (M;,M,) est génératrice de Ker f .
De plus, M; et M, sont non colinéaires ; donc (M;, M) est libre.
Donc (M;,M,) est une base de Ker f .
2. Ker f # {0}, donc f est non injectif.
Or f est un endomorphisme de .#,(R) et .#,(R) est de dimension finie.
On en déduit que f est non surjectif.
3. Par la formule du rang, rgf = 2.
On pose Mj = f(Ey ;) = ( po ) et My = f(Eyo) = ( 0 2 )
’ 2 0 g 0 4
M, et M, sont non colinéaires, donc (M3, M,) est une famille libre de Im f .
Comme rgf =2, (M3, M,) est une base de Im f .
4. On a dim ., (R) = dimKer f + dimIm f.(1)

Prouvons que Ker f NIm f = {0} : soit M€ Ker f NIm f.
D’aprés 1. et 3., 3(a, b,c,d) € R* tel que M = aM; + bM, et M = cM; + dM,.

—-2a = ¢
On a donc —2b i 2d
= 2
b = 4d

On en déduit quea=b=c=d =0, donc M=0.
Donc Ker f NIm f = {0} (2)

Donc, d’apres (1) et (2), #,(R) =Kerf &Imf.

STk
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Une correction de l'exercice 22.2 énoncé
Aprés calculs, on trouve, 3y = X(X2 + ca — ba — bc).

Premier cas : ca —ba—bc <0
M est diagonalisable dans .#5(R) car M posséde trois valeurs propres réelles distinctes.
Elle est, a fortiori, diagonalisable dans .#5(C).

Deuxiéme cas : ca — ba—bc=0

Alors, 0 est la seule valeur propre de M.

Ainsi, si M est diagonalisable, alors M est semblable & la matrice nulle c’est-a-dire M = 0
ou encore a = b = ¢ = 0. Réciproquement, si a = b = ¢ = 0 alors M = 0 et donc M est
diagonalisable.

On en déduit que M est diagonalisable si et seulement sia=b =¢ =0.

Troisiéme cas : ca — ba— bc >0

Alors 0 est la seule valeur propre réelle et donc M n’est pas diagonalisable dans .#5(R) car
ym(X) nest pas scindé sur R[X].

En revanche, M est diagonalisable dans .#5(C) car elle admet trois valeurs propres com-
plexes distinctes.

\

Une correction de l’exercice 22.3 énoncé
0 a1 L; <L, +al, 0 0 1+4a
1. rg(A)=rg|a 0 1 |L,«L,—1; =rg| 0 -1 1
a 1 0 a 1 0
donc
= sig=0o0ua=—1,alors rg(A)=2;

= sinon, rg(A) = 3.

2. Notons y, le polynédme caractéristique de A :

A —a -1
ra(A) =det(Al, —A)=|—-a A -1}
—a -1 A
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On remarque que sur chaque ligne, la somme des termes vaut A —a — 1,
donc on ajoute toutes les colonnes dans la premiére.

A—(a+1) —a -1 1 —a -1
xa(M) = A—(a+1) A —-1ll=(A—(a+1)|1 A -1
QTOretS I —(a+1) -1 A 1 -1 2
1 0 0
= (A—(a+1)]1 A4a 0
PN 1 —1-a -1

=A—(a+1)xA+a)r—-1).

Ainsi les valeurs propres de A, qui sont les racines, sont a + 1, —a et —1.

Comme ces valeurs propres dépendent du paramétre a, elles ne sont pas
forcément deux a deux distinctes, on va donc discuter selon leurs éven-
tuelles égalités.

1
a+1=—a<=)a=—£,

a+l=—-1<a=-2,
—a=-1<<a=1.

Ce qui améne aux quatre cas suivants :

= Premier cas : sia # 1, a # —2 et a # —%, alors A admet trois valeurs propres
disctinctes, donc A est diagonalisable.

= Deuxiéme cas : si a = 1, alors y, = (X — 2)(X+ 1).
Dans ce cas A est diagonalisable si et seulement si dimE_; = 2, c’est-a-dire grace
au théoréme du rang rg(A+1;) = 1.

1 1 1
OrA+I;3=|1 1 1| estderang 1, donc A est diagonalisable.
1 1 1

f Dans le cas ot a = 1, on peut aussi remarquer que A est symétrique
réelle donc diagonalisable.

w Troisiéme cas : sia = —2
Alors, yp = (X+1)3(X—2), et

1 -2 1
A+L=|-2 1 1
-2 1 1

STk
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est de rang au moins 2, donc la valeur propre —1 est d’ordre de multiplicité géo-
métrique au plus 1, donc cet ordre vaut 1.

Et comme l'ordre de multiplicité algébrique de —1 est égal a 2, on peut conclure
que A n’est pas diagonalisable.

1 1
= Quatriéme cas : si a = —5 alors y, = (X — E)z(X—I— 1), et

Aol ==
237

N D [ =
|

est aussi de rang au moins 2, et on conclut comme ci-dessus mais avec la valeur
propre 1/2 que A est non diagonalisable.

Une correction de 'exercice 22.4 énoncé
1. ya=X®—1donc SpA = {1,],%}.
On en déduit que A est diagonalisable dans .#5(C) car elle admet trois valeurs propres

distinctes.
On pose E;(A) = Ker(A —1I3), E;(A) = Ker(A — jI3) et Ej2(A) = Ker(A — 7213).
1 1
Apreés résolution, on trouve E;(A) = Vect 1 et E;(A) = Vect j2
1 J
Et, par conjugaison (comme A est a coefficients réels), E;2(A) = Vect 12
J

2. Soit e = (e, e, 3) la base canonique de C3, vu comme un C-espace vectoriel.
Soit f I'endomorphisme canoniquement associé a A.
On pose ¢; = (1,1,1), e, = (1,j2,)), e5 = (1,],j) et e’ = (e}, 3, €3).
D’aprés 1., e’ est une base de vecteurs propres pour f.

1 1 1 1 0 O
Soit P la matrice de passage de e ae’.OnaP=|1 j* j |.SoitD=|0 j O

1 j jZ 0 0 j2
Alors, D =P7!AP, c’est-a-dire A= PDP~!.
On en déduit que B = al; + bPDP ! + cPD*P~! =P (al; + bD + cD*) P~

o) o0 0
Clest-a-dire, si on pose Q =a+ bX+cX?, alorsB=P[ 0 Q() 0 |p7l
0 0 QU
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On en déduit que B est diagonalisable et que les valeurs propres, distinctes ou non, de

B sont Q(1), Q(j) et Q(j?).
Premier cas : Q(1), Q(j) et Q(j2) sont deux & deux distincts

B possede trois valeurs propres distinctes : Q(1), Q(j) et Q(j2).
De plus, on peut affirmer que :
1 1
Equ)(B) = Ej(A) = Vect i , Eq((B) = E;(A) = Vect | | j* | | et Equ(B) =
J

Ej2(A) = Vect J
2
J
Deuxiéme cas : deux valeurs exactement parmi Q(1), Q(j) et Q(j?) sont égales.
Supposons par exemple que Q(1) = Q(j) et Q(j2) # Q(1).
B possede deux valeurs propres distinctes : Q(1) et Q(j?).
De plus, on peut affirmer que :

1\ (1 1
Eq()(B) = Vect 1 | | | et Eque(B) = Vect J
J J

Troisiéeme cas : Q(1) = Q(j) = Q(j2).
B posséde une unique valeur propre : Q(1).
De plus, on peut affirmer que B = Q(1)I; et Eq;y(B) = C.

Une correction de 'exercice 22.5 enonce
1. On obtient le polyndme caractéristique y, = (X — 3)(X + 2) et donc SpA = {—2,3}.
Apres résolution des équations AX = 3X et AX = —2X, on obtient :

Ey = Vect ((11)) et E_, = Vect ((_14))

W[ a b
2. SOltN_(c d)'

—2b
3c

3b
—2c

< b =c=0<= N est diagonale.

ND:DN<:>{

1 1 3 0
— -1 — —
On a A =PDP avecP—(1 _4)etD—(0 _2).

Soit M € ,(R).

a%e
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AM = MA < PDP~'M = MPDP~! < D(P~'MP) = (P~!MP)D < P~'MP commute avec
D.

S 1 a O a 0\ _;
C’est-a-dire, AM = MA < P~ 'MP = 0 d S M=P 0 d p~t.

Donc, l'espace des matrices commutant avec A est C(A) =

{P( g 2 )P‘lavec(a,d)elR{Z}.

donc dim C(A) = 2.
R2 —  C(A)

Pour le justifier, on peut vérifier que : ¢ : a 0)__; estun isomor-
(a,b) — P 0 d P

phisme.

De plus, (I, € C(A) et A € C(A)) donc Vect(I,,A) C C(A).
De plus, dim C(A) = dim Vect(I,,A) = 2.

On en déduit que C(A) = Vect(I,, A).

Une correction de 'exercice 22.6 énoncé
1. Déterminons le polynéme caractéristique y, de A :

A -2 1 A—1 -2 1
w) = |1 A=-3 1 = A—1 A—3 1
1 -2 A 3 A—1 -2 A
C1<—Zci
i=1
1 -2 1 1 =2 1
= A=-1D]1 A-3 1 = -0 A—=1 0
1 —2 A l2oph 0 0 A-1

L3 < Lg—Ly

= (A-1

Donc y, = (X —1)3.
Donc A admet 1 comme unique valeur propre.

2. Puisque 0 n’est pas valeur propre de A, A est inversible.

Si A était diagonalisable elle serait semblable a la matrice identité et donc égale a la
matrice identité. Puisque ce n’est pas le cas, A n’est pas diagonalisable.

3. Notons m, le polyndéme minimal de A.
i, divise x4 et T, est un polyndme annulateur de A.
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-1 2 -1\(-1 2 -1 0 0O
A-Li#0et(A-I;)’=|-1 2 -1|[-1 2 -1|=]0 0 O
-1 2 -1/J\-1 2 -1 0 00

Donc m, = (X —1)%.
4. Soit n € N. Par division euclidienne de X" par (X —1)?, 3!1(Q,R) € R[X] x R, [X], X" =
(X-1)Q+R (1)
Or, 3(a,b) e R?, R=aX+ b donc X" = (X — 1)>Q+aX + b.
Puisque 1 est racine double de (X — 1)? on obtient : 1 = a + b et, aprés dérivation,
n=a.
Donc R=nX+1-n.(2)
1, = (X — 1)? étant un polyndme annulateur de A on a d’aprés (1) et (2) :

VneN,A"=nA+(1—-n)l,

\ J

Une correction de 'exercice 22.7 enoncé
1. f est clairement linéaire. (*) De plus, VP € E\ {0}, degP’ < degP donc deg(P —P') =
degP.

Et, si P=0, alors P — P’ = 0 donc deg(P — P") = degP = —c0.
On en déduit que VP € E, deg f (P) = degP.
Donc f(E) CE. (*

D’apres (*) et (**), f est bien un endomorphisme de E.

(@) Déterminons Kerf .
Soit P € Kerf .
f(P)=0donc P—P =0 donc deg(P—P') = —c0.
Or, d’aprés ce qui précéde, deg(P — P") = degP donc degP = —co.
Donc P = 0.
On en déduit que Kerf = {0}.
Donc f est injectif.

Or, f € £ (E) et E est de dimension finie (dimE = n+ 1) donc f est bijectif.
(b) Soit e =(1,X,...,X") la base canonique de E. Soit A la matrice de f dans la base e.

1 -1 (0)
A= Lo € My, (R).
S
(0) 1

detA =1 d’ot detA #0.

a%e
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Donc f est bijectif.

2. Soit Q €E.
D’aprés 1. : 3!P €E, tel que f(P)=0Q.
P-P =Q,P—-P'=¢Q,.., PMW _plth) = o,
Or P**D = 0, donc, en sommant ces n+ 1 égalités, P=Q + Q' +--- + Q™.
3. Reprenons les notations de 1.(b).
Tout revient & se demander si A est diagonalisable.
Notons y, le polyndme caractéristique de A.
D’apres 1.(b), on a y, = (X — 1)"*.
Donc 1 est I'unique valeur propre de A.
Ainsi, si A était diagonalisable, alors A serait semblable & la matrice unité I,,;.
On aurait donc A=1, .
Ce qui est manifestement faux car f # Id.
Donc A n’est pas diagonalisable et par conséquent, f n’est pas diagonalisable.

[« J

Une correction de 'exercice 22.8 énoncé
1. f2—f-2id =0<=>1(f2—f) =id

(par régles de calcul sur la
composition)

1
= (E(f - idE)) o f = idg

1
= fo (E(f —idE)) =idg (par linéarité de f)
donc f est bijectif d’inverse f~! = %( f —idg).

?’ Si E est de dimension finie, il suffit que f o g = idg pour que f soit bijectif
d’inverse g.
Mais sans renseignement sur la dimension de E, il est nécessaire d’avoir
f og=gof =idg pour conclure la méme chose.

2. = Analyse (unicité) : supposons qu’il existe a € Ker (f +idg), et b € Ker(f — 2idg)
tels que x =a+b.
Alors par linéarité de f, f(x)=f(a)+ f(b) = —a + 2b.

2x — f(x) x+ f(x)

et b = ,
3

d’oli I'unicité de la décomposition x = a + b avec existe a € Ker(f +idg), et
b e Ker(f — 2idg).

Des deux égalités ci-dessus, on déduit que a =

2x — f(x) o

Syntheése (existence) : réciproquement, prenons les vecteurs a = 3
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y_XHfE)
3

D’une part, on a bien 'égalité x = a + b.
Mais d’autre part,

1
(f +1d)(@) = 5 (2f () = f2(x) +2x = £ (x))

= % (—fz(x) +f(x)+ 2x) =0 (car f2—f —21d=0),

donc a € Ker(f +1d).
On montre de méme que b € Ker(f — 2Id), ce qui achéve le raisonnement.
= On a montré |'existence et 'unicité de la décomposition que vous savez, donc on
peut conclure que E = Ker(f +idg) @ Ker(f — 2idg).
Il se peut que des éléves ne remarquent pas que la partie analyse
donne l'unicité de la décomposition, qui équivaut au fait que ces deux
sous-espaces vectoriels sont en somme directe. Ces éléves seront alors
amené(e)s a le faire ainsi :
prenons x € Ker(f +1d) NKer(f — 2Id) et montrons que x = Og.
Comme x € Ker(f +1d)nKer(f — 2Id), alors f(x) = —x et f(x) = 2x; donc
—x =2x, d’ott x =0, C.Q.F.D.
3. L'égalité f2 — f — 2id; = 0 revient a dire que P(f) = 0 avec X?> — X — 2, donc que
P =X? — X — 2 est un polyndme annulateur de f.
Or P = (X+ 1)(X — 2), donc par propriété des polyndmes d’endomorphismes (et de
matrices),

P(f)=0<= (f +idg) o (f —2idg) = (f —2idg) o (f +idg) =0,
dont on déduit directement que Im (f — 2idg) C Ker(f +idg) ainsi que Im (f +idg) C
Ker (f — 2idg).
Si on avait répondu a cette question avant la question précédente, on
aurait pu affirmer directement que

2x — f (x)
qa=——-=
3

1

—%(f(x)—Zx)z(f —2idg) (—gx) eIm(f —2idg)

donc d’apres les inclusions précédentes, que a € Ker (f +idg).
Et de méme, b = (f +idg) (3x) € Im(f +idg) C Ker(f — 2idg).

Mais comme on suppose de plus que E est en dimension finie,
= on a d’une part grace au théoréme du rang

dim (Im (f +idg)) = dim (E) — dim (Ker (f +idg)),

STk
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w= et d’autre part, on déduit de I'égalité E = Ker(f + idg) & Ker(f — 2idg) que
dim (Ker (f — 2idg)) = dim (E) — dim (Ker (f + idg)),

d’oti I'égalité des dimensions de Im (f +idg) et dim (Ker (f — 2idg)).

Ainsi 'un de ces deux sous-espaces vectoriels est inclus dans 'autre, et ils sont de méme
dimension, donc ils sont égaux, c.qQ.F.D.

Une correction de l'exercice 22.9 enonce
1. Par linéarité de I'évaluation P — P(a) (ot a est un scalaire fixé), ® est linéaire.

Soit P € K, [X] tel que ®(P) = 0.

Alors P(a;) =P(a,) =P(a3) = 0, donc P admet trois racines distinctes.
Or P est de degré inférieur ou égal & 2 ; donc P est nul.

Ainsi, Ker(®) = {0} i.e. & est injective.

Enfin, dim (K,[X]) = dim (K*) = 3 donc & est bijective.

Par conséquent, @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels de K, [X] dans K3.
2. (a) @ est un isomorphisme donc I'image réciproque d’une base est une base.
Ainsi, (L;,L,,L3) est une base de K,[X].
(b) L, € Ry[X] et vérifie ®(L;) = (1,0,0) i.e. (Li(ay),Ly(ay),Li(as)) = (1,0,0).
Donc, comme a, et ag sont distincts, (X — a,)(X — as) |L;.
Or degl; <2, donc 3k € K tel que L; = k(X — a,)(X — as).
1

(ay —ay)(a; — a3)'

La valeur L;(a;) =1 donne k =

X—ay)X—as)

(ay —ay)(a; — as).

Donc L, =
Un raisonnement analogue donne L, = (X~ a))X ~ a5) et Ly =
(ay —ay)(ay —a3)
X—a))X—ay)
(a3 —a;)(az —ay)’
3. (L;,Ly,L3) base de K, [X] donc I(A;, Ay, A3) € K3 tel que P = AqL; + AyLy + Agls.
Par construction, V(i,j) € {1,2,3}2,Li(a]~) = §;; donc P(a;) = A;.
Ainsi, P = P(a;)L; + P(ay)L, + P(a3)Ls.
4. On pose a; =0, a, =1 et ag = 2. Ces trois réels sont bien distincts.
On cherche P € R,[X] tel que (P(a;),P(a,),P(as)) =(1,3,1).
Par bijectivité de ® et d’aprés 3. , 'unique solution est le polynéme P = 1.1; +3.Ly+1.L.
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X-1)(X-2) X(X—-2) X(X—-1)
—, L2 = et L3 = .

2 -1 2
Donc P = —2X? +4X + 1.

OI‘laL1=

J

Une correction de ’exercice 22.10 énoncé

1.

Soit A # 0.

Si A valeur propre de uov alors 3x € E\ {0} / (uov)(x) =Ax. (%)

Pour un tel x non nul, on a alors v(uov(x)) = Av(x) c’est-a-dire (vou)(v(x)) = Av(x)
().

Si v(x) = 0 alors, d’aprés (x), Ax = 0. Ce qui est impossible car x # 0 et A # 0.

Donc v(x) # 0.

Donc, d’aprés (x*), v(x) est un vecteur propre de v o u associé a la valeur propre A.

2. Ontrouve que vou=Idetuov : P— P(X)—P(1).
Ainsi Ker(v ou) = {0} et Ker(uov) =R, [X].
On observe que 0 est valeur propre de u o v mais n’est pas valeur propre de v o u.
On constate donc que le résultat de la question 1. est faux pour A = 0.
3. SiE est de dimension finie, comme det(uov) = detu
det ) v =det(vou) alors :
0 est valeur propre de uov < det(uov) =0 < det(vou) =0 < 0 est valeur
propre de v ou.
Remarque 1 : le résultat de la question 1. est vrai pour A = 0 si et seulement si E est
de dimension finie.
Remarque 2 : Si E est de dimension finie, uov et v ou ont les mémes valeurs propres.
Une correction de 'exercice 22.11 enoncé
1. Supposons E=Imf @& Kerf.
Indépendamment de I'hypothése, on peut affirmer que Imf?2 c Imf ()
Montrons que Im f C Im f2.
Soit y € Imf .
Alors, 3x € E tel que y = f(x).
Or E=Imf @Kerf, donc 3(a,b) €E x Ker f tel que x = f(a)+ b.
On a alors y = f2(a) € Imf2.
Ainsi Imf < Imf2 (**)
D’aprés () et (**), Imf =Imf2.
2. (@) Onalmf? cImf et Kerf C Ker f2.

STk
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On en déduit que Imf? =Imf < rgf? =rgf et Kerf = Kerf2? < dimKerf =
dimKer f2.
Alors, en utilisant le théoréme du rang, Imf =Imf? < rgf =rgf? < dimKer f =
dimKer f? < Ker f = Ker f2.

(b) Supposons Imf =Imf2.

Soit x € Imf NKer f .

Ja€Etel que x = f(a) et f(x)=0g.

On en déduit que f2(a) = 0y c’est-a-dire a € Ker f2.

Or, d’apres I'hypothése et 2.(a), Ker f2 = Ker f donc a € Ker f c’est-a-dire f(a) =
0.

C’est-a-dire x = 0.

Ainsi Imf NKer f = {0g}. (**%)

(HM)

De plus, d’aprés le théoréme du rang, dimIm f + dimKer f = dimE.

Donc, d’aprés (***) et (****), E=Imf ® Ker f.

" J

Une correction de 'exercice 22.12 enoncé
1. Siv =0 alors f est 'endomorphisme nul et donc rgf = 0.
Siv # 0 alors rgf =1 car, si on note ¢y, ¢y, ..., ¢, les colonnes de la matrice A de f dans
labase e, alorsc; #0etc, =c, =...=c,.

2. On note y; le polyndme caractéristique de f.

Premier cas : v =0g
alors f est 'endomorphisme nul et donc f est diagonalisable.

Deuxiéme cas : v # 0.
Alors rgf =1 et donc dimKer f =n —1.

Donc 0 est valeur propre de f et, si on note m, 'ordre de multiplicité de la valeur
propre 0 dans le polyndme caractéristique de f, alors mg > n — 1.

On en déduit alors que : IA € K/ x; =X"1(X—2).(%)

Et donc, tr(f) = A.

e est une base de E donc : 3! (xq,x9,...,x,) €EK" /v =1x1e; + X9y + ... + Xp€,,.

En écrivant la matrice de f dans la base e, on obtient alors tr(f) = x; + x5 + ... + x,,.
Ainsi, A = x; + x5+ ... + x,.(*)

Ce qui améne a la discussion suivante :

Premier sous- cas : si x; + x5+ ... +x,#0
D’aprés (*) et (**), A = x;+x5+...+x, est une valeur propre nonnulle de f et dimE, = 1.
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Ainsi, dimE, + dimE, =n et donc f est diagonalisable.

Deuxiéme sous- cas : si x; + x5+ ...+ x,=0
Alors, d'apres () et (**), x; =X".

Donc 0 est valeur propre d’ordre de multiplicité n dans le polyndme caractéristique.
Or dimEy=n—1.

Donc f n’est pas diagonalisable.

Remarque dans le cas ou v # 0

Comme v = x;e;+x5e5+...+X,e,, alors, par linéarité de f, f(v) = x;f (e;)+xof (e)+
et xnf(en).

Clest-a-dire, f(v) = (x; + x93 + ... + x)v. ()

On en déduit que : x; + x5, +...+x, =0 f(v) =0.

De plus, dans le cas ol x; + x5 + ...x, # 0, alors, d’aprés (***), v est un vecteur propre
associé a la valeur propre A = x; + x, + ... + x,, et d'aprés ce qui précéde, E;(A) =
Vect(v).

Une correction de I’exercice 22.13 énoncé

1. Soit u € Z(E). Soit P = Z Xk e K[X].

k=0

On suppose que P annule u.

Soit A une valeur propre de u.

Prouvons que P(A\) = 0.

A valeur propre de u donc : 3x € E\ {0} /u(x) = Ax.

On prouve alors par récurrence que : Y k € N, u¥(x) = AFx.
n n

Ainsi : P(u)(x) = Y qut*(x) = Y qA*x =P(M)x.
k=0 k=0
Or P(u) = 0 donc P(u)(x) = 0 donc P(A\)x = 0.

Or x # 0 donc P(A) = 0.

. Soit n e N tel que n = 2. On pose E = ., (R).

oA ‘ . in [ Osii=j
Soit A = (ai,j) %i}iﬁ la matrice de E définie par a; ; = { 1sii#
(a) Posons P=X?—2X+1.
Prouvons que P est annulateur de u c’est-a-dire que P(u) = 0.
Soit M € E.
u?(M) = uou(M) = (M + tr(M)A) + tr (M + tr(M)A) A.

STk
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C’est-a-dire, par linéarité de la trace, u?>(M) = M + tr(M)A + tr(M)A + tr(M)tr(A)A.
Or tr(A) = 0 donc u?(M) = M + 2tr(M)A.
Ainsi u?(M) — 2u(M) + Id(M) = M + 2tr(M)A — 2M — 2tr(M)A + M = 0.

On a donc prouvé que u? — 2u+Id = 0.
C’est-a-dire P est annulateur de u.

(b) Notons I,, la matrice unité de E.
Premiére méthode :
Notons Spec(u) le spectre de u.
P = (X—1)? et P est annulateur de u.
Donc d’apres 1., Spec(u) c {1}.
De plus A # 0 et u(A) = A donc Spec(u) = {1}.
Ainsi, si u était diagonalisable alors on aurait E = Ker (u — Id).
C’est-a-dire, on aurait u = Id.
Or u(I,) # 1, (puisque tr(I,,) # 0) donc u # Id.
On obtient donc une contradiction.
On en déduit que u n’est pas diagonalisable.

Deuxiéme méthode :

Notons m, le polyndme minimal de u.

P = (X —1)? est un polyndme annulateur de u donc m,,|P.

Si u était diagonalisable alors 7, serait scindé a racines simples.
On aurait donc m, =X—1.

Ce qui impliquerait que u = Id car P,, est également un polynéme annulateur de
u

Or u(1,) #1, (puisque tr(I,) # 0) donc u # Id.
On obtient donc une contradiction.
On en déduit que u n’est pas diagonalisable.

. )

Une correction de I’exercice 22.14 énoncé

1. (a) Lamatrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormée
de vecteurs propres.
(b) On obtient xy;(A) = det(Al; — A) = A2(A — 3).
1
E5(A) = Vect -1 et Eg(A):x—y+2z=0.
1
Donc A est diagonalisable car dim E;(A) + dim Ey(A) = 3.
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(c) rgA =1 donc dimE,(A) = 2.
On en déduit que 0 est valeur propre au moins double de la matrice A.
Puisque trA = 3 et que trA est la somme des valeurs propres complexes de A
comptées avec leur multiplicité, la matrice A admet une troisieme valeur propre
qui vaut 3 et qui est nécessairement simple.
Comme dans la question précédente, on peut conclure que A est diagonalisable
car dimE5(A) + dimEy(A) = 3.

(d) On obtient A% = 3A donc A est diagonalisable car cette matrice annule le polynéme
X2 — 3X qui est scindé a racines simples.

2. Onnote e = (f,f, E) la base canonique de R3.

On note (| ) le produit scalaire canonique sur R3.
Soit f I'endomorphisme canoniquement associé a A.

A est symétrique réelle et e est une base orthonormée, donc f est un endomorphisme
symétrique et, d’aprés le théoréme spectral, f est diagonalisable dans une base ortho-
normée de vecteurs propres.

On sait également que les sous-espaces propres sont orthogonaux donc il suffit de
trouver une base orthonormée de chaque sous-espace propre pour construire une
base orthonormée de vecteurs propres.

Es(f)=Vect((1,-1,1) et Eo(f): x —y +2=0.
1 - 5 5
Donc ii = ﬁ(i — j + k) est une base orthonormée de E;(f).
i+ J et i — j— 2k sont deux vecteurs orthogonaux de Eo(f).
1 o o 1 5 5 o
On les normalise et on pose V= —(i+j)et w=— (i —j— 2k).
Alors (V,w) une base orthonormée de Ey(f).

On en déduit que (i, V, W) est une base orthonormée de vecteurs propres de f.

J

Une correction de 'exercice 22.15 énoncé
1. D=Vect((1,2,3)).

(1,2,3) €P car les coordonnées du vecteur (1,2,3) ne vérifient pas I'équation de P.
Donc DNP = {0}. (%

De plus, dimD + dimP = 1+ 2 = dimR3. (**)

D'apres () et (), R* =P @D.

. Soit u = (x,y,z) € R>.

Par définition d’'une projection, p(u) €P et u — p(u) € D.
u — p(u) € D signifie que 3 a € R tel que u — p(u) = a(1,2,3).
On en déduit que p(u) =(x —a,y — 2a,z — 3a.).(**")

a%e
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1
Or p(u) eP donc (x —a)+(y —2a)+ (2 —3a) =0, c’est-a-dire a = g(x +y+2).

1
Et donc, d’apres (***), p(u) = E(Sx —y—3%,—2x+4y —2z,—3x — 3y + 32).

Soit

Soit

e = (ej, e,,e3) la base canonique de R3.
1 5 -1 -1
Alamatricede p danslabase e. OnaA=-| -2 4 -2
6l-3 -3 3

3. On pose e; =(1,2,3), e, = (1,—1,0) et e; = (0,1, -1).
e est une base de D et (e, e;) est une base de P.
Or R* =P @D donc ¢’ = (e}, e}, e}) est une base de R>.

De plus e; € D donc p(e]) =0. e, €P et e; € P donc p(e;) = e, et p(e;) = e.

0 0 O
Ainsi, M(p,e’)=[0 1 0
0 0 1
Une correction de I’exercice 22.16 énonce

1. (a)

Soit E un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire noté (| ).

On pose V x €E, ||x]| = 4/ (x|x).

Inégalitée de Cauchy-Schwarz : V(x,y) € E2, | (x|y) | < l|x]||y]l

Preuve :

Soit (x,y) € E2. Posons VA € R, P(A) = [|x + Ay||*.

On remarque que VA € R, P(A) = 0.

De plus, P(A) = (x + Ay|x +Ay).

Donc, par bilinéarité et symétrie de (| ), P(A) = ||y|12A2 + 2 (x|y) + ||x]|?.

On remarque que P()) est un trinéme en A si et seulement si ||y ||? # 0.
Premier cas : si y =0

Alors | (x]|y)| =0 et ||x]||||¥|| = 0 donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
Deuxiéeme cas : y #0

Alors ||y|l = v/(¥]ly) # 0 car y # 0 et (|) est une forme bilinéaire symétrique
définie positive.

Dong, P est un trindme du second degré en A qui est positif ou nul.

On en déduit que le discriminant réduit A est négatif ou nul.

Or A = (x|y)* = lIx|[*|ly* donc (x[y)* < |Ix|[*ly|[.

Et done, [(x|y) [ < lIx[l Iyl
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(b) On reprend les notations de 1. .
Prouvons que V(x,y) € E2, | (x|y)| = ||x|||ly]| & x et y sont colinéaires.

Supposons que | (x|y) | = [|x|l|y]l-

Premier cas : si y =0

Alors x et y sont colinéaires.

Deuxiéme cas : si y #0

Alors le discriminant de P est nul et donc P admet une racine double 7.
C’est-a-dire P(Ay) = 0 et comme ( |) est définie positive, alors x + A,y = 0.
Donc x et y sont colinéaires.

Supposons que x et y soient colinéaires.

Alors 3a € R tel que x = ay ou y = ax.

Supposons par exemple que x = ay (raisonnement similaire pour l'autre cas).
[(xI)] = lall )| = lalllyl? et [Ix[HIyll = )yl = 2l =
lal |yl

Donc, on a bien I'égalité.

2. On considere le produit scalaire classique sur € ([a, b],R) défini par :

b
V(f,g) € 6 ([a,b],R), (flg) :f f(o)g(t)de.

b b
On pose A= {L f(t)dt XL )%dt,f EE}.

ACR.

A # @ car (b —a)? € A (valeur obtenue pour la fonction t — 1 de E).
b

b
1
De plus, V f € E,f f(t)de x mdt > 0 donc A est minorée par 0.

On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m = inf(A).
Soit f €E.

b 1 2
On considére la quantité (f v f(t) dt) .
a VI

b 1 2 b 2
D’une part, (f V(1) dt) = (f 1dt) =(b—a).
a \/f(t) a

D’autre part, si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (|) on
obtient :

a%e
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) Jf(t)t mdt

b b
1
On en déduit que V f €E, f f(t)dtf mdt > (b-a)’.

Donc m > (b —a)®.

([

b

Et, si on consideére la fonction f : t — 1 de E, alors f f(t)de mdt =(b-a)
a
Donc m = (b —a)?.
Une correction de 'exercice 22.17 énoncé
On introduit, sur ., ; (R), la norme euclidienne, notée || ||, associée au produit scalaire

canonique, définie par : VX € ., ; (R), |[X|| = vX"X.
1. Soit A € &, (R). Prouvons que A € " (R) <= sp(A) C [0, +00[.
Raisonnons par double implication.

Supposons que A € " (R).
Prouvons que sp(A) € [0, +o0[.
Soit A € sp(A).

Xe M, (R)\{0} / AX=2X.
Alors X"AX = X"AX = A||X]|?.
Or, A€ & (R) donc X"AX > 0.
Donc A|X]|? = 0.

Or, X # 0 donc |[X||> > 0.

Donc A = 0.

Supposons que sp(A) C [0, +oo[.

Prouvons que A € & (R).

A € ¥,(R) donc, d’aprés le théoreme spectral, 3P € O(n) / A = PDPT ot D =
diag (Aq, Mg, Ap)-

Soit X € M, ; (R).

XTAX = X"PDPTX = (PTX)TD(PTX).

Notons y;, ¥y, ..., ¥, les composantes de la matrice colonne Y = PTX.

N1
J’_z

n
Ainsi Y = et donc XTAX =Y'DY = Z Ayl (D)

. i=1
Yn
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Or, Ay, Ay,..., A, sont les valeurs propres de A donc, par hypothése, Vi € [1,n], A; = 0.
Donc Vi € [1,n], A;y? > 0.
Donc, d’apres (1), XTAX > 0.
2. Soit A€ ¥, (R).
Prouvons que A? € & (R).

(A2)" = ATAT,
Or, A€ %, (R) donc AT = A. Donc (A2)" = A2, Donc A? € &, (R).

Soit X € A, ; (R).
XTAZX = XTATAX = (AX)" (AX) = ||AX]|? = 0.
Donc A? € 1 (R).
3. soit A€ (R) et soit B€ & (R).
On suppose que AB = BA.
Prouvons que A’B € & (R).
Remarque : par hypothése, A et B commutent donc A? et B commutent.
En effet : A2B = A(AB) = A(BA) = (AB)A = (BA)A = BAZ.
(A2B)T = BT (A2)" =BT (A7)
Or, A€ % (R) et Be & (R) donc AT =A et B" =B.
Donc (A?B)" = BAZ.
Or, d’aprés la remarque, A2 et B commutent.
Donc (A%B)" = A%B.
Donc A%B € &, (R).

Soit X € A, (R).
A et B commutent donc X" (A?B) X = X"ABAX.
Or, A est symétrique donc XTABAX = (AX)" B(AX).
On pose Y = AX.
Y€ My, (R) et B 7 (R) donc (AX)"B(AX) =Y'BY >0 .
Donc XTA%BX = 0.
Donc A’B € & (R).
4. Soit A€ & (R).
A € ¥, (R) donc, d’aprés le théoréme spectral et 1. :
3P € O(n) / A=PDPT ot D = diag (A, s, ..., A,,) @avec Vi € [1,n], A; = 0.

On pose A = diag (\/K—, \/7\_,..., \/k_n)

Alors A = PA%PT = PAP"PAPT car PT =P,
C'est-a-dire, A= (PAPT)?,

STk
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On pose alors B =PAPT.

On a A=B2.

De plus, B" = (PT)" ATPT = PAP” = B donc B € #, (R).

De plus, B est semblable a A donc sp(B) = {\/?»—, \/K_,..., \/k_n} et donc sp(B) C
[0, +oo[.

Donc B € & (R).

Une correction de l'exercice 22.18 énoncé
1. OnaAcC (AL)L (M

En effet, Yx € A,Vy € A+, (x| y) =0.
Clest-a-dire, Vx € A, x € (A1)*.

Comme E est un espace euclidien, E = A® A' donc dimA = n — dimA*.
L L
De méme, E= At @ (AL) donc dim (AL) =n—dimA*L.
L
Donc dim (Ai) =dimA. (*

D’apres (¥) et (*), (Al)L =A.
2. (a) Procédons par double inclusion.

Prouvons que FFnGtc(F+6)t.

Soit x e F- NGt

Soit y eF+G .

Alors 3(f,g)€FxGtelque y=f +g.

(xly)= (x[f) + (x]g) =0.
> %

car feF et xeFL car geG et xeGl

DoncVye(F+G), (x|y)=0.
Donc x € (F+G)*.

Prouvons que (F+G)t c F-nG*.

Soit x € (F+G)*.
VyeF,ona(x|y)=0cary€FCF+G.
Donc x € F*.

Deméme, VzeG,ona(x|g)=0carzeGCF+G.
Donc x € G*.

On en déduit que x € F- NG*.

Finalement, par double inclusion, (F+ G)t =F+nG*.



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

(b) D’apres 2.(a), appliquée a F* et 2 G4, on a (FL + GL)l = (Fl)L N (GL)L.
Donc, d’apres 1., (Fl + GL)L =FNG.
Donc ((Fl + GL)L)l =(FnG)t.

C’est-a-dire, en utilisant 1. & nouveau, F+ + Gt = (FN G)*.

Une correction de l'exercice 22.19 énoncé

1 2m
1. On pose ¥ (f,g) €E?, (flg) = ﬁj f(0)g(t)de.
0

Par linéarité de I'intégrale, (|) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que (| ) est une forme bilinéaire symétrique.(*)

1 2m
Soit f €E. (fIf) = —f F2(t)de.
2T 0
Or t —> f2(t) est positive sur [0,271] et 0 < 27, donc (f|f) = 0.

Donc (]) est positive.(**)

Soit f € E telle que (f|f)=0.

2m
Alors J f3(t)dt =0.
0

Or t — f2(t) est positive et continue sur [0,2m].
Donc, f est nulle sur [0,21].

Or f est 2m-périodique donc f =0.

Donc (| ) est définie.(**¥)

D’apres (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

1 1
2. OnaVx eR,sin’x = ) cos(2x).
1
x — -3 cos(2x)eF.

De plus, si on note h 'application x — %,
1 2m 1 2m

(hlf) = —f cosxdx = 0 et (h|g) = —f cos(2x)dx = 0 donc h € F* (car
4n J, 4 |,

F = Vect(f, g)).

1
On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F est x — —3 cos(2x).

STk
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Une correction de l'exercice 22.20 énonce
1. On remarque que YA € .#,(C), ||A]| = 0.
i- Soit A= (a; ;) 15i<n € A, (C) telle que ||A]| =0
1<j<sn

Comme Y (i, ) € ([1,1])? |a
c’est-a-dire a; ; = 0.

Donc A=0.

ii- Soit A = (aij)m-sn € M, (C) et soit A € C.

la; ;| = 0, on en déduit que V (i, ) € ([1, n]]) la; ;| = 0,

i,j

IAAll = max |ray |_ max | |a; ;| = [ max |ai;| = IATHIALL
1<i<n 1<i<n
1<j<n 1<j<n 1$]Sn
iii- Soit (A,B) € (., (C))* avec A= (a11)1<l<n etB= (bl])1<l<n
1<j<n 1<j<n
Ona||A+B|| = max |a;; + b; |-
1<i<n
1<j<n
P 2
Or, V (0, /) € ([L.n])", lag; + bi| < lai i + by ;| < A+ B

On en déduit que ||A+ BJ| < ||Al| + |B]l.
2. Soit (A,B) € (A, (C))* avec A= (a;; ) 1si<n, B= (b;;) 15i<n.

1<J<n 1<J<n

Posons C = AB.
n
.o 2
OnacC= (C”)%ijiﬁ avec ¥ (i,j) € ([1,n])", ¢;; = Z;ai,kbk,j.

n n
Donc, ¥ (i,7) € ([L,a])%, [ei; < X lagel-Ibi;l < Y IANIBI = n [IAll B
k=1 k=1

On en déduit que ¥ (A, B) € (A, (C))*, [|AB|| < n||A]l[IB|.()

Pour tout entier naturel p > 1, notons (P,) la propriété : [|AP|| < nP~ LA,
Prouvons que (Pp) est vraie par récurrence.

Pour p =1, ) ! donc (P,) est vraie.

Supposons la propriété (P, ) vraie pour un rang p > 1, c’est-a-dire ||AP|| < nP~! [|A|lP.
Prouvons que (P, ;) est vraie.

||[AP*1|| = 1IA x AP|| donc, d'apres (), ||AP*1{| < nllAl [AP]].

Alors, en utilisant ’hypothése de récurrence, ||Ap+1|| < nl||A|| P |AlP = n? ||APT.
On en déduit que (P, ;) est vraie.

AP 1 (n]|Al)?
3. OnaVpeN ||[— $—M.
p! n p!
n||Al])?
Or, V¥ x € R, la série exponentielle Z— converge, donc Z( [AID converge.



Maths - PC - Lycée René Cassin - Bayonne - 2024-2025

AP
Donc, par comparaison de séries a termes positifs, la série Z — est absolument
p!

convergente.

Or #,(C) est de dimension finie, donc Z

AP
— converge.
p!

STk
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