Colles de la semaine 5. Nom et prénom?

Questions de cours 1— (C) = questions de cours, (A) = applications Réponses

Compléter, ou bien cocher la (ou les ) bonne(s) réponse(s).

Ql. (C) VzeC¥, |zgl=1=z= <~ 3J0ER, z=

Q2. (A) Placer dans le dessin ci-dessous les nombres eiWT“, e 7 iR et

Q3. SoitneN*, (C) z"=1< 3Jke tel que z =

Soita € C*, (A) z"=a" < 3Tk e tel que z =

Résoudre dans C :

(A)z3=—1<:>ze{ };

(A)z4=i<=>ze{ }

\ J

(mis a jour le 16 octobre 2025)
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Questions de cours Réponses

Q4. Soit (a,B) € R?, a l'aide de la technique de « 'argument-moitié » écrire les
nombres complexes suivants sous forme x x e, avec (x,0) e R? :

(A) e +eff = X e i (A) e —ef = X e

Q5. (A) Compléter ci-dessous la résolution dans C de I’équation

2x2—(B3+i)x+2=0<>x€ |

car le discriminant de 2X? — (3 +i)X + 2 est

Q6. Compléter ch: x — ,sh:x—

Q7. Soit f une fonction de classe %2 sur un intervalle I, compléter

f est convexe sur I si, et seulement si,

Dans ce cas, si a € I, compléter avec des expressions qui dépendent de a et x :

Vx e€l, <flx) <

Q8. Compléter : arccos (cos (—%‘)) =
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Exercice 1

n

Calculer les sommes Zcos(a +k0O) et Zsin(a +k0) ot (a,0) eR% et nEN.
k=0 k=0

Exercice 2

n

Calculer les sommes Z (n) cos(a + kB) et Z (n) sin(a + k) ott (a,0) € R? et
N = \k = \k
neN.

[«

Exercice 3

Soit a € R, écrire cos(5a) en fonction de cosa et en déduire la valeur, avec des
radicaux, de cos(m/10), puis de cos(m/5).

-

Exercice 4

Pour tout réel x, linéariser cos*(x) x sin(x).

[«

Exercice 5

Pour tout réel x, écrire sin(6x) en fonction de cos(x).

[«

Exercice 6
Soient a, b et ¢ trois nombres complexes de module 1, qui vérifient ac # —1.
(c=b)(1+ab)

Mont 1 b |
ontrer que le nombre complexe — 0+a0

est un imaginaire pur.

"

Exercice 7
Soit g € C — {—1}. Montrer I’équivalence
1+ia

z|=1 <= JaeR, z= -
1—1ia
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Exercice 8

. 6

Soit & = e'7 . Montrer que Y. wk =0, en déduire la valeur de cos(%) — cos(27“) +
k=0

cos(37“).

Exercice 9

Solent w =€ 7, S=w+ w2+ 0w et T= 0+ v + w°.
1. Montrer que S et T sont conjugués et que Tm(S) > 0.
2. Résoudre dans C 'équation Z2+Z+2=0
3. Calculer S+ T et montrer que S.T = 2, et en déduire S et T.

Exercice 10

Résoudre dans C I'équation
z+i\* [z+i\® [z+i\? [z+i
— | -[—) +[—) -[— | +1=0.
z—i z—1 z—1 z—1

Soit n € N*. On considere I'équation (z +i)" = (z — i)".

Exercice 11

1. Montrer que si z est une solution de cette équation, alors z est un réel.

2. Résoudre cette équation, en exprimant les solutions a l'aide de la fonction
cotangente.
3. On suppose dans cette question que n = 5.

(a) Retrouver les solutions de I’équation (z +1i)° = (z —i)° en développant, et
en utilisant la résolution d’une équation du second degré.

(b) En déduire les valeurs exactes (sous forme d’expressions utilisant des

radicaux /) de

T T I T
cotan(—), tan(—), cos(—), sin(—)
5 5 5 5

[«

Exercice 12

Montrer que pour tout x € [0, % , %x <sin(x) < x.

[«
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Exercice 13

Montrer que pour tout x €[0; 1], 1+ x <e* <1+ (e—1).

"
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Réponses aux questions de cours questions

Q1. VzeC, |z|=1<=>§=(=>EleeR,z=.

Q 2. Grace aux propriétés de I'exponentielle complexe :

- 47T . fud ;M ; 5m
el r = e‘(“”z) = —e'4 =¢e'4

>

e_iT = e_i(2“+%) = e_i%

P2 — (iz)*ll =(-1) =1,
q q .3128 q q q
]85 :]3><28+1 = (]3) X = 128 X ji=j.
Je vous laisse les placer sur le cercle trigonométrique.

Q 3. Pour tout n € N*, Compléter :

z"=1<= dke| [0;n—1] telquez:.

soit a € C*, compléter :

"=a"<= Jke| [0;n—-1] telquez:.

Résoudre dans C I'équation z* =1 :

z4=i<:>z4=(ei%)4<:>3k€[0;3]], z=e'f xe'ki

i i, i . i i & j5m iSm
—ze {es,—es,lxes,—lxes}z els,—els ei's ,—e's

> >

F=-le7=(-10 <= ke[0;4], z2=(-1)xe*F

eze| {-1,-j,e%F, -2
b ]’ b .]

Réponses aux questions de cours questions

Q 1. Soit (a,B) € R?, a l'aide de la technique de « 'argument-moitié » écrire les nombres
complexes suivants sous forme x x e avec (x,0) € R? :

(A) e +ef = X e i (A) et —ef = X e

Ems
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Q 2. Compléter ci-dessous la résolution dans C

2x2—(3+i)x+2:0<=>x:

ou

X =

+
~.
N =

N =

car le discriminant de 2X? — (3 +i)X + 2 est

a=(=8+6i)=([1+3i ])2.

Q 3. Soit f une fonction de classe ¢? sur un intervalle I, compléter

f est convexe sur I si, et seulement si, [ Vxel, f"(x)=0 ]

Dans ce cas, si (a, b) € I, compléter avec des expressions qui dépendent de a, b et x :

vxel | flax-a)+f(a) |<fe)<| L9 -a)+f(a) |

6
Q 4. Compléter : arccos (cos (—% ): 1—2 |

Une correction de l'exercice 1 énoncé
Notons respectivement S,, et T, ces deux sommes, alors

n

Sy+iT, =y elleHk®),
k=0

autrement dit S,, et T, sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de

n
la somme Y el(@k®),
k=0
Remarquons d’abord que si 6 est un multiple de 27, alors cos(a + k6) = cos(a) et

sin(a + k6) = sin(a), donc dans ce cas S, = (n+ 1) cos(a) et T,, = (n + 1) sin(a).
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Sinon, 6 n’est pas un multiple de 2m, et par conséquent e® est différent de 1, ainsi

1 _ ( le)n+1
Zela X (ele) = e‘“Z (ele) —— 2 (care®® #£1)
1— el(n+1)6

— ala
=e X 1_oi®

ei(n+1)§ (e—i(n+1)g _ ei(n+1)g)
ei% (e_ig - ei%)
i(n+1)% - )
el (—2isin(n + 13)

el? (~2isin )

=el? x (c’est I’« argument-moitié »)

=e'® x

sin(n + 1)% sin(n + 1)%

. 0 0 . 0
— ez(a+(n+1)§—§) % - — el(a+n5) % -
sin 5 sin 5
o . 0 sin(n + 1)%
= (cos(a +n2)+isin(a+ n—)) X —=
2 2 )
sin 2
2
. 0 . 0
sin(n+1)3 . 0 sin(n + 1)5
donc S, =cos(a+nz)x ———= et T, =sin(a+nz) x ————=.
n 2 .0 n 2 -9
sin 2 sin 2
2 2
Une correction de l'exercice 2 énonce

Notons respectivement S, et T, ces deux sommes, alors comme dans 'exercice
précédent S, et T, sont la partie réelle et la partie imaginaire de la somme U, =

i (V) eila+ko),
K=o ¥
Or

n n ' <k M n ok ' an
Un — (k) el® % (ele) — elaZ (k) (eze) — el « (1 +e19)
k=0 k=0
. . . . n
=e'? % (el% (e’l% + el%)) (avec '« argument-moitié »)

@ o in® n_ia4n®
=e'* x e (2 cos (%)) =22 cos™ &

= (cos (a —l—n%) +isin (a + ng)))Z"cos" (%)
==
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donc S,, = 2" cos" (%) X €OS (a + n%) et T, = 2" cos™ (%) X sin (a + n%).

o )

Une correction de I'exercice 3 enonce
Pour tout réel a,
cos(5a) = Re (eisa) =Re ((em)s) =Re ((cos(a) +i sin(a))s)

=---(formule du binéme)- -

= cos®(a) — 10 cos>(a) sin?(a) + 5 cos(a) sin*(a)

= cos’(a) — 10 cos®(a)(1 — cos?(a)) + 5cos(a)(1 — cos?(a))?

(avec sin? = 1 — cos? et sin*(a) = (sin%(a))?)
=16cos®(a) — 20 cos®>(a) + 5 cos(a)

Pour a = f)’ on obtient

T
cos (—) =0
2

m\° ™3 m
=16 (cos —) —-20 (cos —) +5 (cos —)

10 10 10
donc (cos 1%) est une des solutions de I'équation 16x> — 20x> + 5x = 0.
Or

16x° —20x® +5x =0 <> x =0 ou 16x* —20x* +5=0

& x =0o0u 16(x?)? - 20(x?)+5=0
Le discriminant de 'équation du second degré 16y2 — 20y +5 = 0 est

A =80=(4V5)?
donc ses solutions sont

20+4v5 _5+V5  20-4V5 5-V5
2x16 8  2x16 8

Par conséquent,

, 5+5

16x° —20x°4+5x=0<=x=00u x2= 3

2 _ 5_\/_ (et ces deux réels
sont positifs)

5+v5 -
oux ==

ou x
< x=0oux==%£
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Les solutions de I'équation 16x°> — 20x3 + 5x = 0 sont donc, dans |'ordre croissant,

\/5+«/§ \/s—ﬁ \/s—ﬁ \/5+¢§
— < — <0< <
8 8 8 8

Nous devons déterminer laquelle de ces 5 solutions est cos % (sans calculatrice).
Tout d’abord, 0 < & < T < m, et la fonction cosinus est décroissante sur [0, m],

0 6
donc cos % > cos %, autrement dit cos % > ?

Or /5 > 2, donc %g < £ et du fait de la stricte croissance de 0 — /O sur [0;+00[,

on déduit que
[s—v5 3 [1 3 [1 v3 V3
< - = - X — = —_— < —
8 8 2 4 2 2 2

Ainsi les quatre premiéres solutions sont inférieures a ?, elles sont donc écartées.

Il ne nous reste plus que la solution 4/ 5+T‘F5, qui est donc la valeur recherchée :

T 5+4/5
10 8

Une correction de l'exercice 4 énoncé

elX 4 o7ix elx _ g=ix
X
2 21

cos*(x) x sin(x) = (
= % (e +4e™ +6 4467 +e7) x (e —e ™)
= 2i51 (eisx 4+ 3ei3% | 9gpix _ gaix _ g34i8x _ e—isx)
- % (€5 — e7i5) 43 (3 — &%) 4 2 (el — &)

1
=55 (2isin(5x) + 3 x 2isin(3x) + 2 x 2isin(x))
i

1 3 1
kT sin(5x) + I sin(3x) + 3 sin(x)

Ems
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Une correction de 'exercice 5 énoncé

sin(6x) = Im (eiﬁx) =1Im ((ei")6) (grdce a la formule de Moivre)
=1Im ((cos(x) +1i sin(x))e)
=Im ((cos(x))6 + 6(cos(x))°(i sin(x))+
15(cos(x))*(i sin(x))? 4 20(cos(x))3(i sin(x))*+
15(cos(x))?(i sin(x))* + 6(cos(x))(i sin(x))* + (i sin(x))(’)
=Im (cos6(x) + 16 cos®(x) sin(x)+
—15cos*(x) sin?(x) — i20 cos®(x) sin®(x)+
+15 cos?(x) sin*(x) + i6 cos(x) sin®(x) — sin6(x))

= 6c0s°(x) sin(x) — 20 cos®(x) sin®(x) + 6 cos(x) sin®(x)

Une correction de 'exercice 6 énoncé
—b)(1+ab

Notons z — (&~ )1 +ab)
b(1+ ac)

Pour montrer que z est un imaginaire pur, il suffit de prouver que z = —z.

B ((c—b)(1+ab)) (—b)(1+axb)
z = = —
b(1+ac) b(1+ax?c)

or a, b et ¢ sont de module 1, donc |a|* =a x @ = 1, ce qui donne @ = % On ade
méme b = % etc= %, et par conséquent

c b
1 1 1
pAHex)

C-ha+ixd

0|

En multipliant le numérateur et le dénominateur par bc x ab, on obtient

(b—c)ab+1)  (c—b)(1+ab)
blac+1)  b(1+ac)

z = = —% C.Q.F.D.
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Une correction de 'exercice 7 énoncé

?’ On demande d’établir une équivalence, ce que I’on fait en général en établissant
I’'une apres I'autre les deux implications réciproques.
Je rappelle que pour prouver que (#) = (£), on suppose que (2?) est vraie, on
met cette hypothése dans la boite a outils, et on montre (2) en utilisant (2)
au moment opportun.

N . o 1+ia
1. Supposons qu'il existe un réel a qui vérifie z = . Alors
—ia
1+ia| |1+ial V12+a® 12+
lz| = —| = — = = = 1| cQFD
1—ia |1—ial \/12+(—a)2 \/12+a2

2. Réciproquement, prenons z € C — {—1} qui vérifie |z|] = 1, et montrons qu'il
existe un réel a qui vérifie z = ﬁ

Méthode — I'analyse-syntheése :

G On peut envisager cet exercice comme la résolution| dans R |de I’équa-
tion z = 1*;2, d’inconnue a |

Une méthode classique pour résoudre une équation est I« analyse-
synthese » :

= on suppose d’abord I’existence de solutions, et on tdche d’en dé-
duire le plus d’informations possible sur ces solutions éventuelles (en
quelque sorte un portrait-robot des solutions), voire dans le meilleur
des cas d’en déduire carrément leurs valeurs (c’est la partie analyse);

w= puis on cherche parmi les valeurs obtenues celles qui sont effective-
ment solutions (c’est la synthése).

Remarquons que la résolution classique
3x+2=8¢=3x=6&=x=2
est 'analyse et la synthése en méme temps :

3x+2=8=3x =6=> x =2 est 'analyse;
x =2=>3x =6=>3x +2 =28 est la syntheése.

(@) Tout d’abord, cherchons a dans C qui vérifie z = i—tz (c’est la phase

Ems
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d’analyse) :
_1+4ia

z = N
1—ia

— z(l—ia)=14ia = -i(l+z)Ja=1-32

1—2
— azm (carze C—{—1}donc 1+2 #0)
11—z
— a=i
1

n (en multipliant num. et dénom. par i).
z

donc il existe un unique nombre (a priori complexe) a qui vérifie z = 14
X 1-ia’
—2Z

cenombre est a = i (remarquons que ceci est vrai indépendamment

de I’hypothése |z| =1. )
(b) Montrons que ce nombre a est effectivement solution, autrement dit qu'’il

vérifie bien z = ?_r—iz (ce qui est immédiatement confirmé par les équivalences
ci-dessus), et surtout il est réel (c’est cette propriété qui dépend de

Iz =1):
L’hypothese |z| = 1 peut étre utilisée de plusieurs maniéres :
= si |z| =1, alors z peut s’écrire z =¢"°, o1  €R;
= si |z| = 1, alors z peut s’écrire z = x +1iy, o (x,y) € R? et
x2+y?=1;
= silz|=1, alors |z|>=1, doncz xz=1doncz =1

D’autre part, pour montrer que a est un réel, on peut établir que
Im(a) =0, ou que a = a, ou encore que a —a = 0.

Ce travail d’analyse des hypothéses et de la conclusion, pour sa-
voir comment utiliser les premiéres, et comment établir la seconde,
c’est ce qu’on appelle chercher un exercice de maths!

Premiére méthode : puisque |z| = 1 et z # —1, alors il existe un réel
0 e]—m; n[ tel que z =e™®. Ainsi le nombre a qui vérifie z = iJ_r—lZ est
égal a

1-z 1-—¢€°
a=1 =1—07F

1+z 14
0i6/2 (e—ie/z _ oi%/2

) (le fameux coup de « I'ar-

=i Iy
0i0/2 (e_ie/z n eie/z) gument moitié »)

720 sin(06/2) _ sin(6/2)
-t 2cos(0/2)  cos(0/2)
=tan(0/2) qui est bien un réel, c.q.r.D.
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Deuxiéme méthode :

_ 11—z 11—z 1-z 1-z
a—a=1|[1 —1 =—i ——1
142 142 14z 142

(-0 +2)+Q-2)(1+7)

T (1+2)(1+42)

1 4z-Z-zxz+l-z+z2—-2XZ
- (1+2)(1+2)

Or on a supposé que |z| =1, donc z x 2 =1, donc

A+z-2z-1+1-2+2-1
(1+2)(1+2) N

a—-a=-—

ce qui prouve que a est un réel, c.Q.F.D.

Troisieme méthode : notons x la partie réelle de z et y sa partie imagi-
naire, alors en multipliant numeérateur et dénominateur par le conjugué
du second :

1-2z 1-x—-iy (A-x—-iy)d+x-—-iy)

i =i =i

1+z2 1+x+1iy I+x+iy)Q1+x—iy)
(1=x? =y +i(y(1—x) - y(1+x))
=i
(1+x)?+y?

a=

mais on a supposé que |z| =1, donc x2+y?=1,dott 1-x2—y2 =0,
ce qui donne
—i2xYy 2xy
=1 = .
1+x)2+y> (1+x)P+y?

a

On peut donc conclure que a est un réel, c.Q.F.D.

Une correction de 'exercice 8 énonce
= On utilise le fait que w’ =e??™" =1 :

L 1-o’
Zw = (car w #1)
1-w

6
k=0

=0 (car v’ =1)

Ems
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6
. @ On vient de voir que Y. w* =0, c’est-a-dire que

k=0
14 e2W/7 4 oi4n/7 4. 4 eil2n/7 — .

Pour pouvoir utiliser cette égalité, je vais modifier la quantité cos(7) —
cos(27")+cos(3—7“), de facon a faire apparaitre les exponentielles de mon outil.

(F)= cos(ZT) 4 cos( T
COS7 COS 7 COS 7

ei'rt/7 +e—in/7 e1'27(/7 +e—i2n/7

2 2
ei3n/7+e—i3n/7
+ —5 (avec la formule d’Euler)

— _% (_ein/7 _ e—in/7 + ei2’f[/7 + e—i2n/7 _ ei31t/7 _ e—i3n/7)

On utilise a présent les transformations suivantes pour écrire de plusieurs
facons différentes les exponentielles complexes :

—e® =e'™ x e =e®™ oy de méme —e'® =e®"™

et aussi

eie — ei(9+2'rt) — ei(G*Zn)

(Z) — cos(2E) + cos( ST
COS7 COS 7 COS 7

— _% (ei(n/7+ﬁ) 4 efi(n/7+n) 4 ei2’l'[/7 4 ei(72n/7+2n) + ei(?m/7+n) 4 ei(73n/7+n))
— _% (ei81':/7 + ei61‘L/7 + ei27t/7 4 ei121't/7 + e1'107[/7 4 ei4Tt/7)
— _% (_1 + (1 +ei2n/7 +ei4¢t/7 +ei61‘:/7 +ei81‘:/7 + ei10ﬂ/7 +ei12n/7))

1
= ——(—=140) (d’aprés la premiére question)

-
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Une correction de 'exercice 9 énoncé
1. Pour tout k € Z,

i 7. 2T 1. 2m . 7. 2T : 2 2m ; 2m
O)k — elk7 — eflk7 — elZ‘n: % eflk7 — 61(774{7) — el(7fk)7 — 0.)7_k.

Je vous laisse en déduire que S =T.

D’autre part, Im(S) = sin (%) +sin (%) +sin(%F).

Orsin(%F) = —sin(%F — ) = —sin(%), et 0 < T < 2F < m, donc sin(Z) <

sin(%“) et
o (2n . (81 (2T (T
sin| — | +sin| — | =sin| — | —sin (—) >0
7 7 7 7

Et comme de plus 0 < 47“ < T, on a sin (47“) > 0, par conséquent

. 2m . (8T . [4n
Im(S) = [sm (7) + sin (7)] + sin (7) > 0.

2. L’équation Z2+Z+2 = 0 a pour discriminant —7 = (iﬁ )2, donc ses solutions

6
3. S+T=(w+0?+ 0"+ (0’ +w’+w) =w+w?+w’+w*+w’+wl =Y o

k=1
6 6
donc S+T= Y wf—w’=> wk-1,
k=0 k=0
. 6
orw # letw = (e7) = 2" =1, donc Y wF = 11:27 = 0, d'ou

k=0
S+T=-1|

SXxT=(w+w?+o)x(+0’+w)=wt+wl+w’/+0’+w +wl+w’ +
w? + w'?

or w’ =1, wd=w’

X w = w, et de méme w’ = w?, w!% = w3, ainsi

=2+(1+w+m2+w3+w4+w5+m6)=

=0

Deux nombres a et b sont toujours les racines du polyndme X? —(a+b)X+ab,
ainsi des égalités S+T = —1 et ST = 2, on déduit que S et T sont les racines du

polyndme X2 + X + 2, c’est-a-dire la question (b) : q%ﬁ et _I_T“ﬁ

Ems
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Comme on sait que Im (S) > 0, on peut donc conclure que

—1+iv7 —1—iJ7
S=— ot T=——"

2
et non l'inverse.
Une correction de 'exercice 10 énoncé
= Pour tout Z € C,
1-7° =0
z4+z3+zz+z+1:o<:>{ 1i2¢1 =7 =1etZ#1

donc comme 1 n’est évidemment pas solution de I'équation, on conclut que
24474+ 72 47 +1 =03k e {1,234}, Z=¢c'5.

w= On en déduit que pour tout nombre complexe z

z+i\* [(z+i\? [z+i\* [(z+i

— | = *t|—] {—])+1=0

z—1 z—1 z—1 z—1
z+i\* z+i)° z4+1i)2 z+1

—— | +(-=—=) +|(-=— ) +[-=—|+1=0
z—1 z—1 z—1 z—1

—
z+1 .2m
— Jke{1,2,3,4}, — - =e¢'s (ce qui fait 4 équations a résoudre)
z—1
> ke(1,234}, — (1 +e”<2?“)z =i (1 —eik%")
1 — k% )
— Jke { 1,2,3,4}, Z2=—l——~ (car eik s #1)
14 ek
eik% (efik% — eik% —2isin (k%)
= 3ke{1234}, z=—i—mr——— L = —ix ———3
els (e_l 5 +e's 2cos (k%)

Y
= —2tan (k—) .
5
Donc I'ensemble des solutions de I'équation est

{ “2tan (kg) ke {1,234} }
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Une correction de I'exercice 11 enonce
1. La premiére équivalence utilisée ci-apres est classique :
E+i)l=E-i)<Ipeon—1]|E+i)=(—i) xePr

<3peo,n—1] Iz(l—eipzTn) =—i (1+eip27n)

Dans I'ensemble {eip ol pe]o,n— 1]]} des racines n®™ de l'unité, seule la
valeur correspondant & p = 0 donne 1, ce qui entraine alors que (1 —e? Lﬂ) =
0.

Mais dans ce cas I'équation donne alors 0 = —2i, qui n’a pas de solution. Il
reste donc

—i (1+eip27ﬂ)
+i)'=-i)"eoIpel,n-1]|z2=———=

2m

1—e?w
Or
. .73 - . n n
—i (1 +ii") . el.pi (e Lpﬂ +el.p:) _ . 2c0s (p%) _ cos (p%)  cotan (p_ﬂ
1—eiP% ePn (e*ll’; —elpi) —2isin (p%) sin (p%) ’
donc

E+i)'=E-)"e3Ipe[l,n—-1] |z=cotan(p£)
n

L’ensemble des solutions de I’'équation est donc

{cotan (p%) Ipe[l,n— 1]]}

2. (a) Grace a la formule du bindme, on a
+i)P=E-1i)
& 2° +5iz* —102° — 10iz%2 + 5z +i =2° — 5iz* — 102> + 10iz*> + 5z — i
& 10iz* —20iz2+2i =0
& 52* — 10224+ 1 =0 (en divisant les 2 membres par 2i)

Posons y = 22, on résout alors 5y2 — 10y + 1 = 0, cette équation a pour

discriminant A = 80 =5x 16 = (4\/5)2, et pour solutions +1g;;h/§ -

Ems



Colles de la semaine 5. Nom et prénom?

1—%3et1+%§.Ainsi

2v/5 zf
(z+1)° =(z—1i)° < 22 _1__ ouzl=14 (ce sont deux
réels positifs)

/ / 245
Sz==+ 1— ouz—:l: 1+—

D’oti 'ensemble des solutions, dans I'ordre croissant

{\/ 2V/5 \/ 25 25 zﬁ}
EDYE WY § BT E PRk Ay § B
5 5 5 5

(b) Si on applique le résultat obtenu dans la premiére question avec n = 5,
on obtient aussi pour la méme équation I’ensemble des solutions

T I 2T 3n 4
{cotan (pg) |pe [[1,4]]} = { cotan (E) , cotan < ) cotan =) cotan | -

La valeur de cotan  est la plus grande des 4.

Pour justifier cela, on peut invoquer la décroissance de la fonction

cotan sur I'intervalle 10, n[ (car cotan’ = —1 — cotan® = —S# )

Par conséquent, on peut identifier les plus grandes valeurs des deux en-

sembles, et affirmer que | cotan ¢ =4/1+ % .

On en déduit que

T 1 1
@n S = Coan® =
cotan =
1+ 25
5
De plus
, cos\2 cos® 1-sin® 1
cotan”® = —_ :—.22 3 :—2_1
sin sin sin sin
donc .
sin = ——
cotan© +1

et en particulier

e 1 5
sin® (—) = v = =
S cotan (§)+1 (1+25£)+1 10+2v5

19/20
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Comme Z est entre 0 et 1, on sait que sin = est positif, donc sin? ( £ ) =
5 5 5

5
10+2v5 donne

sin(g) =1/10+5—2\/§ .

Enfin, de cos? = 1 — sin?, et sachant que cos ¢ est positif, on déduit de

fagon similaire que

COS (

E)_ 5425
5) \lot2vs |

(NI



